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PRÉFACE. 


Cette  nouvelle  éditiou;diifère  peu  de.Ia  précédente, 
parce  que,  depuis  plusieurs  années, «il  u’a  paru,  du 
moins  à ma  connaissance,  aucun  ouvrage  qui  soit  de 
nature  à amener  des  modifications  essentielles  dans  la 
méthode  d’enseignement.  Je’  me  suis  donc  borné  à 
quelques  changements  de  détails,  notamment  dans  le 
chapitre  de  l 'Analyse  indéterminée , où  j'ai  fait  quel- 
ques suppressions,  et  dans  celui  de  la  Théorie  des 
exponentielles  et  des  logeu'àhmes , dont  quelques  dé- 
monstrations ont  été  modifiées. 

Quant  à la  théorie  gépérale  des  équations , j’ai  con- 
servé le  plan  des  autres  éditions,  en  exposant  avec 
tous  les  détails  qui  m’ont  paru  nécessaires,  première- 
ment les  principes  loudainentaux  ; en  second  liçu , les 
principes  relatifs  à Ta  .séparation  des  racines,  soit  par 
le  moyen  de  ï équation  aux  carrés,  des  différences  , 
soit  d’après  le  théorème  de  M.  STURM;  ensuite  les 
deux  méthodes  d’approximation  principales,  celles  de 
Newton  et  de  Lagrange;  enfin,  la  Théorie  de  l’Éli- 
mination complétée  par  le  théorème  de  Bret,  travail 
qui  m’est  commnn  avec  M.  Vincent. 

Ces  deux  derniers  chapitres,  formant  ce  que  l’on 
nomme  communément  le  complément  de  l’Algèbre, 
n’ont  subi  aucun  changement. 


. N 
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1 . L'Algèbre  est  la  partie  des  Mathématiques  où  l'on  emploie 
des  signes  propres  à abréger  et  à. généraliser  les  raisonnements 
que  comporte  la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 
On  distingue  deux  espèces  principales  de  questions  : 

Le  théorème , qui  a pour  but  de  démontrer  l’existence  de  cer- 
taines propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés; 
et  le  problème,  dont  l’objet  est  de  déterminer  certains  nombres 
d’après  la  connaissance  d’autres  nombres  qui  ont  avec  les  premiers 
des  relations  indiquées  par  l’énoncé. 

2.  Les  éléments  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre, 
pour  parvenir  à ce  double  but,  sont  : 

in.  — Les  lettres  de  l’alphabet,  qui  servent  à désigner  les  nom- 
bres sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire, 
soit'pour  abréger  les  raisonnements,  soit  pour  les  généraliser,  en 
ce  que  l’on  sent  mieux  , par  l’emploi  de  ces  lettres , que  telle  ou 
telle  propriété  appartient  à plusieurs  nombres  à la  fois;  ou  bien, 
s’il  s’agit  d’un  problème , que  la  manière  de  satisfaire  à son  énoncé 
est  indé-pendante  de  toute  valeur  particulière  attribuée  aux  nom- 
bres compris  dans  cet  énoncé. 

3°.  — Le  %igne  -f- , dont  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de 
deux  ou  plusieurs  nombres  et  qui  s’énonce  plus. 

Ainsi,  25  -I-  36  s’énonce  3.5  plus  36,  ou  2.5  augmenté  de  36. 
De  même , a b s'énonce  a plus  b , ou  le  nombre  désigné  par  a , 
augmenté  du  nombre  désigné  par  b. 

3°.  — Le  signe  — , qui  s’énonce  moins , et  dont  on  fait  usage 
pour  marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  l'un  de  l’autre. 

Alg.  B.,  9'  ed.  « 
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Ainsi,  45  ?4  s’énonce  j5  moins  2 4 , ou  \ J diminue  de 

ou  bien  encore  , l'excès  de  45  J nr  ‘4- 

a h s'énonce  a moins  b,  ou  a diminué  de  b. 

Le  signe  «le  la  multiplication , qui  est  X « ou  un  point  que 

l’on  place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi , 36  X 25 , ou  36 . 25 , s’énonce  36  multiplié  pur  2.5  , ou 

le  produit  de  36  par  2.5.  . 

Lorsque  les  nombres  dont  on  veut  indiquer  la  multiplication 
sont  désignés  par  deslettres,  on  convient  encore  de  les  écnre  les 
uns  à la  suite  des  autres  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi  ab  signifie  la  même  chose  que  «X*  ou  a. b-,  abc  Signifie 

la  môme  chose  que  «X  ou  a.  6.  c.  . 

Il  est  bieh  entendu  que  la  notation  ab  ou  abc , qui  est  plus  sim- 
ple que  celle  «X(  ou  «X*X*,  ne  peut  être  employée  que 
lorsque  le,  nombres  sont  désignés  par  des  lettres;  car  s.  1 on  vou- 
lait, par  exemple,  représenter  le  produit  de  5 par  6 , etquonecn- 
vît  pour  abréger,  56,  on  confondrait  cette  notation  avec  le  nom- 
bre ci/n/uantc-six  écrit  dans  lé  système  décimal.  Cette  remarque  est 

importante  pour  les  commençants. 

5».  — Le  signe  de  la  division,  qui  consiste  en  deux  points  . que 

l’on  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur  , ou  bien  encore , en  une 
barre  — , au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  place  respective- 
ment le  dividende  et  le  «liviseur. 

Ainsi,  24:6,  OU  S'enonce  2.4  divisé  par 6,  ou  le  godent 

de  a4  par  6. 

“ou  a:  b s’énonce  « divisé  par  b.  Ou  dit  encore  a sur  b. 

b 

La  notation  ^ est  la  plus  usitée.  ^ _ 

5°.  — Le  coefficient,  signe  que  l’on  emploie  pour  indiquer 
l'addition  de  plusieurs  nombres  égaux.  Ainsi , au  lieu  décrire 
a qui  représente  l’addiüon  de  5 nombres  égaux 
à a , on  écrit  5a.  De  même  ,110  exprime  l’addition  de  1 1 nombres 
égaux  à «;  1206,  l’addiüon  de  12  nombres  égaux  au  produit 

de  a par  b. 
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Le  coefficient  est  donc  un  nombre  particulier  écrit  a.  ta  gauche  d’un 
autre  nombre  exprimé  par  une  ou  plusieurs  lettres , et  qui  marque 
combien  de  fois  on  doit  prendre  la  lettre  ou  le  produit  que  repré- 
sentent les  lettres. 

7®.  — V exposant,  signe  dont  on  se  sert  lorsqu'un  nombre  dé- 
signé par  nne  lettre,  doit  entrer  plusieurs  fois  comme  facteur 
dans  un  produit.  Ainsi , au  lieù  d’écrire  <JX"X«XnX« 
ou  a. a. a. a. a,  on  écrit  plus  simplement  a1"  que  l’on  prononce 
a cinq  ; ou  plutôt  a 5'*"  puissance. 

On  appelle/Mw'wrtnce  le  résultat  de  la  multiplication  de  plusieurs 
nombres  égaux,  et  degré  de  la  puissance,  la  quotité  des  nombres 
égatfx  multipliés  entre  eux. 

"L'exposant  est  le  signe  de  ce  degré.  Il  s'écrit  à la  droite  et  uri  peu 
au-dessus  d'une  lettre,  et  il  marque  combien  de  fois  la  quantité 
exprimée  par  cette  lettre  doit  entrer  comme  facteur  dans  un  produit. 

Pour  faire  sentir  toute  l’imporjance  de  l’exposant  et  du  coeffi- 
cient en  Algèbre , supposons  qu’on  veuille  exprimer  un  produit 
composé  de  4 facteurs  égaux  à a , de  3 lecteurs  égaux  à A;  et  de 
s>.  facteurs  égaux  à c;  on  écrira  fl'iV1,  au  lieu  de  aaaabbbcc. 

Veut-on  ensuite  exprimer  que  ce  dernier  résultat  doit  être  pris 
•7  fois,  ou  doit  être  rtiultiplié' par  7;  on  écrira  7 a'b'c’.  Ceci  donne 
nne  idée  du  laconisme  de  la  langue  algébrique. 

8°.  — Le  signe  \J,  dont  on  fait  précéder  un  nombre , lorsqu’on 
veut  indiquer  que  l’on  a à extraire  de  ce  nombre  une  racine  d'un 

3 

certain  degré.  Ainsi  sj a s’énonce  racine  troisième  ou  cubique 

4 

de  a , ... , <j  b s’énonce  racine  quatrième  de  b . 

On  appelle  racine  2*,  3",  4*,  • . .. d’un  nombre,  un  second  nombre 
qui , étant  élevé  à la  2®,  3®,  4*i  • • • puissance,  reproduit  le  premier 
nombre.. 

Pions  ne  ferons  usage  du  signe  y / qu’à  partir  du  troisième  cha-  . 
pitre. 

0°.  — Le  signe  au  moyen  duquel  on  exprime  que  deux  quan- 
tités sont  égales.  Ce  signe  est  = , et  s’énonce  est  égal  à,  ou  égale. 

Ainsi , pour  exprimer  brièvement  que  l’excès  de  36  sur  a6  est 
égal  à ii,  o®  écrit  36  — a5  = 1 1 . 
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C’est-à-dire  36  moins  25  est  égal  à i i , ou  égale  1 1 . 

io".  — Le  signe  d’inégalité  , dont  on  se  sert  pour  exprimer 
qu’une  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre. 

Ainsi,  a~^>b  signifie  a plus  grand  (fisc  b ou  supérieur  ù b ; a<^b 
signifie  a moindre  que  b ou  inférieur  à b ; c’est-à-dire  que  l’ouver- 
ture du  signe  doit  être  tournée  du  côté  de  la  plus  grande  quantité. 

D’après  l’exposé  précédent,  on  voit  que  l’on  peut  regarder  l’Al- 
gèbre comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  de  signes  à l’aide 
desquels  on  suit  avec  plus  de  facilité  l’enchaînement  des  idées  dans 
les  raisonnements  qu’on  est  obligé  de  faire , soit  pour  démontrer 
l’existence  d’une  propriété,  soit  pour  trouver  la  solution  d’un 
problème. 

On  concevra  mieux  encore  l’utilité  des  signes  algébriques  par 
les  questions  suivantes  : 

PREMIERE  QUESTION. 

3.  La  somme  de  deux  nombres  est  67  ; leur  différence  est  19, 
quels  sont  ces  deux  nombres  ? 

Mode  de  résolution. 

Tâchons  d’abord  d’établir,  à l’aide>des  signes  dont  nous  som- 
mes convenus,  une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et  les  nom- 
bres inconnus  de  l’énoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu,  on 
aurait  le  plus  grand  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Cela  pose  , dési- 
gnons le  plus  petit  nombre  par  x ; le  plus  grand  peut  alors  être 
désigne  par  x -t-  1 9,  et  leur  somme  par  x -+-  x -h  1 9,  ou  2x4-19. 
Mais,  d’après  l’énoncé,  cette  somme  doit  être  67  ; ainsi  l'on  a 
l'égalité  ou  Y équation . . . . 2x  -t-  1 9 = 67 . 

Or,  2x  augmenté  de  19  donne  67  pour  résultat,  uc  seul  est 
égal  à 67  moins  19,  ou  2x  = 6’] — • 19,  ou,  en  effectuant  la 
soustraction  , 2x  =•  48. 

Donc  enfin , x est  égal  à la  moitié  de  48,  c'est-à-dire 
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Le  plus  petit  nombre  étant  i4>  Ie  plusgraud  x— t-  19  est  a4 -+■  19, 
ou  43. 

En  effet,  on  a 43-4-24  = 67  , et  43 — 24  = 19. 

Yotci  le  tableau  îles  calculs  algébriques  : 


'Soit  x ie  plus  petit  nombre , 

x -+-  19  est  le  plus  grand. 


.4». 


Éq. . . 2x-4-  19  = 67,  d’où  2x=67 — 19=48;  donc  x=^-  = *4, 
et  par  conséquent,  x ■+■  19  = 24  4-  19  = 43. 

En  effet , 43  -t-  24  = 67  , 43  — 24  = 1 9. 

Autre  mode  de  résolution. 


Soit  x le  plus  grand  nombre , 
x — 19  est  le  plus  petit. 


86 


Et j . . • 2x  — 19  = 67,  d'où  2x  = 67  -(-19  = 86;  <lonex=^— = 43, 

et  par  conséquent , x — 19  = 43  — 19  = 24. 

On  voit  |>ar  là  comment , à l'aide  des  signes  algébriques , on  par- 
vient à comprendre  dans  un  cadre  très -resserré  les  raisonnements 
qu’on  est  obligé  de  faire  pour  résoudre  ain  problème;  raisonne- 
ments qui , écrits  en  langage  ordinaire , exigeraient  souvent  une 
ou  plusieurs  pages. 


RESOLUTION  GENERALE  UF.  CK  PROI1I.KME. 

4.  La  somme  de  deux  nombres  est  a , leur  différence  est  b.  On 
demande  de  trouver  les  deux  nombres  ? 

Soit  x . . . . le  plus  petit  nombre, 

x -(-  b désigné  alors  le  plus  grand.  • 

, . , , a — b a b 

Éi(...  2x4-®=«i  d où  2x=a — 6;  donc  x= — - — = -, 


u v , a b 
et  par  conséquent , x -f-  6 = - — -4-0  — 


J - 
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Comme  la  forme  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  aux  lettres  a et  b , il  s’ensuit  que 
connaissant  la  somme  de  deux  nombres  et  leur  différence,  on  ob- 
tiendra le  plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demi-somme  à la  demi- 
différence,  et  le  plus  petit,  en  retranchant  de  la  demi-somme  la 
demi-différence. 

Ainsi,  que  la  somme  donnée  soit  237,  et  la  différence  99  , 

le  plus  grand  est  — - -+-  — , ou  — — = = 168, 

r 0 a * 2 2 


■ 1 • 2^7  qq  1 38  c 

et  le  plus  petit,  ——  — ou  — — = 6g. 

En  effet,  168 -+- 69  = 237,  168  — 69  = 99. 

On  conçoit , d'après  la  question  précédente , l’utilité  des  lettres 
pour  représenter  les  données  d’un  problème.  Comme  on  ne  peut 
qu’indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  l’Arithmétique , le  ré- 
sultat auquel  on  parvient  conserve  la  trace  des  opérations  qu'il 
faut  effectuer  sur  les  quantités  connues  pour  obtenir  les  valeurs  des 
quantités  que  l’on  cherche. 

a b a b „ 

Les  expressions  - -| — et  — - , auxquelles  on  est  parvenu 

dans  le  problème  précédent , s’appellent , en  Algèbre , des  roa- 
mvt.cs  , parce  qu’elles  peuvent  être  regardées  comme  comprenant 
les  solutions  de  toutes  les  questions  de  même  nature , dans  l’énoncé 
desquelles  on  fait  seulement  varier  les  valeurs  numériques  des 
données. 

On  nomme,  en  général , solutions  d'un  problème  les  nombres 
susceptibles  de  vérifier  son  énonce. 


DEUXIÈME  QUESTION.  THÉORÈME. 

B.  La  somme  de  deux  nombres  multipliée  par  leur  différence  donne 
pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  secondes  puissances  de 
ces  dciut  nombres. 

Ainsi , soient  1 2 et  9 ces  deux  nombres  ; leur  somme  est  2 1 , et 
leur  différence  3.  On  reconnaît  que  le  produit  21  X 3 ou  63,  est 


j 
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égal  à 1 44  qui <-sl  Ie  Mfre  de  12,  diminue  de  81  qui  est  le  carré 
de  <). 

Mais,  pour  mettre  en  évidence  cette  propriété,  quels  que 
soient  les  deux  nombres,  représentons  ces  nombres  par  les  lettres 
a et  b.  La  somme  sera  exprimée  par  a-+-  b,  et  la  différence  par 
fl  — b.  ' 

Pour  former  le  produit  de  ces  deux  expressions,  on  supposera 
d'abord  que  l’on  ait  à multiplier  la  somme  a b par  a , et  le  pro- 
duit sera  a X « -t-  b X a , ou  plus  simplement,  a’  -t-  a b : car  il 
faut  prendre  chacune  des  deux  parties  dont  a -4-  b est  compose, 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  a , et  ajouter  les  deux  pro- 
duits. Mais  ce  n’est  point  par  a tout  entier  qu'il  fallait  multiplier, 
c’est  par  a diminué  de  b ; ainsi,  le  produit  a’  -+-  ab  est  trop  fort 
du  produit  de  a -4-  b par  b , c'est-à-dire  de  ab  -+-  b1.  Il  faut  donc 
retrancher  ab  -f-  b'  du  produit  précédent  a1  + ab , ce  qu’on  in- 
diquera algébriquement  de  cette  manière  : a’  -l-  ab  — ab  — b *. 
Comme  d’ailleurs  les  deux  produits  -I -ab,  — ab , se  détrui- 
sent réciproquement , il  vient  enfin  a’  — b ’ pour  le  produit  de- 
mande. 

Ce  résultat  a1  — b * ayant  été  obtenu  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à a et  b , il  s’ensuit  que  le  théorème 
énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 

TROISIÈME  QUESTION.  — THÉORÈME. 


6.  Si,  tiu.t  deux  termes  d'une  fraction  proprement  dite,  ou 
d'un  nombre  plus  petit  que  l'unité , on  ajoute  un  même  nombre  en- 
tier , la  nouvelle  fraction  qui  en  résulte  est  plus  grande  que  la  pre- 
mière. 


Soit  — k fraction  proposée  j ajoutant  3 à chacun  de  ses  deux 

g 

termes,  on  obtient  Ces  deux  fractions,  réduites  au  même  dé- 
10 

nominateur,  deviennent  ; or,  la  2'  fraction  est  évident* 

100  100 


ment  plus  grande  que  la  première. 
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Pour  reconnaître  si  le  théorème  énonce  est  vrai , quelle  que  soit 
la  fraction  proposée  , désignons  cette  fraction  par  'J , en  suppo-' 
sant  a<^  b. 

Soit  m le  nombre  ajouté  aux  deux  termes  de  cette  fraction  ; il 

, a -4-  i» 

* en  resuite . . . .7- 
. b -t-  m 

Afin  de  comparer  les  deux  fractions,  il  faut  les  réduire  au 
• même  dénominateur  : il  suffit  pour  cela  démultiplier  les  deux 
termes  a et  b de  la  première  fraction  par  6 et  les  deux 
termes  de  la  seconde  par  b.  Or,  multiplier  a par  b -f-  m,  revient 
à prendre  n autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  b,  plus  autant  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  ni , ce  qui  donne  ab  ■+■  am.  On  prouve- 
rait tle  même  que  le  produit  de  b par  b -H  ni  est  b'  ■+■  bm  , ce  qui 

donne  ^ ^ - pour  la  première  fraction.  De  même,  si  l’on  mul- 


conime  on  l’a 


tiplie  les  deux  termes  de  la  seconde  , par  b , 

, . ab  +-  bm 

vu  ( n°  , elle  devient  . 

■ 1 b ’ b ni 

Les  deux  numérateurs  ab-ham,  ab-i-bm,  ont  une  partie 
commune  a b ; et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus 
grande  que  la  partie  a ni  du  premier  numérateur,  puisqu’on  a suj>- 
posé  b~^>a.  Donc  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande  que  la 
première;  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

On  voit  d’ailleurs,  parle  raisonnement  precedent,  qu’il  faut  que 


a 

b 


soit 'une  fraction  proprement  dite,  pour  que  le  théorème  soit 


vrai;  car  autrement,  la  seconde  fraction  serait  moindre  que  la 
première,  ptiisque alors  on  aurait  nb  -4-  bm<^ab 

7.  En  réfléchissant  sur  les  moyens  de  résolution  des  questions 
précédentes,  on  sentira  que  l’emploi  des  signes  algébriques  doit 
donner  lieu  à des  règles  communes  à plusieurs  questions.  C’est 
ainsi , par  exemple,  que  dans  la  seconde  et  la  troisième,  on  a été 
conduit  à effectuer  la  multiplication  d’une  somme  a -\-b  par  un 
nombre  a , d’une  somme  n 4-  b par  b , d'un  nombre  a par  une 
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somme  b -h  m.  D’où  il  résulté  qu’en  établissant  des  préceptes  gé- 
néraux pour  trouver  les  résultats  des  opérations  qu’on  peut  avoir 
à effectuer  sur  les  quantités  algébriques,  on  aurait  des  moyens 
fixes  de  résoudre  par  les  symboles  algébriques  toutes  les  questions 
relatives  aux  nombres. 

Cette  partie  de  l’Algèbre  a pour  titre  : La  manière  d'effectuer 
les  opérations  de  V Arithmétique  sur  les  quantités  algébriques  ou 
littérales i c’est-à-dire  sur  les  nombres  représentés  par  des  signes 
algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu 
aride,  peut-être  même  rebutante  pour’ les  commençants;  mais  il 
est  indispensable  de  la  bien  posséder,  si  l’on  veut  avancer  rapide- 
ment dans  le  champ  vaste  et  fécond  de  l’Algèbre. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

§ Ier.  Des  Opérations  algébriques . 


Définitions  préliminaires. 

8.  Toute  quantité  écrite  en  langage  algébrique,  c’est-à-dire 
à l’aide  des  signes  de1  l’Algèbre,  s’appelle  quantité  algébrique 
ou  quelquefois , quantité  littérale  : c’est  plutôt  l’expression  algé- 
brique de  la  quantité. . 

Ainsi,  3a  est  l’expression  algébrique  du  triple  du  nombre  a ; 
5a1  est  l’expression  algébrique  du  quintuple  du  carré  de  a; 
rjnb‘  est  l’expression  algébrique  de  sept  .fois  le  produit  du  cube 
de  a,  multiplié  par  le  carré  de  b. 

3 a — 5 b est  l’expression  algébrique  de  la  différence  entre  le 
triple  de  a et  le  quintuple  de  b. 

a a1  — 3 ab  -+-  4^’  est  l’expression  algébrique  du  double  du  carre 
de  a , diminué  du  triple  produit  de  a par  b , et  augmenté  du  qua- 
druple du  carré  de  b. 

On  appelle  monome , ou-  quantité  à un  seul  terme,  ou  sim- 
plement terme , une  quantité  algébrique  qui  n'est  réunie  à au- 
cune autre  par  le  signe  de  l'addition  ou  de  la  soustraction  ; et 
polynôme,  ou  quantité  à plusieurs  termes,  une  expression  algé- 
brique composée  de  plusieurs  parties  séparées  les  unes  des  autres 
par  les  signes  -+-  ou  — Ainsi , 3a , 5a1,  ■ja’è1,  sont  des  monomes  ; 
3a  — 5b,  2 a1  — 3 ab  -+-  4 b\  sont  des  polynômes.  La  première  de 
ces  deux  expressions  est  dite  un  binôme,  parce  qu’elle  est  com- 
posée de  deux  termes.  La  seçonde  est  dite  un  trinôme , comme 
étant  composée  de  trois  termes 

9.  La  valeur  numérique  d’une  expression  algébrique  est  le 
nombre  qu’ou  obtiendrait  si,  en  donnant  des  valeurs  parti- 
culières aux  lettres  (pii  y entrent,  on  effectuait  toutes  les  opé- 
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rations  de  l'Arithmétique  que  comporte  cette  expression.  Cette 

valeur  numérique  dépend  évidemment  des  valeurs  particulières 
attribuées  aux  lettres,  et  doit  généralement  varier  avec  elles. 
Ainsi , a a5  a pour  valeur  numérique  54 , lorsque  l’on  fait  a = 3 ; 
car  le  cube  de  3 est  57,  et  a fois  27  donne  54-  La  valeur  numé- 
rique de  cette  même  expression  est  25o  , lorsque  l’on  fait  a — 5 ; 
car  le  cube  de  5 est  1 a5 , et  deux  fois  1 a5  donne  25o. 

Je  dis  généralement,  car,  dans  quelques  cas,  la  valeur  numé- 
rique d’une  expression  algébrique  reste  constante,  quoiqu'on 
fasse  varier  les  valeurs  des  lettres  qui  y entrent.  Ainsi,  dans 
l’expression  a — b,  tant  qu’on  donnera  <\  a et  à b des  valeurs 
croissant  chacune  de  la  même  quantité,  l'expression  ne  chan- 
gera pas. 

Soit,  par  exemple,  a — 7,  b = 4 ; il  en  résulte  a — b = 3. 

Soit  maintenant  0=12  ou  7 -+-  5 , et  b = g ou  4 -H  5 ; il  en 
resuite  a — b — 12  — g = 3 , etc. 

La  valeur  numérique  d’un  polynôme  ne  change  point  lors- 
qu’on intervertit  l’ordre  de  ses  termes , pourvu  que  l’on  ait  soin 
de  conserver  à tous,  leurs  signes  respectifs.  Ainsi,  les  polynômes 
4 — 3 a'b  -+-  5 ac',  5 ac'  — 3 a'b  -f-  4 a5,  4fl>  ■+*  5oc’  — 3 a 'b,  ont 
la  même  valeur  numérique.  C’est  une  conséquence  évidente  de  la 
nature  de  l’addition  et  de  la  soustraction  arithmétiques.  Mais  cette 
observation  sera  très-utile  par  la  suite. 

10.  Des  différents  termes  qui  composent  un  polynôme  donne, 
les  uns  sont  précédés  du  signe  -+- , les  autres  du  signe  — . Les  pre- 
miers portent  le  nom  de  termes  additifs,  les  autres  s’appellent 
termes  soustractifs.  On  appelle  aussi  les  premiers , termes  positifs , 
et  les  autres,  termes  négatifs;  dénominations  asse*  impropres, 
que  l’usage  seul  a consacrées. 

Le  premier  terme  d'un  polynôme  n’est  ordinairement  précédé 
d’aucun  signe;  mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  -4-. 

11.  On  appelle  dimension  d’un  terme,  chacun  des  facteurs 
littéraux  qui  composent  ce  terme,  et  degré  le  nombre  de  ces 
facteurs  ou  dimensions.  Le  coefficient  ne  compte  pas  |>our  une 
dimension.  Ainsi,  3a  est  dit  un  terme  à une  dimension , ou  du 
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premier  degré  , uu  linéaire  ; 5 ah  est  dit  un  ternie  à deux  dimen- 
sion», ou  du  second  degré;  'ja'bc étant -la  meme  chose  que 
7 aaabcc , est  dit  à six  dimensions  ou  du  sixième  degré 

En  général , le  degré  ou  le  nombre  des  dimensions  d’un  terme 
s’estime  par  la  somme  des  exposants  des  lettres  qui  entrent  dans 
ce  terme.-  A ce  sujet,  nous  remarquerons  que,  d’après  la  défini- 
tion même  de  l’exposant  (n”  2),  une  lettre  qui  n’a  pas  d’exposant 
est  censée  avoir  i pour  exposant.  Ainsi,  le  degré  du  terme  Ha’bcd 3 
est  2 -4-  i -+-  i -I-  3 , ou  9 . 

Un  polynôme  est  dit  homogène , lorsque  tousses  ternies  sont 
de  même  degré  : 3 a — 26-4-c,  3a1  — 4 ab-f-b*,  5a’c — 4 cJ-4-2é-V/, 
sont  des  polynômes  homogènes;  8aj  — ^ab  -f-  c n’est  pas  homo- 
gène. 

REDUCTION  DES  TERMES  SEMBLABLES. 

12.  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  sont  compo- 
sés des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposants . 

Ainsi  'jab  et  3 ab,  4 a’b’  et  5 a3 b7,  sout  des  termes  semblables.  Ha’ b 
et  7<iè’  ne  sont  pas  des  termes  semblables;  car  ils  sont  bien  com- 
posés des  mêmes  lettres,  maïs  les  mêmes  exposants  n’affertent  pas 
les  mêmes  lettres. 

Il  arrive  souvent  qu’un  polynôme  renferme,  dans  son  expres- 
sion, plusieurs  termes  semblables,  et  alors  il  est  susceptible  de 
simplification. 

Soit  le  polynôme  ^a’b  — 3nJc  -+-  qae’  — m’b  -4-  7/1V:  — 6 b‘  : 011 
peut  (n°  O'j  l’écrire  ainsi  : !\a’b  — la’ b -4-  ’ja’c- — 3a’c-hqac! — 6b  - ; 
or,  l\a’b — 2/1 3 è se  réduit  évidemment  â la’b-f  •ja’c — 3 a’c  se  ré- 
duit à 4«3c;  donc  le  polynôme  lui-même  revient  à la’ b -4-4 a 'c 
-4-  que’  — 6 b'. 

Que  l’on  ait  dans  un  polynôme  quelconque,  les  termes 

-4-2 a'bc’,  — /ya’bc’,  -f-fi/r'éc3,  — 8 a’bc’,  -4-  1 la’bc’. 

D’abord  , la  somme  des  termes  additifs  -4-  2 a'bc’  -4-  6 a'bc2 
-4-  1 1 a'bc  est  égale  à 4-  1 <_yi'br’  ; la  somme  des  termes  soustrac- 
tifs— 4 ts  bé-  — Ha  hr-  est  égalé  à — 12 a'bc’.  Donc  l'ensemble 
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«les  cinq  termes  proposes  se  réduit  à -f-  190'^ — ■ 1 oabc1,  ou 
à -4-  7 a'bc1. 

Il  peut  se  faire  que  la  somme  des  termes  soustractifs  soit  plus 
forte  que  celle  des  termes  additifs.  Dans  ce  cas,  on  soustrait  le 
coefficient  positif  du  coefficient  négatif,  et  l’on  affecte  le  résultat 
du  signe  — . Ainsi,  que  l’on  ait  -+-  5 a'-b  pour  la  somme  des  ter- 
mes positifs,  et  — 8a’ô  pour  la  somme  des  termes  négatifs;  comme 
— 8 a'b  revient  à — 5 a'b  — 3 a'b  , il  s’ensuit  que  -4-  5 a'b  — 8 a'b 
équivaut  à -4-  5a'b.  — Üa'b  — 3 a'b , ou  à — 3 a'b. 

D’où  l’on  petit  conclure  cette  règle  : Pour  opérer  la  réduction 
des  tenues  semblables , formez  un  seul  terme  additif  de  tous  1rs 
termes  semblables  précédés  du  signe  ■+  : ce  qui  se  fait  en  ajou- 
tant les  coefficients  de  cés  termes,  et  en  donnant  leur  somme  pour 
coefficient  à la  partie  littérale  commune.  Formez , par  le  même 
moyen  , un  ' seul  terme  soustractif  de 'tous  tes  termes  précédés  du 
signe  — ; retranchez  ensuite  la  plus  petite  somme  de  la  plus 
grande , et  donnez  au  résultat  te  signe  de  la  plus  grande. 

Il  est  bien  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit 
porter  que  sur  les  coefficients  et  jamais  sur  les  exposants.) 

On  trouvera , d'après  cette  règle , que 

fi  a'b  — fta’-b  — ÿa'b  4-  i5a'b  — a'b  se  réduit  à -t-  3a*  b, 
’jabc’ — abc1  — 7 abc1  — 8 abc'  -+-  \abc  se  réduit  à — 5 abc1. 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d’opération  , 
toute  particulière  à l’Algèbre,  qui.se  rencontre  dans  Y addition, 
la  soustraction , la  multiplication  et  la  division  algébriques,  opé- 
rations que  nous  allons  maintenant  développer. 

Keman/uc.  — Comme  celles-ci  doivent  offrir  à l’esprit  des 
élèves  la  même  idee  que  les  opérations  analogues  de  l’Arithmé- 
tique, nous  nous  dispenserons  d’en  répéter  les  définitions , qui 
doivent  être  suffisamment  connues  de  tous  ceux  qui  ont  vu  l’A- 
rithmétique avec  soin.  On  conçoit  toutefois  que  les  procèdes  ne 
peuvent  plus  être  les  mêmes , puisque  les  symboles  sont  differents. 
Tantôt  ces  operations  se  réduisent  à de  simples  indications,  tan- 
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tôt  it  y a lieu  rgpllement  à les  ofTectucr , et  alors  il  faut  des  règles 
correspondantes  aux  symboles  que  l'on  emploie. 

De  l'Addition  algébrique. 

15.  Soit  d'abord  à ajouter  les  expressions  3a,  5b,  2c;  on  a 
pour  le  résultat  de  cette  addition , 3a  -+-  5b  ?.c,  expression 
que  l'on  ne  peut  simplifier  davantage. 

Soit  encore  à ajouter  les  monomes  ^a'b\  o.a'b',  -ja'b'  ; le  ré- 
sultat est  \a'b'  -+-  7.a'b'  -4-  7 a'b',  ou  réduisant  (n°  12)  1 3a'b'. 

Proposons-nous  maintenant  d’ajouter  les  polynômes 

3a*  — 4 ab,  2 a1  — 3ab  -|-  b',  lab  — 5 b7. 

Pour  former  un  seul  polynôme  qui  exprime  la  somme  de  ceux- 
ci  , observons  qu’ajouter  au  nombre  exprimé  par  3a1  — /\ab , le 
nombre  exprimé  par  2 a’  — 3 ab  -4-  b1,  c'est  y ajouter  la  diffé- 
rence entre  le  nombre  d'unités  exprimé  par  2 a'  b ',  et  le  nom- 

bre d’unités  exprimé  par  3 ab , opération  que  l’on  ferait  aisément , 
si  l’on  attribuait  des  valeurs  particulières  à a et  b ; mais  comme 
on  ne  saurait  l’exécuter  dans  l'état  actuel  des  quantités,  on  re- 
marque qu’il  revient  au  même  d'ajouter  d’abord  2a5  H-  b1  à 
3a'  — 4 °b,  et  de  retrancher  ensuite  3 ab  ; ce  qui  donne 
3a»  — 4 “b  -H  2a1  b'  — 3 ab  , ou  en  changeant  l’ordre  des 
termes  (n°  7),. . . 3a'  — 4 "b  -H  an*  — 3ai  -h  b'.  De  même, 
pour  ajouter  2 a b — 5b'  à cette  dernière  expression , il  suffit  d’é- 
crire 3a’  — 4 ab  -I-  2 a'  — 5ab  -+-  b'  -(-  2 ab  — 5b'-,  il  ne  s'agit 
plus  actuellement  que  de  faire  (n°  12)  la  réduction  des  termes 
semblables , et  il  vient  enfin  5a*  — 5 ab  — 4 b'  pour  le  résultat 
demandé. 

Comme  des  raisonnements  analogues  pourraient  s'appliquer  à 
d’autres  polynômes  , on  est  en  droit  de  conclure  cette  règle  géné- 
rale pour  l’addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  : Écrive s les 
polynômes  proposés  les  uns  à la  suite  des  autres , en  conservant 
-aux  termes  qui  les  composent  leurs  signes  respectifs;  puis,  faites 
la  réduction  des  termes  semblables,  s’il  y a lieu. 
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Voici  quelques  exemples  : 

i°.  iss1 — é\ab  — ib 3 2°.  7 et3 6 — 3 abc — 8 6’c — qr’  -t-erf’ 

5a*  -+-  o.ab — 6’  -i-8<76c — Sa* b -t- 3e*  — \b*c-^-cd- 

-t-  3a  b — ib' — 3c’  -t-4  a'b — 8c1  -+-96  Y — 3 rfJ 
Ha*  -J-  ab  — 5 b'  — 3c’;  6a*b  -\-5abc — 3 b’c — i/^c*  + 2cd! — 3</3. 

Dans  la  pratique,  on  dispose  ordinairement  les  quantités  propo- 
sées , les  unes  sous  les  autres , comme  on  le  voit  dans  ces  deux 
exemples;  on  fait  la  réduction  des  termes  semblables , et  l’on  écrit 
avec  leurs  signes  respectifs  les  résultats  de  la  réduction.  Ainsi,  dans 
le  premier  exemple , en  considérant  le  terme  3a1,  comme  ce  terme 
est  semldable  au  terme  5a1  qui  se  trouve  sur  la  seconde  ligne,  on 
écrit  8a1  pour  le  résultat  de  la  réduction  de  ces  deux  termes, 
qu’on  a soin  de  barrer  légèrement  (comme  on  le  voit  pour  le  pre- 
mier terme).  Passant  ensuite  au  terme  — ^ab,  on  le  réduit  avec 
les  termes  -+-  iab  et  3 ab  , ce  qui  donne  -|-  ab  , qu’on  écrit  à la 
droite  de  8o’,  et  l’on  barre  les  nouveaux  termes  qu’on  vient  de 
réduire.  On  continue  ainsi  l’opération  jusqu'à  ce  que  tous  les 
termes  soient  barrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu’ori  passe  snr  les  termes  sert  à prévenir  l’omis- 
sion de  quelques  termes  dans  le  résultat  ; les  termes  non  barrés 
sont  encore  à réduire. 

1 < k ; 

De  la  Soustraction  algébrique. 

14.  Soit  à retrancher  46  de  5a;  le  résultat  algébrique  est  5a — 46- 
De  même,  la  différence  entre  qa3b  et  l\a3b  est  qa3b  — 4fl!6,  ou 
3a)6. 

Soit  maintenant  26  — 3c  à retrancher  de  4«>  on  peut  d’abord 
présenter  le  résultat  de  cette  manière,  4 a — (a6 — 3c),  en  met- 
tant la  quantité  à soustraire  entre  deux  parenthèses  et  l’écrivant 
à la  suite  de  la  première  quantité  avec  le  signe  — . Mais  les  ques- 
tions exigent  souvent  que  l’on  forme  un  seul  polynôme  de  cette 
expression  : et  c’est  en  cela  que  consiste  principalement  la  règle  de 
ta  soustraction  algébrique. 
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Pour  parvenir  à ce  but , on  .observera  cpic  si  a,  b,  r étaient 
donnes  numériquement , on  ferait  la  soustraction  indiquée  par 
^b  — 3c,  puis  on  retranclterait  le  résultat  obtenu,  de  4 a;  comme 
cette  soustraction  ne  peut  cire  effectuée  dans  l’état  actuel  des 
quantités,  on  commence  par  retrancher  2 b de  4a,  ce  qui  donne 
4"  — 7-b  ; mais  en  retranchant  2 b unités,  on  a soustrait  un  nom- 
bre trop  fort  de  3c  unités;  il  faut  donc  rectifier  le  résultat  en  y 
ajoutant  3c.  Ainsi , l’on  a 4a  — 2 b -f-  3c  pour  le  résultat  de  la  sous- 
traction proposée. 

Soit  encore  5 a7  — \ab  -f-  3 bc  — b1  à soustraire  de  8a!  — mb  ; 
celte  opération  peut  être  indiqucoainsi  : 

Hr)1  — j.ab  — (5aJ  — fab  ^4-  3 bc  — b'). 

s . ’ ' '4. 

Mais , j>our  réduire  cette  expression  à un  seul  polvnome,  obser- 
vons que  retrancher  5n’  — 4 “b  -4-  3 bc  — b * revient  à retrancher 
la  différence  entre  la  somme  5a’-f-  3 bc  des  termes  additifs,  et  la 
somme  \ob  -H  b1  des  lermesi soustractifs.  On  peut  d’abord  retran- 
cher 5 a’  -f-  3 bc,  ce  qui  donne  8a 7 — i.ab  — 5 a’  — 3 bc  ; et  comine 
ce  résultat  est  nécessairement  trop  faible  de  4 ab  -+-  b % il  faut  v 
ajouter  cette  dernière,  quantité , et  il  vient 

8a’  — lab  — 5 a-  — 3 bc  4 ab  -f-  b1, 


ou 


8a:  — 2 ab  — 5a1  -f-  4 ab  — 3 bc  + 6% 


en  rétablissant  l’ordre  des  termes;  ou  bien  enfin,  en  réduisant, 

3 a'  -h  t.ab  — 3 bc  -f-  b1. 

D’où  l’on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

"Pour  soustraire  deux  polynômes  l’un  de  l’autre,  écrivez  à la  suite 
du  polynôme' dont  il  faut  soustraire,  l’autre  polynôme  en  chan- 
geant les  signes  de  celui-ci,  et  faites  la  réduction  du  polynôme  ré- 
sultant, s’il  y a lieu. 

On  trouvera , d’après  cette  règle , 

i®.  5a’  — 4«'é  -f-  3i:c  ) 

i 'i  i oi,  ■ J = Da>  — là'b  -+-  1 1 b'c. 

— (ia'b  — 2a’  — 8 b7c)  | ' 

2°.  4 ab  — cd  — ib7  -+-  3a>  l , 

. _ (5 ab  — 4 cd  3 b'  + 3a’)  } ab  -h  *cd—  5 b' 
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13.  On  peut  aussi , d’après  cette  même  règle,  faire  subir  à cer- 
tains polynômes  quelques  .‘transformations. 


Par  exemple, 
revient  à 
De  même 
revient  à 
ou  bien  encore , à 


6a1  — 3 ab  -+-  i b3  — ibc , 
6a’  — (3 ab  — 2 b'  ■+■  i bc). 
•ja‘  * — Ha' b — 4 b'c  -+-  66’, 
70*  — (8tf’6  -|-4 à3c — 6 b3), 
7a5  — 8<j’6  — (4  6’c — 6b3). 


Ces  transformations,  qui  consistent-!*  décomposer  un  polynôme 
en  deux. parties  séparées.  Tune-dçTautrç i par.  le  signe  — , sont  très- 
utiles  en  Algèbre. 

* • • • * . , • 

Multiplication  algébrique.  . 

,•  » 

16.  Nous  regarderons  comme  démontré  un  pfincipé  qui  est  gé- 
néralement admis  dans  tous  le?  Traités  d’Arithméfîque  [voyez  pour 
la  démonstration,  mes  Élément!  d' Arithmétique,  19e  édit.,  n°*  28 
et  suivants),  c’est  que  le  produit  4q*deux  ou  plusieurs  nombres 
reste  le  même  dans  quelque  ortjre  qu’on  les  multiplie. 

Cela  posé,  considérons  dUabord  le  cas  où  Ton  a un  monôme  à 
multiplier  par  un  monômo;  soit  7 a3 b1  à multiplier  par  ’/[a3b. 

L’expression  de  ce  ’prôduit  peut  d’abord  s’écrire  ainsi  s 
’ja’b'X.fa'b.  Maison  peut  la  simplifier,  en  observant  que,  d’a- 
près le  principe  précédent  et  la  signification  des  symboles  algébri- 
ques (n°2),  elle  revient  à 7 XtfX  aaaaabbb.  Or,  comme  les 
coefficients  sont  des  nombres  particuliers,  rien  u’empéche  d’en 
former  un  seul  en  les  multipliant  entre  eus  : ce  qui  donne  28  pour 
coefficient  du  produit.  Quant  aux' lettres,  le  produit  âaaaa  équi- 
vaut à a3  (70,  n°  2),  et  le  produit  666,  à b3  ; ainsi,  Ton  obtient 
pour  résultat  final,  âSa’é*. 

Soit  encore  iaa’iV1  à multiplier  pajr  8aJéïrf’;  ce  produit  revient 
à i2X.8'><.aaaaabbl)bbbccdd,‘0\icfîa'b‘c3d3. — D’où  Ton  voit  que, 
pour  multiplier  deux  monôiçesl’iin  par  l’autre,  il  faut  : i"  — mul- 
tiplier les  deux  coefficients  entre  eux  ; 2"  — écrire  à la  suite  de  ce 
produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  à la  fois  dans  le  multiplicande 
et  le  multiplicateur,  en  affectant  chaque  lettre  d’un  exposant  égal  à 

Alg.  B.,  9'  éd.  2 
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\ • « 

la  somme  des  deux  exposants  dont  cette  même  lettre  est  affectée 

• * 

dans  les  deux  facteurs;  3° — si  une  lettre  n’entre  que  dans  un  des 
facteurs , l'écrire  au  produit  avec  l’exposant  dont  elle  est  affectée 
dans  ce  facteur. 

La  règle  relative  aux  coefficients  n'offre  aucune  difficulté. 

Mais  pour  se  rendre  compte  de  la  règle  des  exposants , il  faut 
observer  qu’en  général,  un  nombre  a doit  se  trouver  autant  de 
fois  facteur  dans  le  produit , qu’il  l'est,  tant  dans  le  multiplicande 
que  dans  le  ny^tjpljcateur.  ,0r  (n°  9)  les  exposants  des  lettres 
marquent  le  nombre  de  fois  qtf  elles  entrent  comme  facteurs  ; 
donc  la  somme  des  deux  exposants  d'une  racme  lettre  mar- 
que le  nombre  de  fois  qu’elle  doit  être  facteur  dans  le  produit  de- 
mandé. ' 

On  trouvera , d’après  fa  règle  précédente  , que 
* ' 

Sa’éç1  X.jtaécd’  t S&t’iVrf',  . 

• ■>.\a,bitd  »X  Habê1  *=  »6Ç/i?6Vd, 

4 *bc  , X ^Hf  — 28 abedf. 

s • 

».  . . * V • 

17.  Passons  à la  multiplication  des  polynômes. 

■Soient  d’abord  deux  polynômes  a -y  b -+-  c et  (f-y f , compose» 
de  termes  tous  additifs.;  on  'peut  présenter,  le  produit  sous  la 
forme  ( a-yb  -(-c)  (d- +-  f)i  'Mais  on  a souvent  besoin  de  former 
un  seul  polynôme  de  ce  produit  indiqué;  et  c’est  en  cela  que  con- 
siste la  multiplication  de  deux  polynômes. 

Or,  il  est  évident  que  multiplier  la  somme  a-yb-yc  par 
d ~yf,  revient  à prendre  a -y  b +c  autant  de  fois  qu’il  y a d’u- 
nités dans  d,  plus  autant  de  fôi^  qu’il  y a d’nnités  dans  f , et  à 
ajouter  les  deux  produits.  Mais  multiplier  a -+-  b -y  c par  d,  c’est 
prendre  d fois  chacune  des  parties  du  hiultiplicande , et  réjinir 
les  produits  partiels,  ce  qui  donne  ad -y  bd -y  cd.  De  même, 
multiplier  a-\-b  -yc  par/,  c'est  prendre/  fiais  chacune  des  par- 
ties du  multiplicande,  et  réunir  les  produits  partiels.  Donc  en- 
fin (a  -f-  b 4-  c)  (d-yf)  = ad  -+-  bd  -H  cd  af  -f-  bf  -4-  cf. 

Ainsi,  pour  multiplier  deux  polynômes  composés  de  termes 
tous  additifs,  il  faut  multiplier  séparément  chacun  des  termes  du 
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multiplicande  par  chacun  des  termes  dit  multiplicateur,  et  ajou- 
ter tous  les  produits. 

Si  les  termes  .sont  affectes  de  coefficients  et  d’exjto sauts , on  suit 
les  règles  prescrites  (n°  40)  pour  la  multiplication  des  mbnômes. 
Par  exemple , (3a’  4-  4 (ll’  -+-  o !)  fia  ■+■  5b)  donne  pour  produit 
6a1  -h  8 a'b  ■+■  zab1  -4-  i5 a’b  mabl  -4-  5 6%  ou  réduisant, 

( ia 3 -4-  23 a’b  -+-  22 ab’  -4-  5b‘.  • 

Pour  nous  rendre  compte  du-  cas  le  plus  géqéial , commençons 
par  remarquer  que  , si  le  multiplicande  renfermé  dewermes  addi- 
tifs et  des  termes  soustraçtifs , ce  facteur  exprimé  u Çie  différence 
entre  le  nombre  d’unités  marqué  par,  la  somme  des  tèrmes  addi- 
tifs et  le  nombre  d’unités  marqué  par  la  sqmmé'  des*  termes  sous- 
tractifs. Même  raisonnement  par  rapport'au  multiplicateur.  D’où 
il  suit  que  la  multiplication  <le  deux. polynômes  quelconques  est 
ramenée  à la  multiplication  de' deux  binômes  tels  que  a — b, 
r — d [a  désignant  la  somme  des  terpies  additifs , et  — b 
la  somme  des  terme*  soustractifs,  dii,  multiplicande]  ; il  en  est 
de  même  par  rapport  âu  multiplicateur  c — d.  Voyons  donc 
comment  on  peut  effectuer  la  ‘multiplication  exprimée”  par 
(a  _ b)  (c  -r  d),  " . • • . ' • ■ * ( 

Or,  multiplier  a, — b par.c  — d revieqt  évidemment  à prendre 
a — b autant  dé  fois  quiil'ya  d’unkçs  dans  c,  moins  autant  de 
fois  qu’il  y a d'unités  dan|  d , pu- bien  \ multiplier  a — b par  c , 
et  à retrançher  du  produit  -çelui  de  a *—  b par  d.  Mais  multiplier 
a — b par  c,. revient  à multiplier  cqiar  a — b (en  vertu  *du  prin- 
cipe énoncé  u",  46);’ ce  qui  donne  évidemment  ca — cb , ou 
ac  — bc.  De  même",  le  produit  de  a — b par  d èsl  ad  — bd  ; et 
comme  on  vient  de  voir  que  ce  dernier  produit  doit  être  retran- 
ché du  précédent  ac  — bic,  il  fliut  (n°  If),  changer  les  signes  de 
ad  — bd,  et  l’ccrire  à la  suite  de  ac  — bc , ce  qui  donne  enfin 

Ça  — b)  (c  — d)  = ac  — bc  — ad  -+-  bd. 

Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  ce  produit  vient 
d'être  forme , on  verra  que,  dans  toute  multiplication,  si  l'an  con- 
sidère tous  les  termes  additifs  du  multiplicateur,  il  faut  multiplier 
chacun  des  termes  du  multiplicande , tant  additifs  r/ue  sonstrac- 

2. 
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tifs,  par  ces  termes,  et  affecter  tes  produits  partiels  de  signes  sem- 
blables à ceux  dont  les  termes  du  multiplicande  sont  affectés  ; et  en 
considérant  les  termes  soustractifs  du  multiplicateur,  multiplier  de 
même  chacun  des  termes , du  multiplicande,  tant  additifs  que  sous- 
trattjfs,  par  ces  termes  ; mais  affecter  les  produits  partiels  de  si- 
gnes cohtraires  à teax  dont  las  termes  du  multiplicande  sont  affec- 
tés. Quant  à la  Multiplication  partielle m d’un  terme  du  multipli- 
cande par  un  terme  du  multiplicateur,  on  suit  tes  règles  établies 
pour  1rs  mouâmes  (n°,  l§). 

Soient,  pâr  Exemple,  les  deux  polynômes 

* % s 

— 5 a7b  8 ab7  -+-  2 b1, 

et  2 a7  — 3 db  • — 4 b’, 

8 a’  — .1  àa'b  t-  iÇà’ô’  -h  $a7b3 

— 12 a'b  '+  1 5aib'‘  -f-  -r-  6 pb7 

— i 6asb7  + 20  aib*  +-*32  ùb'  — 8 é’ 

* * L_« • » !_ 

8a’  — *22 a'b  * — ii£‘b7. <+  iSa'b7  r+  2.6aô* — 8ô’. 

Après  avoir  déposé  tetf  polynômes  l’un  âu-dessous  de  l’autre, 
on  multiplie  chacun  des  fermés'  du  premier  par  le  terme  a a’  du 
second,  ce  qui  donne  8a’  — i oa'b  — i Q<f%b7  -+  4 a'b',  poly- 
nôme dont  les  signes  songes  mêmes  »qtie  ceux  du  multipli- 
cande. Passant  ensuite  au  terme  3a A <4"  multiplicateur,  comme 
ce  terme  est  affecté  dû  signe  — » , on  piultiplie  chacun  des  termes 
du  multiplicande  par  ce  terme,  enrayant  soin  d’affecter  chaque 
produit  d’un  signe  contraire  à reluidu  ternie  correspondant  du 
multiplicande  , ce  qui  donne  — ipà'i>  -+  i5 db7  24a*ôJ — 6 ai’, 

produit  que  l’on  écrit  au-dessous  du  pVemièr. 

On  fait  ht  même  opération  par  rapport  au  terme  4 b1,  qui  est 
aussi  soustractif  j ce  qui  donne  — iGa’i1  -+  ioa7b 1 + 32 ab'  — 8 b1. 
On  fait  ensuite  la  réduction  des  termes  semblables , et  l’on  ob- 
tient enfin  pour  l’expression  la  plus  simple  du  produit, 

8a’  — 22 a'b  — i^a’ô1  -+  48 a'b7  -+  26aô‘  -+  8 é’. 

La  règle  des  signes , qui  est  la  plus  importante  à retenir  dans 
la  multiplication  de  deux  polynômes,  peut  s’énoncer  ainsi  : 
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Toutes  les  fois  que  les  deux  termes  ilu  multiplicande  et  du  multi- 
plicateur sont  affectés  du  meme  signe,  Jè  produit  correspondant 
est  affecté  du  signe  4-  ; et  lorsque  les  deux  termes  sont  affectés  de 
signes  contraires,  le  produit  eit  affecté  du  signe  — . 

On  dit  encore,  en  langage  algébrique,  que  4-  multiplié  par  4-  , 
ou  — multiplié  par  — , donne  -f- , et  que  — multiplié  par  4- , ou 
4-  multiplié  par  —,  donne  — . Mais  ce  dernier  énoncé,  qui 
n’offre  aucun  sens  raisonnable  en  lui-méme  (puisqu’on  ne  sait  ce 
que  signifie  : multiplier  entre  eux  des  symboles , non  de  quantités, 
mais  d’opératipns  arithmétiques) , ce  dernier  énoncé , dis-je , doit 
être  seulement  regarde  comme  une  abréviation  du  précédent. 

Ce  n’est  pas  la  seule  circonstance  où  les  algébristes,  pour 
abréger  le  discours,  emploient  des  expressions  incorrectes,  mais 
qui  ont  l’avantage  de  mieux  graver  les  règles  dans  la  mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suivants  : 

Ier  Exemple.  3ti’  — 5 bd  4-  cf 
— 5a’  4-  4 bd  — %cf 

Produit  simpl.  — i5a'-{-'i^a'bd — icjd,cf — ihob’d'+^bcdf — 8 cf1. 

2e  Exemple . . . f !\a'b‘  — 5q'Jj‘c  4-  Sa1bc'  — 3a’c*  — qabP 

’lab'1  — l\abc  — sic'1  4-  'c3 
• • * 

— 1 oa'b'c  4-  zéa’fc’c’ — 34«'ÆV 
— 4 u'b’c'—  ifvWiV  4-  1 <xalbc'  4-  7 a’bV 
4-  1 4«^  4-  ilj aé’c*  — 3aV  — qabc11. 

18.  Nous  ferons  sur  la  multiplication  "algébrique  plusieurs  re--,  * 
marques  fort  importantes. 

• . - , • « 

Premièrement.  — 'Si  les  pqlypomes  qu’on  Se  propose  de  multi- 
plier l’un  par  l’autre  sont  homogènes  (n°  11)  (et  la  [il u part  des 
questions  qu’on  cherche  à résoudre  par  le  secours  de  l’Algèbre, 
les  questions  de  Géoiinétrie  principalement , conduisent  à de  sem- 
blables expressions) , lé  produit  de  Ces  deux  polynômes  est  aussi 
homogène  ; c’est  une  conséquence  évidente  des  règleè  relatives  aux 
lettres  oraux  exposants  dans  la  multiplication  des  quantités  mo- 
nômes. En  outre,  le  degré  de  chaque  terme  du  produit  doit  Etre 
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égal  à ta  somme  des  degrés  de  deux  termes  quelconques  du  nui/ti- 
)>liennde  et  du  multiplicateur.  Ainsi,  dans  le  premier  des  deux 
exemples  précédents,  tous  les  termes  du  multiplicande  étant  du 
deuxième  degré  , ainsi  que  ceux  du  multiplicateur,  tous  les  ter- 
mes du  produit  sont  du  quatrième  degré.  Dans  le  second  , le  mul- 
tiplicande étant  du  cinquième  degré , et  le  multiplicateur  du  troi- 
sième degré , le  produit  est  du  huitième  degré.  Cette  remarque 
sert,  dans  la  pratique,  à reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par 
rapport  aux  exposdnts.  Par  exemple,  si  l'on  trouve  que,  dans 
l'un  des  termes  d’un  produit  qui  doit  être  homogène , la  somme 
des  exposants  est  égale  à 6,  tandis  qu’elle  est  égale  à 7 dans  tous 
les  autre»  termes , il  y a erreur  manifeste  dans  l'addition  des  ex- 
posants; et  alors  on  reprend  la  multiplication  des  deux  termes  qui 
ont  formé  ce  produit  partiel. 

Secondement.  — Lorsque,  dans  la  multiplication  de  deux  po- 
lynômes , le  produit  n’offre  aucune  réduction  dé  termes  semblables, 
le  nombre  total  des  termes  du  produit  est  égal  au  produit  du  nom- 
bre des  termes  du  multiplicande , multiplié  par  le  nombre  des  ter- 
mes du  multiplicateur  ; c'est  une  conséquence  de  la  règle  (n°  J 7). 
Ainsi,  que  l’on  ait  5 termes  dans  le  multiplicande,  et  4 dans  le 
multiplicateur  ; il  y en  a 5 X 4 > ou  20>  dans  produit.  En  ge- 
neral , si  le  multiplicande  se  compose  de  m termes  et  le  multipli- 
cateur de  n termes,  le  produit  en  renferme  m x «• 

Troisièmement.  — Lorsqu’il  y a des* termes  semblables , le  nom- 
bre total  des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beaucoup  moins 
grand.  Mais  on  remarquera  que , parmi  les  différents  termes,  du 
produit , il  en  est  qui  ne  jjpuvent  se  réduire  avec  aucun  autre  : 
ce  sont,  i°  le  terme  provenant  de  ta  multiplication  du  terme  du 
multiplicande  affecté  du  plus  haut  exposant  d’une  quelconque  des 
lettres,  par  le  terme  du  multiplicateur  affecté  du  plus  haut  expo- 
sant de  la  mémç  lettre  ; 2°  le  terme  provenant  de  la  multiplication 
des  deux  terhies  affectés  du  plus  faible  exposant  de  la  même  lettre. 
En  effet , ces  deux  produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre 
avec  un  plus  haut  ou  plus  faible  exposant  que  chacun  des  autres 
produits  partiels;  par  conséquent,  ils  ne  peuvent  être  semblables 
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aux  autres  produits.  Cette  remarque,  dont  la  vérité  se  déduit  de 
la  règle  des  exposants , sera  d’une  très-grande  utilité  dans  la  di- 
vision. 

19.  Pour  terminer  ce  qui  a rapport  à la  multiplication  algé- 
brique , nous  ferons  connaître  différents  résultats  de  multiplica- 
tion , d’un  us?gc  fréquent  ep  Algèbre. 

i".  Soit  propose  de  former  Iç.  carré  ou  la  seconde  puissance 
d'un  binôme  a -t-  b.  On  aj  d’après  les  principes  connus, 

(a  -4-  b)'  = (a  -+■  b)  (a  -h  b)  =z  a1  - f-  2 ab  -+-  b ’ ; 

r’cst-i-dire  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose 
rlu  carré  de  la  première  quantité,  plus  le  carré  de  la  seconde,  plus 
Je  double  produit  de  la  première  par  ta  seconde. 

Ainsi,  soit  à former  le  carré  de  5a1  -f- Sa’ b ; on  a,  d’après  ce 
«|ui  vient  d’être  dit,(5a1-f-8a,é)J=25fl*-t-8oa‘ô-4-64fl‘è’. 

2°.  Soit  à formerle  carré  d’une  différence  a — b. 

On  a . (a  — b)1  = (o  — b)  (a  — b)  = a1  — lab  b'; 

c’est-à-dire  que  le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se  com- 
pose du  carré  de  la  première,  plus  le  carré  de  la  seconde , moins  le 
double  produit  de  ta  première  par  la  seconde. 

Ainsi  (■ja’è’ — iiab'y  = l^céb' — i68fl’£é-|- \^l\a'1bt. 

3°.  Soit  proposé  de  multiplier  a -h  b par  a — b. 

On  a (a  -+-  b)  (a  — 6)  = a1  — b’.  Donc  la  somme  de  deux  quan- 
tités, multipliée  par  leur  différence , donne  pour  produit  la  diffé- 
rence de  leurs  carrés.  (C’est  le  théorème  démontré  n"  8.) 

Ansi  (8a1  -4- ■jafc1)  (8a‘  — >]ab1)=  64 a>  — 49 

On  peut  /en  combinant  ces  differents  résultats,  trouver  les  pro- 
duits de  certains  polynômes  plus  promptement  que  par  le  pro- 
cédé ordinaire.  Soit,  par  exemple,  à multiplier  5a1 — 4 ab-\-Zb' 
par  5a1  — /\ab  — 3è’;  si  l’on  remarque  que  la  première  de  ces 
deux  expressions  est  la  somme  de  deux  quantités  5 a- — t^ab  et  3b\ 
que  la  seconde  est  la  différence  de  ces  deux  mêmes  quantités , 
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on  trouve  de  suite  pour  le  produit, 

(5a’’ — 4 ab)’  — (3 b*)*  — i5a‘  — \oti  b iGa’ô’  — 9 b‘. 

90.  En  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  que  l’on 
vient  d’obtenir,  on  voit  que  leur  composition,  où  la  manière 
dont  ils  sc  forment  à l’aide  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur, est  tout  à fait  indépendante  des,  valeurs  particulières  qu'on 
peut  attribuer  aux  lettres  a et  b qui  entrent  dans  les  deux 
facteurs. 

En  principe  , la  manière  dont  un  produit  algébrique  se  forme  à 

t'aide  de  tes  deux  facteurs,  s'appelle  la  loi  de  ce  produit ï et  cette 

Iqi  reste  toujours  la  même , quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 

aux  lettres  qui  entrent  dans  les  deux  facteurs. 

• . 

21.  Enfin,  un  polynôme  étant  donhé,  on  peut  quelquefois, 
d’après  son  inspection  , le  décomposer  an  facteurs , ce  qui  est  sou- 
vent utile. 

Soit  le  polynôme  a5 a'  — 3o a‘b  ■+- 1 5a1  b1  : il  est  évident  que  les 
facteurs  5 et  a:  entrent  dans  chacun  de  ses  termes.  Ainsi , on  peut 
mettre  le  polynôme  sous  la  forme  5 a7  (5a' — Csa  b -f-  3ô’).  De  même, 
64 a'b‘  — 7.5a'b‘  se  transforme  en 

(8 a*b‘  ■+■  5ab ')  (8 a’ôJ  — 5 ab'). 

\ 

En  effet,  64a‘ô‘  et  25 a’b‘  étant  les  carrés  de  ba’b*  et  5 ab',  il 
s’ensuit  que  l’expression  proposée  est  la  différence  de  deux 
carrés,  et  qu’elle  est  (n°  19)  décomposable  dans  la  somme  des 
racines  de  ces  carrés,  multipliée  par  la  différence  des  mêmes 
racines. 


De  la  Division  algébrique. 


22 . La  division  algébrique , comme  la  division  arithmétique,  a 
pour  but,  étant  donné  un  produit  et  l'un  de  ses  facteurs , de  trouver 
le  second  facteur. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  monômes. 


Soit  à diviser  72 a par  8a',  ce  que  l’on  indique  ainsi 


72 
8 a»‘ 
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On  demande  une  troisième  quantité  monôme  qui,  multipliée  par  la 
seconde,  reproduise  la  première.  Or, 'd’après  les  règles  établies 
pour  la  multiplication  des  monômes,,  la  quantité  cherchée  doit 
être  telle  que  son  coefficient,  niAltiplie  par  8,  donne  pour  pro- 
duit 72,  et  que  J’exposant  de  la  lettre  a dans  cette  quantité, 
ajouté  à 3 , exposant  de  la  lettre  a dans  le  diviseur,  donne  pour 
somme  5,  exposant  du  dividende.  Ainsi,  l’on  obtiendra  cette 
quantité  en  divisant  72  par  8,  et  retranchant  de  l’exposant  5 Fe%- 
*72  ah 

posant  3,  ce  qui  donne  -^^—pinça^et  en  effet,  on  a 
8oJ  XQa’'=  72 a\. 


On  a , d’après  les  mêmes  remarques , _ 

35  ayb7c 

— ——  = 5 a*bc\  et  en  effet,  7 aby<Sa1br  = 35a  b,c-,. 

d’où  l’on  voit  que,  pour  diviser,  deux  monômes  l’un  par  l’autre, 
il  faut,  1°.  — diviser  les  deux  coefficients,  l'un  par  l’autre  ; 
2°.  — pour  lej  lettres  communes  au  dividende  et  au  diviseur ; écrire 
chacune  d'elles  à la  suite  dtrcoefficient , rai’ affectant  d’un  exposant 

0 0 è ^ 

égal  à l’excès  de  l'exposant  du  dividende  sur  celui  du  diviseur; 
3°.  — écrire  à ta  suite  et  Ovec  leurs  exposants  respectifs,  les 
lettres  qui  entrent  dans  te  dividende  sans  entrer  dans  le  diviseur. 

On  trouvera,  d’après  cette  règle, 


48<73ôW  , |5o  a'‘b'ed' 

■ . =htl‘bcd,  y- — 

\iah'c  ^ 3oflJA•^/, 


Jü/’ô-crf. 


(f'ojret  le  n"  24  , pour  le.cas  où  les  closants  d.’une*méiur  lettre 
sont  égaux  dans  le  dividende  ef  le  diviseur.) 

23.  Il  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  de$  ly ond- 
oies est  impossible , premièrement,  si  les  coefficients  ne  sont  pas 
divisibles  Ton  par  l’antre;  en  second  lifu,  si  certains  Exposants 
sont  plus  forts  au  diviseur  qu’au  dividepde;  en  troisième  lieu,  si 
le  diviseur  l'enferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui* ne  se  trouvent  pas 
dans  le  dividende.  Dès  qu’une  ou  plusieurs  de  ces  trois  circon- 
stances se  rencontrent , le  quotient  reste  sous  la  forme  d’un  mo- 
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nôme  fractionnaire,  c’est-à-dire  d'une  expression  dans  laquelle 

entre  nécessairement  le  signe  algébrique  de  la  division , mais 

qu’on  peut  souvent  simplifier. 

Soit,  par  exemple,  iia'b'cd  à divise*’ par  Sa'bc\ 

On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monâ/ne  entier,  c’est-à- 

dire  uh  monôme  débarrassé  du  signe  de  la  division , parce  que  i a 

n’est  pas  divisible  exactement  par  8,  et  qu’en  outre,  l'exposant  de  c 

est  moins  grand  au  dividende  qu’au  diviseur.  Ainsi , on  présentera 

i . . , 12  a'b'cd 

le  quotient  demande  sous  la  forme-r: — ; — : mais  on  lient  sim- 

oq’oc1 

plifier  cette  expression,  en  remarquant  que  les  facteurs  4 , b 

et  c,  étant  communs  aux  deux  termes  de  cette  fraction,  rien  n’em- 

, . , , .•  „ . 3a'bd 

peclie  de  les  supprimer;  et  Ion  a pour  résultat,  — — -. 

En  génertd , pour  simplifier  un  monôme  fractionnaire,  il  faut, 
i“.  — supprimer  le  plus grandfacteur  commun  aux  deux  coefficients; 
2".  — retrancher  le  plus  petit  des  deux  exposants  d'une  même  lettre , 
du  plus  grand , et  écrire  la  'lettre  affectée  de  cette,  différence  d'expo- 
sants, doits  celui  des  deux  termes  de  la  fraction,  où  l’exposant  était 
le  plus  grand ; 3".  — écrire  les  lettres  non  communes , avec  leurs  ex- 
posants respectifs , dans  celui  des  deux  termes  de  la  fraction  où  ces 
lettres  entraient. 


On  trouvera,  d’après  ceKe  nouvelle  règle. 


48a3*Vrf»  4 ad'- 

Min'lêc'de  3 bec' 


Z'jab'd'd 37  b'c 

t>  a'bc'tP  iuid 


’ja'b 


i4  a3b7  2 ab 


Dans  le  dernier  exemple  , comme  tous  les  facteurs  du  dividende 
se  trouvent  au  diviseur-,  Fb  nuniéqpteul’  se  réduit  à l'unité,  parce 
que  cela  revient  à diviser  les  deux  termes  dé  la  fraction  par  le  nu- 
mérateur. 

24.’  Il  arrive  souvent  qu'c  les  exposants  de  certaines  lettres  sont 
les  memes  au  dividende  qu’au  diviseur. 

Soit , par  exemple , à diviser  •>\aib'  par  8 ; comme  la  lettre 
b est  a (Tertre  du  mèn\c  exposant  , le  quotient  ne -.doit  pas  la  ren- 

A1  . « 1 

fermer,  et  l’on  a — = 3a.  Maison  remarque  que  ce  résultat 
na'b' 
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3«  peut  être  mis  sous  une  forme  propre  à conserver  la  trace  «le  la 
lettre  b «pii  a disparu  par  l’effet  de  la  réduction. 


En  effet,  si  l'on  applique, /«jr  convention,  à l’expression  ^ la 


règle  des  exposants  (n°  22),  il  vient 


ba. 


Ce  nouveau 


symbole  b°  indique  (n°  2)  que  la  lettre  entre  o fois  comme  facteur 
dans  le  quotient,  ou  , ce  qui  revient  att  même , qu’elle  ne  doit  pas 
y entrer;  mais  il  indique  en  même  temps  qu’elle  entrait  dans  le 
dividende  et  le  diviseur,  et  qu’elle'a  disparu  par  l’effet  de  l’opéra- 
tion. Ce  symbole  a l’avantage  de  conserver  là  trace  d’un  nombre 
qui  faisait  partie  de  la  question  que  l’on  avait  en  vue  de  résoudre, 
sans  pour  cela  changer  en  rien  le  résultat;  car,  puisque  b°  pro- 
b7  . , 

vient  de  , qui , d’ailleurs  est  égal  à i,  il  s’ensuit  que  3a b?  équi- 
vaut à 3 a- X i.  ou  3a.  De  même 


1 5(fb'c7 

3n^bc7 


— 5a°b7c°  --  5b7. 


Comme  il  importe  d’avoir  des  notions  exactes  sur  l’origine 
et  la  signification  des  symboles  employés  en  Algèbre  , nous  nous 
proposerons  de  faire  vdîr  qu’iTa  générql  toute  quantité  a , affectée 
de  l’exposant  o,  équivaut  à i,  c’est-ù-tlire  que  l’on  a-  n°  = î. 

En  effet,  cette  expression  provient,  comme  nous  venons  de  le 
«lire,  de  c«\que  a est  affecté  du  même  exposant  au  dividende  et  au 
ï , 

diviseur  d’une  division  indiquée.  Ainsi  l’on  a a°  = — ( m dési- 


gnant pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert  d’expo- 
sant à a).  Mais  le’quotient  de  toute  quantité  divisée  par  elle-même 

• ’ “*  p*' 

est  i ; «lonc  *—=•!;  donc  aussi  l’on  a a"  = i . 


Le  symbole  a°  n’est,  nops  le  fépetoqS',  employé  , pas  convenu 
lion  , «pte  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d’ftnc  lettre  qui 
entrait  dans  l’énoncé \l-fune  question  , mais  qui  doit  «jisparaître  par 
l'effet  d’une  «livision;  et  il  est  souvent  necessaire  dcconservercettc 
trace. 
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2i>.  Soit  à diviser  5l«'4’  -f-  ion*  — /fôa'b  — i5 b'  -+-  /yak', 
par  lyab  — 5a1  -f-  3yb'. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calculs,  on  peut  les  disposer 
ainsi  : 

Slfl'ôM-  ioa*  — 4 8a36  — i5f>'  -h  ^ab‘  ) !yab — 5a1 -+-3A’ 
-4-  Sfl’è  — lO<l‘  -4*  Ôfl’è1  ] — 2 a'  -4-8 ah — 5 b' 

S’ja’b1 — 4°o’é — 1 5b*  -4-  lyab' 

— 3aflIfc,-4-4oflJfr — l./yab* 
aôa’i1 — 15  b'  — 20  ab' 

-4-  20 ab*  — 25u,6,-4-  i5 b' 

. ' o 

Le  but  de  cette  opération  est , connue  nous  l’avons  déjà  dit 
(n®  22),  tic  trouver  un  troisième  polynôme  t/ai  , multiplié  par  le 
second,  reproduise  le  premier. 

Il  résulte  de  rette  définition*et  de  la  règle  établie  (n®  17)  pour  la 
multiplication  des  polynômes,  que  le  dividende  est  l'assemblage, 
par  addition  et  après  réduction,  des  produits, partiels  de  chacun 
des  termes  du  diviseur,  multipliés  par  chacun  des  termes  du  quo- 
tient cherché.  Cela  posé , si  l’on  pouvait  découvrir  dans  le  divi- 
dende, un  terme  qui  provînt,  scyns  réduction  , de  la  multiplication 
de  l’un  des  termes  du  diviseur  par  l'un  des  termes  du  quotient , 
alors,  en  divisant  Pun-panc  l’autre  ces  deux  termes  du  dividende 

et  du  diviseur,  on  serait  sûr  d’obfenir  urf  ternie  du  quotient 

, * ^ » 

cherché. 

Or,  d’après  la  troisième  remarque  du  n®  18,  le  terme  ion'  af- 
fecté du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a,  provient  saplréduction, 
de  la  multiplication  des  deux  fermés  dii  diviseur  et  dn  quotient, 
affectés  respectivement  dtuplus  hjmt  exposant  de  la  même  lettre. 
Donc , en  divisant  le  terme  toa*  par  le  terme  — 5 a-  du  diviseur , 
on  sera  certain  d’avoir  un  terme  du  quotient  cherché.  Mais  il  se 
présente  ici  une  difficulté , c’est  de  déterminer  le  signe  dont  le 
terme  du  quotient  doit  être  affecté.  Pour  ne  pas  être  arrêté  dore- 
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navant  à ce  sujet , nous  allons  établir  une  règle  qui  sera  la  règle 
îles  signes  de  la  division. 

Comme,  dans  la  multiplication  , le  produit  de  deux  termes  de 
même  signe  est  affecte  du  signe  4r , et  que  le  produit  de  deux 
termes  de  signes- contraires_  est  affecté  du  signe  — , on  peut  con- 
clure : i° — que,  siletèrjne  du  dividende  ale  signe  4-,  et  celui  du 
diviseur  le  signe  -+-  ,•  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  4-  ; 
2° — que  si  le  terme-dû  dividende  a le  sigpe  4-  et  le  terme  du  divi- 
seur le  signe  — , le  terme  dit  quotient  doit  avoir  le  signe  — , parce 
qu’il  n’y  a que  le  signe  — qui , combiné  par  multiplication  avec 
le  signe  — du  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe  4- du  divi- 
dende; 3° — que  si  le  terrfie  du  dividende  a le  signe  — , et  le  terme 
du  diviseur  le  signe  -1-,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  — ; 4°  — en- 
fin, si  le  dividende  a le  signe  — et  le  diviseur  le  signe  — , le 

quotient  doit  avoir  le  signe  ' 

* , • * -, 

En  résumant , on  voit^que  cela  revient  à dire  : . 

Si. les  iliux  termes  du  dividende  et  du  diviseur  sont  de  même 
signe,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  ; et  s’ils  sont  affectés 
de  signes  conjèaires  ',  Jè  quotient  doit  être  affecté  du  signe  — . On  dit 
encore,  par  abréviation , 

• • • • , 

-t-  divisé  par  4- , et  — divisé  par  —,  donnent  4-  \ 

— divisé  par  !+- , et  4-  divisé  par  — , donnent  — . 

• * 

Revenons  à notre  objet. 

Dans  l’exemple  proposé  , i on'  et  ' — 5a'  étant  affectés  de  signes 
contraires,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe — ; d’ailleurs  i oa‘ 
divise  par.  5 a’  donnt  2a’.(n<>  29);  donc  — ?.a’  est  un  terme  du 
quotient  cherché.  Après  l’avoir  écrit  au-dessous  du  diviseur  , on 
multipliechacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme  , puis  on 
soustrait  le  produit  — 8 a\b  4-  ion1  — 6 a1  b7,  du  dividende,  ce 
qui  se  fait  en  écrivant  ce  produit,  avec  des  signes  contraires,  au- 
dessous  du  dividende  , et  en  opérant  la  réduction.  Il  vient  aussi 
pour  résultat  de  la  première  opération  partielle, 

57 a’é'  — 4oa'è  — i56‘  4-  /\ab*. 

Ce  résultat  se  compose  des  produits  partiels  de  chacun  des 


- • • 
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termes  du  diviseur  parcliacun  (les  termes  qui  restent  à déterminer 
au  quotient.  On  peut  donc  le  regarder  comme  un  nouveau  divi- 
dende, et  raisonner  sur  Ini  comme  sdr  le  dividende  propose.  On 
est  ainsi  conduit  à prendre , dans  ce  résultat , le  terme  — jon-i, 
affecte  du  plus  haut  exposant  de  a , et  à le  diviser  par-  le  même 
terme  — 5 a1  du  diviseur.  Or^  d’après  Ici  principes  précédents, 
— 400^  divisé  par  — 5a-’,  donne  pour  Quotient,  -4-8 ab,  nouveau 
terme  qu’on  écrit  à la  droite  du 'premier.  Multipliant  chacun  des 
termes  du  divisent'  par  ce  ternie , et  écrivant  les  produits  avec  des 
signes  contraires,  au-dessoifs  du  second  dividende , puis  faisant 

la  réduction , on  trouve  pour  résultat  de  13  seconde  operation , 

» 

> ♦ 

a5  a*  b1 — «5  /*’  — fo  alri\ 

■ ’ • . 

divisant  encore  25 a'b  par  — 5 tri,  on  a pour  quotient,  — 5 b%,  qui 
forme  le  troisième  terme  du  quotient.'  üjultipliant  le  diviseur  par 
ce  terme  , et  écrivant  les  termes  du  produit  ,■  avec  de»  «ignés  con- 
traires, au-dessous  du  troisième  dividende,  puis  faisant  la  réduc- 
tion, on  obtient  poui'*reStiltaJt,  o.’  LJonc — o.a’ri-'&ab — 5b-,  ou 
8n6 — 2 a7 — est  le  quotient  demandé;  ce  qu’ort'peut  d'ailleurs 
vérifier  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  polynôme  : le  produit 
effectue  doit  être  égal  au  dividende.  _ . 

En  reüéchissaitfsur  les  raisonnements  precedents , on  voit  que, 
comme,  dans  chaque  operation.partielle ,çn  est  obligé  de  recher 
cher  le  terme  du  dividende  affecte  du  plus  haut  exposant  de  l’une 
des  lettres,  et  de  le  diviser  par  le  termc'du  diviseur  affecte  du 
plus  haut  exposant  de  la  même  lettre,  on  éviterait  cette  recherche 
si  on  avait  le  soin  A' écrire  a priori  tes  termes  du  dividende  et  du 
diviseur,  de  manière  que  les  exposants  d'une  même  lettre,  allassent 
en  décroissant  de  gauche  à droite.  C'est  ce  qu’on  appelle  Ordonner 
le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  à une  même  lettre.  Au 
moyen  de  cette  préparation,  le  premier  terme  à gauche  du  divi- 
dende , et  le  premier  terme  à gauche  dit  diviseur , sont  toujours 
les  deux  termes  qu’il  faut  diviser  l’un  par  l’autre  pour  avoir  un 
des  termes  du  quotient;  et  il  en  est  de  même  dans  toutes  les 
opérations  suivantes,  parce  que  les  quotients  partiels  et  les 
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produits  du  diviseur  par  ces  quôtients  sont  continuellement  or- 
donnés. 

Voici  le  tableau  des  calculs  de  l’exemple  précédent,  après  que 
l’on  a ordonné  les  deux  polynômes  : • , 

i oa‘ — 48®*.^+“  5in,4’4-  4 (,b> — t5A*  1 — 5a7  -j-4a^  -+- 
— ioa‘-4-  8 a3b  ■+■  ) — a/r’ — 5 b- 

— 4oa'&  -+-  lsqa*b*  -H-  4<jA5 — 1 5b' 

H- 4o o'b — 3a a'b’1 — ?./\ub3  , < t 

-H*  iHa'b1  — 20  ah*  — i5b'  . t 

* . 

*—  25tf,£,-+-  2 oab*  *-f-  i5^f  , J ** 

! ; ; 

O.  i . , 

* * • • # 

» » 4>  t 

2G.  De  là  on  peut  conclure  là  |ègle  suivante  pour  diviser  deux 
polynômes  l’un  par  Ijaufre  : Après  avoir  ordonné  le  dividende ft  te 
diviseur  par  /rapport  à uné  mémo  let$ée , (livtscz  le  premier  terme  à 
gauche  du  dividende  par  le  prètnîe.r  tehqexi  gauche  du  diviseur,  vous 
obtenez  ainsi  le  premier  ternie  du  quotient;  multipliez  le  diviseur  par 
ee  terme,  et  retranchez  le  produit  dû  dividende,  proposé.  Divisez  en- 
suite le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur,  vous 
obtenez  ainsi  te  'Second  terme  du  quotient;  multipliez-le  diviseur  par  çc, 
second  terme,  et  retrahçkcz  le  produit  du  résultat  de  la  première  opé- 
ration. Continuez  ainsi  les  opérations , jusqu'à  ce  qu' enfin  vous  ob- 
teniez  pour  résultat,  o:  auquel  cas,  la  division  fcST  dite  exact*. 

Lorsque  le  premier  terme  du  dividende  ordonné  n’est  pas  exac- 
tement divisible  (n°  35)  pqr  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonné , c’est  un  signe  que  la  division  totale  est  impossible , c'est- 
à-dire  qu’il  n’y  a pas  de  polynôme  entier  qui , multiplié  par  le  di- 
viseur, puisse  reproduire-le  dividende.  Et,  en  général , on  recon- 
naît au  une  division  est  impossible,  lorsque  le  premier  terme  de  l’un 
des  dividendes  partiels  n’est  pat  divisible  par  le  premier  terme  du 
diviseur. 

27.  Nous  remarquerons,  en  passant , que, s’il  y a quelque  ana- 
logie entre  la  division  arithmétique  et  la  division  algébrique , par 
rapport  à la  manière  dont  les  calculs  sont  disposés  et  effectués, 
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elles  ont  entre  elles  eette  différence  essentielle,  que,  dans  la  divi- 
sion arithmétique,  les  chiffres  du  quotient  s'obtiennent  par  tâton- 
nement , tandis  que , dans  la  division  algébrique , le  quotient  que 
l'n’tf'obtient  en  divisant  le  premier  terme  d'un  dividende  partiel 
par  le  premier  terme  du  diviseur,  est  toujours  un  des  termes  du 
quotient  cherche.  Si  cette  division  partielle  ne  peyt  s’effectuer,  on 
doit  conclure  tant  de  suite  que  la  division  totale  est  impossible. 
Sous  ce  rapport , la  division  algébrique  est  plus  simple  que  la  di- 
vision arithmétique. 

En  outré , rién  n'ee  pécherait  de'  commencer  liope ration  par 
la  Ile,  au  lteu  de  la^commçncer  paHa  gauche , puisque,  alors, 
cesserait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposants 
de  la  lettre  paày  rapport  à laquelle  on  a ordonné.  Dans  la  division 
arithmétique , on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu’en  commençant 
par  la  gauche. 

Eçfin , telle  est  k’ indépendance  des  operations  partielles  que 
comporte  le  procède  , "qu'apre»  avoir  sonstrait  du  dividende  total 
le  prodüjt  du  diviseiuppar  le'prediréb  terme  trouve  au  quotient, 
soustraction  indispensable,' '«h  peut,  a la  seconde  opération  , divi- 
ser l'un  par  l’autre  les  deux  ternes  du  nouveau  dividende  et  du 
diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  d’une  lettre  différente  de 
celle  que  l'on  avait  considérée  d’abord;  et,  l’on  obtiendra  encore 
un  des  termes  du  quotient,  qui  restent  à dçtèrminer.  Si  l’on  con- 
serve la  même  lettre  r c’est  parce  qu'il  n’y  a pas  de  raison  pour 
en  changer,  et  que  tes  deux  polynômes  étant  déjà  ordonnés  par  rap- 
port à la  première  lettre,  les  premiers  termes  à gauche  dans  le  di- 
vidende et  le  diviseur  sont  propres  à .donner  up  terme  du  quo- 
tient, tandis  que,  si  l’on  changeait  de  lettre,  il  faudrait  chercher 
de  nouveau  les  termes  affectes  du  plus  haut  exposant  de  cette 
lettre.  * ' 

•Second  exemple. 


20.  Diviser  7\.e'  y;  aSx’j*  -f-  68-ry-*  — 40/1  — 5(1  r" — i Rr  ' y 

par 


5 y1  — 8x;  — 6xy. 
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\ oici  le  tableau  des  calculs,  en  ordonnant  par  rapport  à y : 

- 4o/'  4-  68x  >-*  -f-  a5xV  -(-  a ,x^’  — , 8x'r  — %r*  i 5r’ — 6xr  — 8x- 

+ 4°.ri  — 4&zt1  — 64-^  j 


I"  reste . . f.oyr*  — 3 gr’/  -+-  2 ix1/’  — iSx'y  — S&ri 
— ?.o-rr’  -|-  a^xV  -H  32xy’ 


8/1  4-  4-çr1  — 3xy  -t-  •jx1 

- ' % 


2' reste — t5xy  4-  53x>y’  — ,8^r  — 56o^ 

-f-  1 5xy  — 1 Sx^1  — 24  Jt'y 

3*  reste 4-  35xy  — 42^^  — 5(j*» 

— 3&ey-4-4xr»jr  + 56# 

reste  final o 

Comme  il  importe  aux  commençants  de  se  familiariser  avec  les 
opérations  algébriques,  et  surtout  de  calculer  promptement,  nous 
allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple,  en  indiquant  les 
simplifications  qu’il  est  à propos  d’introduire. 

Klles  consistent , comme  en  Arithmétique,  à soustraire  du  di- 
vidende chaque  produit  partiel , immédiatement  après  avoir  formé 
ce  produit. 

- 68x/*  + 25jy  -+-  aixy  — i8xy  — s&r1 


— 4qr* 


— — - - - . ) 5.x-5  — 6ay  — 8x' 

reste..  -H  2OJy>  - 3yy  4-  2 ■ xy - i8xy-56x*  \ ~gp  + 4^- 3x'y+1x> 

2*  reste...  — i5x^ -4-53x^’— i8x*r  — 56x^ 

3' reste H-  35x^’  — fa' y — 56x‘ 

restç  final o 

Si  1 on  divise  d’abord  — 4°/‘  par  5yJ,  il  vient  pour  quotient 

— 8)4  Multipliant  5r3  par  — 8r\  on  a — 4o/J,  qui , changé  de 
signe , donne  -+-  4°r*;  et  ce  terme  détruit  le  premier  terme  du 
dividende. 

De  même , 6x^  X — 8y'  donne  -f- , et  pour  la  soustraction, 

4&r^ , qui,  réduit  avec  4-  68xx‘,  donne  pour  reste  -4-  zoxy*. 

Enfin  , 8x’  X — donne  4-  , e^  pour  la  soustraction , 

— 64x^  qui,  réduit  avec  4-  a5*y,  donne  — 3gx'y>.  Le  résul- 
tat  delà  première  opération  est  donc  4-  oo.ry'  — 3 g x1  y*  suivi  des 
autres  termes  du  dividende  qui  n’ont  pas  été  réduits  avec  les  pro- 
duits partiels  déjà  obtenus. 

Alg.  B.,  9*  ëd.  3 


4 „ 
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On  opère  sur  le  nouveau  dividende  comme  on  a opéré  sur  le 
dividende  primitif;  et  ainsi  de  suite. 

Troisième  exemple. 

Soit  à diviser  gSi*  — ’jZn'‘  4-  56(7*  — 25  — 5qa' 
par  — 3a1  -4-  5 — i inr  4-  •ja\ 

56a‘  — 5gaJ  — jZa*  4-  g5a  — 2.5  ( 7a5  — 3a1 — 1 ta  4-5 

l'r  reste.  . — 35aJ  4-  i5aJ  4-  55 a — 25  > 8a  — 5 

% '*  ----- 

2e  reste  . . o 


20.  Il  peut  arriver  que  l'un  des  polynômes  proposés,  ou  tous 
les  deux,  renferment  plusieurs  termes  affectés  d’une  même  puis- 
sance de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  veut  ordonner. 

Comment  doit-on , dans  ce  ras , disposer  les  polynômes  et  effec- 
tuer la  division  ? 

Soit  à diviser 

1 1 n‘b  — tgu6c  -I-  100'  — t5aV  4-  Zab-  4-  156c1  — 5 b’c 


par 


5n! 


3a  6 — 56c. 


On  remarque  que  les  deux  termes  1 1 n’ô  — 

mis  sous  la  forme 

. ’ . _ , — 116 

( \ 1 6 — 1 5c)  0%  ou  r 


1 5 aV  peuvent  être 


en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a‘,  et  plaçant  à gauche, 
dans  une  même  eolonne  verticale , l’ensemble  des  quantités  qui 
multiplient  cette  puissance  ; ce  polynôme  multiplicateur  s’appelle 
alors , par  extension  (n°2  ),  le  coefficient  de  a’. 

[Cette  seconde  manière  de  réunir  les  termes  affectés  d’une  même 
puissance  est  préférable  la  première,  sous  deux  rapports  : 
i°  parce  que,  s’il  y a beaucoup  de  termes  dans  le  dividende  et  le 
diviseur  , on  a de  la  peine  à les  faire  tous  tenir  sur  une  même  li- 
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gne  horizon  talc;  2»  parce  que,  comme  le  coefficient  de  chaque 
puissance  doit  être  lui-même  ordonné  par  rapport  à une  seconde 
lettre,  on  est  obligé,  si  le  premier  terme  est  soustractif,  de  faire 
éprouver  aux  termes  une  modification  qui  peut  induire  en  erreur 
lorsqu’on  emploie  la  première  manière.  Soit,  par  exemple,  l’ex- 
pression - l5é’a’-t-7écai_8c’a’;  ,a  modification  consiste  à 
mettre  cette  expression  sous  la  forme 


'J (,5i’  — 7 bc  4-  &■’)  a1 (n“  »»); 


au  lieu  que  par  la  seconde  , on  l’écrit  ainsi  : 


— i5A> 

4-  7 bc 

— 8c’ 

et  de  cette  manière,  on  a l’avantage  de  conserver  à chaque  terme 
le  signe  dont  il  était  d’abord  affecté.] 


Pareillement,  — 1 gabc  4-  3a b1  s’écrira  -t-  3bJ 

— 19ÉC 


Cela  posé,  voici  comment  on  effectuera  l’opération  : 


ion*  -+-  1 \b  I a’  ■+■  3 b1 

— 1 5c  I — 1 gbr 


a — 5b’c  4-  1 5éc»)  5a»-t-  Ma  — 5 bc 
>20  4-  b — 3c 


1"  reste.  -+-  5b 
— 1 5c 


’ 4-  3A’ 
— 9bc 


a — 5A’c  4- 1 5 br: 


2*  reste.  . 


Divisant  d abord  ioa-  par  5a1,  on  a 2 a pour  quotient. 

Multipliant  le  diviseur  par  2a  et  retranchant  le  produit,  on  ob- 
tient un  premier  reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  a'  dans  ce 
reste,  par  5 a\  on  a pour  quotient  b — 3c.  Multipliant  successive- 
ment chaque  parue  du  diviseur  par  b — 3c,  et  retranchant  chaque 
produit , on  trouve  pour  résultat  o.  Donc  2a  4-  b — 3c  est  le  quo- 
tient demandé. 

Pour  nous  rendre  compte  d’une  manière  générale  du  cas  pre- 
cedent, qui  est  le  plus  complique  de  la  division  , désignons  le  di- 

3. 


, t 

Jtfu- 
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vidende  par  A a*  -+-  Ba!  -+•  Or  + D«  + E,  et  le  diviseur  par 
AV  -+-  B’a  -+-  C'. 

[C’est  un  usage  en  Algèbre , lorsqu'il  doit  entrer  dans  une  ques- 
tion un  grand  nombre  de  quantités,  d’en  désigner  d’abord  un  cer- 
tain nombre  par  des  lettres  différentes  ; et , pour  ne  pas  trop  mul- 
tiplier le  nombre  de  lettres , de  designer  les  autres  par  les  mêmes 
lettres  accentuées.  Les  accents'. se  prononcent  prime  , 
seconde , tierce.] 

Dans  ces  deux  polynômes  , chacun  des  coefficients  A , B , C , 
D,  E,  A',  B',  C',  désigne  l’assemblage  de  plusieurs  termes.  Ainsi, 
An*  représente  toute  la  partie  du  dividende  affectée  de  a1,  et  ainsi 
des  autres.  Cela  posé  , puisque  le  plus  haut  exposant  de  a est  4 
dans  le  dividende  et  2 dans  le  diviseur,  il  doit  aussi  être  égal  à 2 
dans  le  quotient,  qui  est  alors  de  la  forme  A "a1  -t-  B"a  -+-  C". 
Pour  déterminer  la  partie  de  ce  quotient  affectée  de  la  plus  haute 
puissance,  on  remarque  que  le  produit  des  deux  parties  AV 
et  A "o1,  ne  peut  éprouver  aucune  réduction  avec  les  autres  par- 
ties du  produit  total , et  par  conséquent  doit  être  égal  à la  partie 
Aa*  du  dividende,  affectée  de  la  plus  haute  puissance.  Donc  ré- 
ciproquement, si  l’on  divise  A a'  par  AV,  on  doit  avoir  la  par- 
tie A'V  du  quotient  ; cela  revient  à diviser  A par  A',  puisque 
a*  divisé  par  a 7 donne  a7.  Si  A et  A'  sont  eux-mêmes  des  polynô- 
mes composés  d’une  ou  de  plusieurs  lettres,  on  agit  sur  eux  ainsi 
qu’il  a été  dit  précédemment , ce  qui  exige  qu’on  ordonne  d’abord 
les  deux  polynômes  par  rapport  à l’une  des  lettres  qui  y entrent. 
Voilà  pourquoi  nous  avons  dit  plus  haut  qu’en  écrivant  les  termes 
affectés  d’une  même  puissance  dans  une  colonne , il  faut  avoir  soin 
de  les  ordonner  par  rapport  à une  seconde  lettre  ; on  les  ordonne- 
rait même  par  rapport  à une  troisième  lettre,  si  plusieurs  termes 
d’une  colonne  renfermaient  un  même  exposant  de  la  seconde 
lettre. 

La  partie  A'V  étant  obtenue,  on  multiplie  chacune  des  parties 
du  diviseur  par  A "a7,  et  l’on  retranche  au  fur  et  à mesure  les  pro- 
duits partiels  qu’on  obtient , ce  qui  donne  un  premier  reste  sur  le- 
quel on  opère  comme  sur  le  dividende  propose. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nous  occupe.  (On  a 
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eu  soin  d’y  joindre  les  divisions  partielles  que  nécessite  l’operation 
principale.) 


1°..  I 2 6’ 

a*  4-  236’ 

a3  4-  106' 

a \ 36 

a 4-  26’ 

— 296c 

— 3i63c 

— ôôV3 

f — 5c 

4-  i5c3 

— 96^ 

( 

a3  -1-  563|  a 

4-  15c1 

J — 3c 

— 3c>| 

4-  i563 

a3  4-  106' 

a 

— 2 563c 

— 663c3 

— 96c3 

Z J 

4-  15c3 

Première  division  partielle. 


12A’—  396c  + i5c>  J 36  — 5r 
— 96c  4-  1 5c’  ) 4 b — 3c 


Deuxième  division  partielle. 
t563  — 2563c  — 9 bc'  4-  iSc1  > 3b  ~ 5c 


— 90c-  idc  j ib  — 5c 

— 96c3  -4-  i5c*  ) 56" — 3c1 


a*  — 7*’ 

-4- 


20 


a1  — 361 
-I-  22 b' 
~3i  b 
4-  5 


a * -4-  463 

— q63 

4-56 

— 5 


a-\-b'  — 26  ^ 36|o4-63 — 
—5 


a6 


j 2a1  — 36  I a'  4- 

+4  1 - 


46 

I 


— g£a 
4-  27a 
20 


• /‘V 


4-  ia63 
— 236 
4-  5 


"j  v * .•  11.  fi  , , 

I 

< V*  Sr. I 

’ t ‘ 

* *’  J' 


4-36  la  4-  61  — 26 
-5  I 


iü 
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nivisiox 


Première  division  partielle. 


Or 

1 

C 

36  — 5 

° 1 

2 

* 

Deuxième  division  partielle. 

— g b'  -4-2  ’jb  -f  u j 3 b — 5 

-4-  12*  — 20  ) — 3/>  -+•  4 

O 

Troisième  division  partielle. 

12*'  — 23*  -4-  5 ( 3*  — 5 

— 3*  -4-  5 >4*  — i 

O 

Quatrième  division  partielle. 

3b—  5 j 3b  — 5 

30.  11  existe  un  autre  cas  assez  important  dans  la  division  algé- 
brique : c'est  celui  où  te  polynôme  dividende  contient  une  ou  plu- 
sieurs lettres  que  ne  renferme  pas  te  diviseur.  Ou  pourrait  ordonner 
les  deux  polynômes  par  rapport  à l'une  des  lettres  communes,  et 
faire  la  division  comme  à l’ordinaire.  Mais  il  y a un  moyen  beau- 
coup plus  simple  d’obtenir  le  quotient.  ( 

Supposons,  par  exemple,  que  le  dividende  contienne  diverses 
puissances  de  la  lettre  a,  et  que  cette  lettre  n’entre  pas  dans  le 
diviseur  (on  dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  de  a).  En  or- 
donnant le  dividende  par  rapport  à a,  on  peut  le  mettre  sous  la 
forme  A a1  -4-  B<?’  -4-  C «’  -4-  D a -4-  E , 4 étant  supposé  le  plus  haut 
exposant  de  a dans  ?e  polynôme;  A,  B , C , D , E , sont  des  monô- 
mes ou  polynômes  qui  ne  renferment  pas  a.  Soit  d’ailleurs  M le 
polynôme  diviseur , indépendant  de  a. 

Cela  posé,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit 
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reproduire  le  dividende  , et  que  le  diviseur  M ne  eoiftient  pas  a,  il 
est  clair  que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  affecté  des  mêmes 
puissances  de  la  lettre  a,  que  celles  qui  se  trouvent  dans  le  divi- 
dende. Ainsi  ce  quotient  est  nécessairement  de  la  forme 

AV  -h  BV  4-  C'a’  4-  D'n  -+-  E'. 

Or , si  l’on  conçoit  que  ce  quotient  soit  trouvé , et  qu'on  ait  mul» 
tiplié  successivement  le  diviseur  tout  entier  par  chacune  des  par- 
ties A V,  BV,  C'a1,...,  les  produits  seront  A'MV,  B' Mo1, 
C'Mo\ . . . ; et,  comme  ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  aucune 
réduction , puisque  la  lettre  ordonnatrice  y est  affectée  d’un  ex- 
posant différent , ils  doivent  être  respectivement  égaux  aux  termes 
AV,  BV,  CV,...,  du  dividende. 

Ainsi  l’on  a 

A'  M = A,  d’où  A'  = A : M, 

B'M  = B,  d’où  B'  = B : M, 

B'M  — C,  d’où  C'  = C : M, 

et  ainsi  de  suite  ; d'où  l’on  déduit  cette  proposition  generale  : 

Pour  qu’un  polynôme  ordonné  par  rapport  à une  certaine 
lettre,  soit  exactement  divisible  par  un  polynôme  ixiiépekdsjit  de 
cette  lettre,  il  faut  que  chacun  des  coefficients  des  diverses  puissan- 
ces du  premier  polynôme  soit  exactement  divisible  par  le  second. 
Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  dans  le  quotient, 
ne  sont  autre  chose  que  les  quotients  successifs  de  ta  division  des 
coefficients  du  polynôme  dividende  par  te  polynôme  diviseur. 

Soit  à diviser  le  polynôme 

3 n2bù  — 3 abc'  — îiV  ■+-  b*  — ia‘bc‘  -+-  Sab‘c  — a1c1-t-4c‘-+-a541c 
par  b ’ — c*. 

Le  dividende  ordonne  par  rapport  à a peut  être  mis  soils  la 
forme  (3 A34-45c — 34c5 — c3)  o’-t-  (34Jc — 34c1)  a -+-41 — a41e,-t-4c* ; 
effectuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par 

3A3-f-  b'c—  34c' — c 34'c  — 34c:  b‘ — a4*eH-4c‘ 

"A"5  — c1  '•  A — c'  ! 4'— c2  ~ ’ 
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on  trouve  pour  quotients  36-t-c,  36c,  f>3 — bc'  ; ainsi  l’on  a pour 
le  quotient  total  (36  4-  c)  a1  4-  3 bca  4-6*  — bc\ 

Les  deux  derniers  quotients  36c  et  61 — 6c 1 peuvent  s'obtenir 
plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire , si  l'on  observe  : 
i°  que  36’c — 36c1  équivaut  (n°  81)  à 36c  (65  — c*);  2°  que 
6*  — a6Jc’  4-  6c*  équivaut  à 6 (6‘  — 26V  4-  c1),  ou  6 (61  — c1)* 
(n°  19). 

Nous  observerons , à ce  sujet , que , s’il  existe  des  règles  géné- 
rales pour  effectuer  toutes  les  opérations , ces  règles  peuvent  sou- 
vent être  simplifiées;  et  il  ne  faut  jamais  négliger  d’employer  ces 
simplifications  lorsque  l’occasion  S’en  présente.  On  ne  s’en  con- 
forme que  mieux  à l’esprit  du  langage  algébrique. 

31.  Parmi  les  différents  exemples  de  division  algébrique,  il  en 
est  un  remarquable  par  ses  applications,  et  tellement  fréquent 
dans  la  résolution  des  questions , que  les  algébristes  en  ont  fait 
une  espèce  de  théorème.  On  a vu  (n°*  8 et  19)  que  (a  4-  6)  (a  — 6) 
donne  pour  produit  a' — 61;  donc , réciproquement,  a1 — 6*  divisé 
par  a — 6,  donne  a4-6  pour  quotient. 

En  divisant  également  a1 — 61  par  a — 6,  on  trouve  un  quotient 
exact  et  égal  à a34-<*64-6’. 

De  même , a'  — 6'  divisé  par  a — 6 , donne  pour  quotient 
a3  4-  o*6  4-  ab3  4-  6*. 

Ce  sont  des  résultats  qu’on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé 
ordinaire  de  la  division  ; et  l'analogie  porte  à conclure  que , si 
grand  que  soit  l’exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  a et  6,  la  di- 
vision se  fait  encore  exactement  ; mais  l’analogie  n’équivaut  pas  à 
une  certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  cette  certitude,  désignons 
par  m l’exposant , et  essayons  la  division  de  a"  — 6"  par  a — 6. 


a ■ — 6" 

) a — 6 

Ier  reste. . . . 

. . 4 -am~'  6 — 6" 

J “*7 

ou  bien  6 (a"-1 — 6“”'). 

Divisant  d’abord  am  par  a,  on  a pour  quotient  am~',  d’après  la 
règle  des  exposants  (n°  2S).  Le  produit  de  a — 6 par  a"-1  étant 
soustrait  du  dividende,  on  a pour  premier  reste  «*“'6 — 6”,  ex- 
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pression  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme  b(am~‘ — b“~').  D’où  l'on 
voit  que , si  l’on  suppose  a*-1 — é*-1  divisible  exactement  par 
a — b , il  en  est  de  même  de  am — b " ; ce  qui  veut  dire  que , si  la 
différence  des  puissances  semblables  d’un  certain  degré  de  deux 
quantités,  est  divisible  exactement  par  la  différence  de  ces  mêmes 
quantités , la  différence  des  puissances  d’un  degré  plus  grand  d’une 
. , .....  o?  — b* 

unité  est  aussi  divisible.  Or  j-  donne  un  quotient  exact  et 

égal  à a 4-  b ; donc  ^ ~ donne  un  quotient  exact  et  égal  à 


a'  4- 


ou  «’  b (a  4-  b),  ou  bien  encore  a’  4-  ab  -f-  b1. 

(ûl  — * Ô4)  k 

Pareillement  v— — - — d donne  un  quotient  exact  et  égal  à 
(g1  — — 6J) 

a*-+-b  ——~Çi  011  a*-h  b^-t-ab-h-b1),  ou 

. , a«—  b*  , • . 

et  en  general , -ç  donne  un  quotient  exact  et  égal  à 


4-  a"-1  b 4-  a"-3*3  4-. ... . .4-  abm~‘  4-  A"-1. 

N.  B.  Ce  quotient  suit  une  loi  facile  à retenir  : 

i°.  L’exposant  de  la  lettre  a est  égal  km  — i dans  le  pre- 
mier terme,  et  diminue  ensuite  d’une  unité  d’un  terme  à l’autre, 
jusqu’au  dernier  où  il  est  nul; 

L’exposant  de  b est  nul  dans  le  premier  terme , et  aug- 
mente d’une  unité  d’un  terme  à l’autre  jusqu’au  dernier,  où  il  est 
égal  km  — i . 

3°.  Le  degré  de  chaque  terme  est  égal  à m — i ; 

4°-  Le  nombre  total  des  termes  de  ce  quotient  est  égal  à m. 

On  peut  vérifier  à posteriori  l’exactitude  de  la  proposition , en 
effectuant  la  multiplication  indiquéç  ainsi  : 

(a"-1  _p.  ««-V;  4-  o»-3i>  4- 4-  ab--’  4-  A"-1)  (a  — b). 
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On  reconnaît  que  les  produits  partiels  a"  et  — bm  sont  les  seuls 
qui  ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple , en  mul- 
tipliant am~,b  para,  on  trouve  pour  produit  a”-1  A ; mais  si  l’on 
multiplie  a*-'  par  — b,  il  vient  pour  produit  — «"""'A,  terme  qui 
détruit  le  precedent.  Il  en  est  de  même  des  autres  termes. 

Nous  engageons  les  commençants  à réfléchir  sur  le  moyen  de 
démonstration  précédent , qui  est  assez  souvent  employé  en 
Algèbre. 

32.  Nous  avons  établi  (n°*  23,  26)  les  caractères  principaux 
auxquels  on  reconnaît  qu'une  division  de  quantités  monômes  ou 
polynômes  n’est  pas  exacte  ; ce  qui  veut  dire  qu’il  n’existe  pas  de 
troisième  quantité  algébrique  entière  qui , multipliée  par  la  se- 
conde , reproduise  la  première. 

Nous  ajouterons  , quant  aux  polynômes , que  souvent  on  recon- 
naît, à leur  inspection  seule  , qu’ils  ne  peuvent  être  divisibles  l’un 
par  l’autre.  Lorsque  res  polynômes  renferment  deux  ou  plusieurs 
lettres,  il  faut,  avant  d’ordonner  par  rapport  à l’une  d’elles  en 
particulier  , jeter  un  coup  d’œil  sur  les  deux  termes  du  dividende 
et  du  diviseur,  affectes  respecti veinent  du  plus,  haut  exposant  de 
chacune  des  lettres.  Si,  pour  une  de  ces  lettres,  les  termes  du  plus 
haut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l’un  par  l’autre,  on  peut  con- 
clure que  la  division  totale  est  impossible.  Cette  remarque  doit 
se  répéter  dans  chacune  des. opérations  que  comporte  le  procédé. 

Soit,  par  exemple,  t ?.(i‘  — ,5a' b -+-  70  A!  — nAJ  à diviser  par 
■[«’  — 8 ab  -I-  3 b . Si  l'on  a egard  à la  lettre  a , la  division  parait 
possible;  mais  eu  egard  h la  lettre  b,  la  division  est  impossible, 
puisque  — i i A’  «l’est  pas  divisible  par  3 A’.  ■ 

Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 
i“.  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre 
polynôme  renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  divi- 
dende; car  il  est  impossible  qu’une  troisième  quantité  entière, 
multipliée  par  une  seconde  dépendant  d’une  lettre , donne  un 
produit  indépendant  de  cette  lettre. 

a®.  1 n monôme  n’est  jamais  divisible  par  un  polynôme,  parce 
que  (n"  IB)  tout  polynôme  multiplie  par  un  antre  donne  au  pro- 
duit au  moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 
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3".  Un  polynôme  ne  peut  être  divisible  par  un  monôme  <pf au- 
tant que  celui-ci  divise  exactement  chacun  des  termes  du  divi- 
dende; et  le  quotient  s’obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur 
commun  à tous  les  termes. 


§ II.  Des  fractions  algébriques  ou  littérales . 


Du  plus  grand  commun  diviseur. 


55.  l.es  fractions  algébriques  doivent  offrir  à l'esprit  la  même 

acception  que  les  fractions  arithmétiques , telles  que  - , — 

4 i? 

c’est-à-dire  qu’il  faut  concevoir  qu’on  ait  divisé  l’unité  en  autant 
de  |>arties  égalés  qu’il  v a d’unités  dans  le  dénominateur  (le  déno- 
minateur |M»uvant  d’ailleurs  être  un  monôme  ou  un  polynôme),  et 
qu’on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de  fois  qu’il  v a d’unites 
dans  le  numérateur.  Dès  lors  l'addition , la  soustraction , la  multi- 
plication et  la  division  doivent  s'effectuer  suivant  les  règles  établies 
en  Arithmétique  pour  le  calcul  des  fractions.  Toutefois  , ou  doit 
se  conformer  , dans  les  applications  de  ces  règles , aux  procèdes 
indiques  précédemment  pour  le  calcul  des  quantités  algébriques 
entières,  monômes  ou  polynômes.  Ainsi  il  serait  superflu  de  s'v 
arrêter;  nous  aurons,  par  la  suite  , assez  d’occasions  de  nous  fami- 
liariser avec  ces  réglés.  ' ^ « 

La  réduction  des  fractions  algébriques  à leur  plus  simple  expres- 
sion mérite  neanmoins  quelques  développements  particuliers. 

Lorsqu'une  division  de  quantités  monômes  ne  peut  s’effectuer 
exactement , on  l'indique  à l’aide  du  signe  connu;  et,  dans  ce  cas, 
le  quotient  se  présenté  sous  la  forme  d’une  fraction  que  nous  avons 
déjà  appris  à simplifier  (n°  25).  Quant  aux  expressions  fraction- 
naires polvnômes,  voici  quelques  cas  dans  lesquels  il  est  aise  de 
les  réduire  : 

u1 — b' 

Soit  , pour  premier  exemple,  l’expression — — — . 

’ 1 ' a • — f.nb  b‘ 

On  remarque  que  cette  fraction  peut  pi"  19)  être  mise  sous  la 
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(a-^-b)(q — b)  . , . 

forme  -,  — - ,-r — “ ; supprimant  le  facteur  a — 6 

(«—*)*  - . 


commun  aux 


deux  termes,  on  obtient  pour  résultat. . . 


à-y-b 
a — b' 


„ . „ . 5a‘ — ioa'b-y-5ab7 

Soit  encore  1 expression 3 = — ; . 

8a3 — o a' b 


Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 


5a  (a3 — 2 ab-y-b2) 
8a3  (a— b)  ’ 


ou  bien 


5a  (a — b)2 
8a3  (a — b ) ’ 


supprimant  le  facteur  commun  a (a — b) , on  trouve  pour  resul- 
5 (a — b) 


tat. 


8a 


Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d’examiner  sont  ceux  où 
les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le  produit 
de  la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités,  dans  le  carré  de 
la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  quantités;  et  l’habitude  du 
calcul  apprend  à opérer  ces  décompositions  lorsqu’elles  sont  pos- 
sibles. 

Mais  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  polynômes 
plus  compliqués;  et  alors , leur  décomposition  en  facteurs  n’étant 
plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recours  au  procédé  du  plus  grand 
commun  diviseur. 

Cette  théorie,  iît  tintement  liée  à celle  des  équations,  ne  laisse  pas 
que  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  intention  est-ellè 
de  n’en  donner  ici  qu’une  partie  , sauf  à y revenir  plus  loin  , et 
lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux  nécessaires  pour  l’établir 
d’une  manière  complète  (*). 


(*)  Les- commençants  peuvent  mime,  à la  rigueur,  se  dispenser  pour  le 
moment  de  voir  cette  théorie  qui  nous  sera  fort  peu  utile  arsnt  le  sep- 
tième chapitre. 
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Théorie  élémentaire  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique. 

54.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est  le 
polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  coeffi- 
cients, qui  divise  exactement  les  deux  polynômes  proposes. 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  diviseur  est 
que,  si  l’on  divise  les  deux  polynômes  proposés  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  les  quotients  qui  en  résultent  sont  pre- 
miers entre  eux , c’est-à-dire  ne  renferment  plus  aucun  facteur 
commun. 

Celte  proposition  est  évidente  d’après  la  définition. 

35.  On  a vu  en  Arithmétique  : 

i°.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  en- 
tiers contient  comme  facteurs  tous  les  diviseurs  particuliers  com,- 
muns  aux  deux  nombres,  et  ne  peut  pas  renfermer  d'autres  fac- 
teurs; 

2°.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  en- 
tiers est  te  meme  que  celui  qui  existe  entre  te  plus  petit  nombre  et  le 
reste  de  leur  division. 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  repose 
egalement  sur  ces  deux  principes  , pour  la  démonstration  desquels 
nous  renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis,  supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  de  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a'  — a'b  -+-  3 ab1  — 3 b1  et  a’  — 5 ab  -+-  4 b'. 

Voici  d'abord  le  tableau  des  calculs  : 

Première  opération. 

a J — a'b  -+-  3ab 1 — 3 b'  t n1 — 5ab  ■+■  t\b' 

-t-4 u'b—  ab 1 — ZF'  ' (1+44 

-(-  1906’  — 19  b' 

ou  bien,  -+- i9*>  (fl  — ô). 
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Dt  ujcirmr  upératiun . 

a1  — 5 ab  -+-  4i>  \ a — b 
— 4 ab  -+-  4 b1  ) a — 4b 
o 

Donc  a — b est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Commençons  par  diviser  le  polynôme  du  plus  haut  degre  par 
le  polynôme  du  plus  faible  degre;  le  quotient  est,  comme  on  le 
voit  dans  le  tableau  ci-dessus  , a -4-  40  ; et  l’on  obtient  pour  reste 
ign  b‘  — igô5. 

Il  resuite  du  second  principe,  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherche  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste  et  le 
polynôme  qui  a servi  de  diviseur. 

• Mais  ic yab’’ — 1 gé'  pouvant  être  admis  sous  la  forme  1 gô!(fl — b), 
on  voit  que  le  facteur  igô1  divise  ce  reste  sans  diviser  .... 
«’ — 5a b -f-  4/11;  donc,  en  vertu  du  premier  principe,  ce  fac- 
teur ne  peut  entrer  dans  le  plus  grand  commun  diviseur  ; ce 
qui  veut  diêc  que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
quantités  u' — 5ab  4- 4 b3,  U)b’ (a — b),  et  par  conséquent  en- 
tre les  deux  quantités  proposées , est  le  même  que  celui  qui 
existe  entre  a ’ — 5ab  -f-4ô’  et  a — /;.  Ainsi  l'on  peut,  sans  in- 
convénient , supprimer  le  facteur  igô’;  et  la  question  est  rame- 
née à chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  a2 — 5ab-\-b' 
et  a — b. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polynômes  par 
le  second,  on  a pour  quotient  exact,  a — 4^>  donc  a — b 
est  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  par  conséquent,  c’est 
aussi  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes  pro- 
posés. 

Reprenons  le  même  exemple , en  ordonnant  les  deux  polynô- 
mes par  rapport  à b. 

— 3 b:‘  -Ç-  3 ab‘  — a'b  -f-  a*  et  4^’  — 5 ab  -f-  a‘. 
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Première  opération. 

— lîi1  -f-  12 ab1  — 4 rt’6  -+-  4fl'  l 4*’  — 5a6  -f-  n’ 

— 3 ab1  — a'6  -f-  ‘ 4a'  — 36  , — 3a 

— i ?.ab‘  — 4a36  -I-  i6aJ 

— tga!6  -I-  rgn5 

oti  bien,  +190’  ( — 6 -f-  a). 

Deuxième  opération . 

4 6’  — 5 ab  -+-  a'  ) — b - 4-  a 
— a b -h  a7  ! — 46  -f  a 
O 

Donc  — b -(-  a,  ou  a — b est  le  p.  g.  c.  d. 

Au  premier  abord  , on  est  embarrassé  pour  faire  la  division 
des  deux  polynômes , parce  que  le  premier  terme  — 36'  du  di- 
vidende n’est  pas  divisible  par  le  premier  terme  46’  du  divi- 
seur. Mais  si  l’on  observe  que  le  coefficient  4 de  celui-ci  n’est 
pas  facteur  de  tous  les  termes  de  4^J  — 5n6  +«’,  et  qu’ainsi , 
en  vertu  du  premier  principe , 4 ne  saurait  faire  partie  du  plus 
grand  commun  diviseur,  on  peut,  sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ce  facteur  dans  le  dividende , ce  qui  donne 

— 1 26'  -f-  iaa6'  — 4a'6-+-4«J;  et  alors  la  division  des  deux  pre- 
miers termes  devient  possible. 

Effectuant  cetté  division  , on  trouve  pour  quotient  — 36 , et 
pour  reste , — 3<i6'  — a’6  -f-  4«'- 

Comme , dans  ce  reste , l’exposant  6 est  encore  égal  à ce- 
lui du  diviseur,  rien  n’empêche  de  continuer  la  division,  en 
multipliant  de  nouveau  ce  reste  par  4j  afin  de  rendre  possible 
la  division  des  deux  premiers  termes. 

Cette  préparation  faite,  il  vient  — \iah! — \a'b -è-  tf»a3,  qui, 
divise  par  t\b‘ — 5n6  -H  a1,  donne  pour  quotient  — 3 a qu’on 
séparera  du  premier  terme  par  une  virgule,  comme  n’ayant  au- 
cune liaison  avec  lui,  et  pour  reste  , — 1 gnê  1 9/2  . 

Ce  dernier  reste  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 
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19a1  ( — b -t-  0),  on  supprime  le  facteur  190%  comme  ne  faisant 
pas  partie  du  plus  grand  commun  diviseur;  et  la  question  est 
ramenée  à chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
5 b'  — 5 ai  4- a’  et  — b ■+■  a. 

Divisant  ces  deux  polynômes  l’un  par  l’autre  , on  trouve 
pour  quotient  exact , — \b  4-  a ; donc  — i 4-  a ou  a — b est 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

56.  Dans  ce  même  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  l’ex- 
posant de  la  lettre  principale  est  plus  grand  d’une  unité  dans 
le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  peut  abréger  l’opération 
en  multipliant  tout  de  suite  le  dividende  par  le  carré  du  coeffi- 
cient du  premier  terme  du  diviseur.  On  conçoit  en  effet  que, 
par  ce'  moyen,  le  premier  quotient  partiel  qu’on  obtient  doit 
renfermèç.  ce  coefficient  à la  première  puissance.  Multipliant 
le  diviseur  par  le  quotient,  et  faisant  la  réduction  avec  le  divi- 
dende ainsi  -préparé  , on  a un  résultat  qui  doit  encore  conte- 
nir le  coefficient  comme  facteur;  et  la  division  pouvant  se  conti- 
nuer , donne  un  reste  du  plus  faible  degré  que  le  diviseur , par 
rapport  à la  lettre  principale. 

Voici  le  tableau  'des  opérations  : 

Praptière  opération. 

Multiplication  par  16,  ou  par  le  carré  de  4- 

— 4 8i3  -t-  fôab'  — i6a3i  -1-  t6a3  l 4**  — 5 ab  -1-  a1 

— im4’  — 4 a'b  4-  16a3  J — 12 b — 3a 

irr  reste. — 1 ga!i  4-  19a3 

ou  bien,  19a3  ( — b 4-  a). 

Deuxième  opération . 

4 b7  — 5 ab  a*  J — b 4-  a 

— a b -h  a7  J — 4 b -t-  a 

o 

iV.  £ . Si  l’exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende 
surpassait  de  deux  , de  trois , . . . unités , l’exposant  de  la  même 
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lettre  dans  le  diviseur,  il  faudrait  multiplier  le  dividende  par 
la  troisième  ou  la  quatrième  puissance  du  coefficient  du  premier  * 
terme  du  diviseur  : cela  est  aise  à concevoir. 

57.  Soient , pour  second  exemple, 

i5n'  -4-  ion‘6  4«36'  4-  Ga’ô1  — iab' 
et  i2o16,4-  38rt’A’  4-  i(ki6‘  — ioA‘. 

Avant  de  procéder  à la  division  de  ces  deux  polynômes,  com- 
mençons par  observer  que  le  premier  contient  a comme  facteur 
commun  dans  tous  ses  termes  ; et  puisque  ce  facteur  n'entre  pas 
dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne 
faisant  pas  partie  du  commun  diviseur. 

Parla  même  raison,  le  facteur  2 étant  commun  à Ions  lu* 
termes  du  second  polynôme  et  n’entrant  pas  dans  le  premier , 
peut  être  supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à rechercher 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

i5a‘  4-  ioa56  -I-  \ a'b‘  ■+•  6ab'  — 3 b' 
et  6 a'  4-  ityrb  4-  8 ab'  . — 5 b'. 


P temièrr  opération. 


20 a'b  4- 

8 a'b1  4- 

1 2 ab'  — 

G b'  ( Ga1  4-  1 cyi'b  4-  8ab'  — 5 b' 

75  a'b  — 

iia'b'  4- 

37  ab'  — 

6 b'  } 5a,  — 25 b 

i5 oa'b  — 

64 o'b'  4- 

74  ab*  — 

1 ib' 

4- 

4i  1 a'b'  4- 

i^ab'  — 

137  b' 

ou  bien 

1376’  (3a* 

4-  iab  — 

b’). 

Deuxième  opération. 

6 tP 

4-  1 «jn’ft  4- 

Hab'  — 

5b'  1 3n’  4-  iab  — l>’ 

4-  i5 a'' b 4 

10  ab’  — 

5 b'  5 2a  4-  5b 

Donc  3o' 

4-  2 ab  — b' 

est  le  plus 

grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  même  inethode  que  dans  l’exemple  précédent , 
il  faudrait  multiplier  tout  le-  dividende  par  le  coefficient  6 du 

si  Ig.  B.,  9'  éd.  4 
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premier  terme  du  diviseur,  ou  plutôt  pur  le  carré  de  6;  mais 
• comme  i5  et  G ont  un  facteur  commun  3,  il  suffit  évidemment 
de  multiplier  tout  le  dividende  par  a,  facteur  de  6,  qui  n’entre 
pas  dans  i5. 

Cette  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne 
d’abord  un  reste  dont  le  irr  terme  est  — ^5 a'b.  Comme  ^5  con- 
tient encore  le  facteur  3 qui  entre  dans  6,  il  suffit  de  multiplier 
ce  reste  par  2 pour  continuer  la  division,  qui , étant  effectuée, 
donne  pour  i"  reste  principal , 4t  1 a1!»'  -h  2']qab'  — t3 ']b‘. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe  un 
facteur  commun  i3jb:;  mais  puisque  ce  facteur  n’entre  pas  dans 
le  second  polynôme , on  peut  le  supprimer,  comme  ne  faisant  pas 
partie  du  commun  diviseur;  et  la  question  est  ramenée  à recher- 
cher le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

6a1  it y>-b  -+-  8 ab1  — 5b' 

et  3a1  -f-  2 ab  — b \ 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  on  trouve  pour 
quotient  exact , 2a  -+-  5b  ; ainsi  le  reste  3 a1  2 ab  — b1  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

58.  Remarque.  On  pourrait  demander  si  les  suppressions  qu’on 
opère  dans  le  cours  du  calcul , de  facteurs  communs  à tous  les  ter- 
mes de  l’un  des  restes,  n’ont  pour  objet  que  de  simplifier  les  cal- 
culs, ou  bien  si  ce  sont  des  opérations  indispensables.  Or,  on  peut 
aisément  reconnaître  que  ces  suppressions  sont  nécessaires  ; car 
si,  dans  l’exemple  précédent,  on  ne  supprimait  pas  le  facteur  137  b1, 
il  faudrait , pour  rendre  possible  la  division  du  premier  terme  du 
nouveau  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur,  multiplier 
tout  le  dividende  par  137  ô’;  mais  alors  on  introduirait  dans  le 
dividende  un  facteur  qui  se  trouverait  aussi  dans  le  diviseur;  d’où 
il  résulterait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  se  com- 
pliquerait du  facteur  1 37 6*  qui  ne  devait  pas  d’abord  en  faire 
partie. 

L’exemple  suivant  est  propre  à confirmer  ce  qui  vient  d’être 
dit. 
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39.  Soit  à trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux 
|>olvnômes 

ttb  -+-  2 a1  — 3 b2  — l\bc  — ac  — c ’ 
et  90c  -4-  2a*  — 5 ab  -H-  4c*  8 bc  — 1 2 b'. 

Première  opération . 


• va ’ b \ a — 36* 

— e ! — 46r 

— c’ 


2 a’  — *56  | a — 126’ 

-+-  qr  I -+-  86c 
-h  4c* 


ou  bien 


66  j a 96’ 
ioc  f — 126c 
— 5c’  ; 

(36  — 5c)  (2a 


36  -t-  c). 
Deuxième  opération . 


aa*  — 56 

a — 1 26’ 

-t-  9c 

-t-  86c 

-+-  4c’ 

— 86 

a — 126’ 

-+-  8c 

-f-  86r 

-4-  4 C 

2 a H—  36  — e 
a — 46 

-+-  4e 


Donc  2a  -+-  36  -+-  c est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Après  avoir  ordonne  les  deux  polynômes,  on  peut , sans  aucune 
préparation , effectuer  leur  division , ce  qui  donne  pour  premier 
reste 


66 

IOC 


a -t-  66’ 

— 126’ 

— 5c’. 
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Pour  continuer  l’operation  , il  faudrait , en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur,  multiplier 
le  nouveau  dividende  par  6 6 — ior,  ou  simplement  par  3 6 — 5c, 
parce  que  le  facteur  2 eiftre  déjà  dans  le  iL'r  terme  du  dividende  ; 
mais  avant  d’effectuer  celte  multiplication,  voyons  si  ce  fac- 
teur 3 6 — 5c  ne  diviserait  pas  le  second  terme  du  reste , savoir, 
g6’  — i 26e  — 5c1.  Or,  0;tte  division  réussit  et  donne  pour  quo- 
tient exact  36  -+-  c ; d’où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  sous  la 
forme. . . (36  — 5c)  (a a -+-  36  -+-  c). 

Comme  le  facteur  36  — 5c  se  trouve  dans  ce  reste  , et  n’entre 
pas  dans  le  nouveau  dividende  [puisque  ce  facteur  étant  indépen- 
dant de  la  lettre  a , devrait  (n°  50)  exister  entre  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  cette  lettre,  ce  qui  n’est  pas],  on  peut, 
sans  aucun  inconvénient , le  supprimer. 

Cette  suppression  est  d’ailleurs  indispensable , parce  qu’autre- 
ment  on  devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende  ; et  alors, 
les  deux  polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu’ils  n’avaient 
pas  auparavant , le  plus  grand  commun  diviseur  serait  changé;  il 
se  compliquerait  du  facteur  36  — 5c  qui  ne  devait  pas  en  faire 
partie. 

La  suppression  faite,  on  effectue  la  nouvelle  division,  ce  qui 
donne  un  quotient  exact  ; donc  an  4-  36  -f-  c est  le  plus  grand 
commun  diviseur. 

40.  Nous  proposerons,  pour  dernier  exemple,  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme 

a*  4-  3a'6  4-  \a'b*  — 6a6J  4-  261 
et  le  polynôme  4 a'b  4-  2a6’  — 26’, 

ou  simplement , 2 à1  4-  a6  — 6’ , puisque  le  facteur  26  peut 
être  supprimé  dans  le  second. 
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Première  opération. 


Sa'  -f-  24 aib  -4-  3277’6’  — fôab*  -4-  i66‘  ) 

2771  -4-  ab  — 6’ 

-t-  loa'b  -4-  36 a1  b1  — ^Sab'  -4-  1 GA*  ' 

4t7*  -f-  1 0776  -4-  1 

-4-  260 ’ô1  — 38t?6’  -4-  i66‘ 

— 5i  ab1  -4-  296' 
ou  bien  — 6j(5it7 — 29 b). 

Deuxième  opération. 

Multiplication  par  2601,  carré  de  5i. 

520277*  -+-  26oi<7Ô  — 26016’  { 

5 177  296 

520277’  -f-  2g58776  > 

10277  -4-  1096 

555g*iA  — 26016’ 
- 555^6  - 3i6i6’ 

ac  reste  -4-  56o 6'. 


L’exposant  de  la  lettre  a dans  le  dividende , surpassant  de 
deux  unités  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  on  multiplie 
tout  le  dividende  par  le  cube  de  2 , c’est-à-dire  par  8.  Cette  prépa- 
ration faite,  01:  effectue  trois  divisions  consécutives,  et  l’on  obtient 
pour  premier  reste  principal — 5iab‘  -4-  296*.  Supprimant  le 
facteur  6’  dans  ce  reste,  on  a pour  nouveau  diviseur  — 5 1 a -4-  296 , 
ou  changeant  les  signes,  ce  qui  est  permis,  5 in  — 296  j le  nou- 
veau dividende  est  d’ailleurs  277’  -4-  ab  — 6’. 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  5i , ou  par  2601 , puis 
effectuant  la  division , on  obtient  pour  a*  reste  principal  -f-  56o6’  ; 
ce  qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés  sont  premiers 
entre  eiuc,  c’est-à-dire  n’ont  aucun  facteur  commun.  En  effet , il 
résulte  du  second  principe  (n°  51$) , que  le  plus  grand  commun 
diviseur  doit  se  trouver  comme  facteur  dans  le  reste  de  chaque 
opération  ; ainsi  il  devrait  diviser  le  reste  56o b1;  mais  ce  reste  est 
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indépendant  île  la  lettre  principale;  donc,  si  les  deux  polynômes 
pouvaient  avoir  un  commun  diviseur,  il  devrait  être  indépendant 
de  a , et  par  conséquent  (n°  50)  se  trouver  comme  facteur  dans 
les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  lettre,  que  renferme 

chacun  des  deux  polynômes  proposés , ce  qui  n’a  évidemment  pas 
lieu. 

t'-es  exemples  suffisent  pour  mettre  les  commençants  au  fait  de 
la  marche  qu’il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  deux  polynômes. 


Rxglk  oÊNÉRALfc.  — On  commence  par  supprimer  dans  les 
deux  polynômes  les  facteurs  monômes  communs  à tous  les  termes 
de  chacun  d'eux.  (Il  peut  arriver  que  le  facteur  monôme  qui  se 
•couve  dans  le  dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur,  aient 
eux-mèmes  un  diviseur  commun  ; dans  ce  cas , .on  le  met  à part 
r o mine  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  cherché.)  Cette 
• "Ppression  faite,  on  prépare  le  dividende  de  manière  h rendre  pos- 
sible la  division  de  son  premier  terme  par  celui  du  diviseur  ( voyez 
n°*  55  et  56);  puis  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne  un  certain 
reste  de  degré  moindre  que  le  diviseur,  et  dans  lequel  on  supprime 
lcs  facteurs  monômes  ou  polynômes  que  peuvent  renfermer  les  coef- 
rient  s ,l,;s  diverses  puissances  tic  la  lettre  principale.  On  prend 
rasai  te  ce  reste  pour  diviseur,  te  second  polynôme  pour  dividende, 
et  l'on  opère  sur  les  deux  polynômes  comme  sur  les  précédents.  On 

c°atinue  cette  série  d'opérations  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste 
lai  divise  exactement  le  reste  précédent,  auquel  cas  le  dernier  divi- 
*rarest  le  plus  grand  commun  diviseur;  ou  bien  jusqu'à  ce  qu'on 
obtienne  un  reste  .ndbpWDAWT  de  la  lettre  principale,  ce  qui  in- 
‘••que  (no  4o)  que  Ies  deux  polynômes  proposes  sont  vsbmikrs 
'"***  *«x , A moins  o,, -l1s  n’aient  un  facteur  commun  indépendant 
6 ,a  '«tre,  lequel  facteur  n’aurait  pas  été  découvert  dès  le  com- 
•‘eiiient  de  l’opération. 

..  ce  procède  n’est  pas  suffisant  ; 

>n  . ‘ •!  existe  des  en* 

Voici  de  n ,PVICnd,°nS  |M!  ‘ auxquels  on  peut  appliquer  le  pin. 

‘•e  nouveaux  exciiipleS  J 1 
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cédé  tel  que  nous  venons  de  l’indiquer  : 

i".  ’lnP  ■+■  3 np'q1 — mpq  — ±nt/' , 

et  2 mp'q1  — 4 mp'  — mplq  4-  3 mpq'. 

Le  p.  g.  c.  d.  est  p — q. 

2°.  36o‘  — 18a1  — 2 4-  9a1,  | 

et  27«'é’  — 18  a'b1  — 9 a'b: . 

Le  p.  g.  c.  d.  est  gaJ(«  — 1). 

I^a  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  l’Algèbre  et  celle 
du  plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution  d'un 
très-grand  nombre  de  questions.  Nous  nous  réservons  d’établir 
plus  loin  de  nouvelles  règles,  à mesure  que  nous  en  sentirons  la 
nécessité  ; et  nous  allons  passer  de  suite  à la  résolution  des  pro- 
blèmes du  premier  degré. 


CHAPITKE  II. 


Des  Problèmes  du  premier  degré. 


Motions  préliminaires  sur  les  équations. 

W.  On  ne  considère  ordinairement  en  Algèbre  que  les  pro- 
blèmes dont  les  énonces,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu 
à des  équations.  En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème 
du  n°  5,  on  peut  voir  que  cette  résolution  se  compose  de  deux 
parties  distinctes  : Dans  la  première,  on  écrit  algébriquement  les 
relations  que  l’énoncé  de  la  question  établit  entre  les  quantités 
connues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient  ainsi  à l’expres- 
sion de  deux  quantités  égales,  que  l’on  appelle  équation.  Telle 
est  (n°  5)  l’expression  t.x  4-6=  a.  Dans  la  seconde  partie,  on 
déduit  de  l’equation  du  problème  une  suite  d'autres  équations, 
dont  la  dernière  donne  enfin  la  valeur  de  l’inconnue  au  moyen  des 
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quantités  connues  : tel  est  le  résultat  x — auquel  ouest  par- 

venu. Cette  seconde  partie  est  ce  qu'on  appelle  la  résolution  de 
l'équation. 

Comme  les  règles  à suivre  pour  mettre  un  problème  en  équation 
sont  un  peu  vagues,  nous  commencerons  par  nous  occuper  de  la 
seconde  partie , qui  est  soumise  à des  règles  fixes  et  invariables. 

D’après  la  définition  d’une  équation , toute  équation  se  compose 
de  deux  quantités  séparées  l’une  de  l’autre  par  le  signe  =.  La 
partie  à gauche  se  nomme  le  premier  membre , et  la  partie  à droite 
le  second  membre. 

On  considère  plusieurs  espèces  d'égalités  : 

i".  L’égalité  qui  existe  entre  des  nombres  connus  et  donnes  « 
priori , mais  représentes  par  des  lettres  : telles  sont  les  égalités 


qui  se  vérifieraient  immédiatement  si  l’on  mettait  à la  place  de  a , 
b , c,  d les  nombres  particuliers  pour  lesquels  on  suppose  que  ces 
égalités  existent.  Elles  conservent  le  nom  d'égalités. 

f.°.  L’égalité  évidente  d’elle-même,  celle  qui  se  vérifie  dans  son 
état  actuel  ; telles  sont  les  égalités 

?.5  = 12  i3,  3 a — 5k  — a — b -h  7.a  — !\b. 

On  les  appelle  identités  ou  égalités  vérifiées. 

3°.  Enfin  , l’égalité  qui  ne  peut  se  vérifier  avant  qu’on  v ait  sub- 
stitue à ia  place  d’une  ou  de  quelques-unes  des  lettres  désignant 
des  inconnues,  certains  nombres  dont  les  valeurs  dépendent  des 
nombres  connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans  l’égalité. 

Pour  la  distinguer  des  autres  égalités , on  la  nomme  équation  ; 

’ct  c’est  celle  dont  nous  avons  à nous  occuper. 

Il  est  encore  une  autre  espèce  d’égalité  dont  nous  parlerons  plus  % 
loin,  c'est  l’équation  identique. 

On  partage  les  équations  à une  seule  inconnue  en  differentes 
classes  : celles  où  l’inconnue  n’entre  qu’à  la  première  puissance 
sont  dites  du  premier  drgié  ; telles  sont  les  équations 
3a:  -+-  5 = 1 7 — 5a-,  ax  H-  b = ex  -+■  d. 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  DU  PALMIER  DEGRE  A UNE  SEULE  INCONNUE.  5^ 

L’équation  sur1  — 3x  = 5 — 2xJ  est  dite  du  2P  degré. 

L'equation  4-x1  — qx1  -+-  x = 2x!  -(-  1 1 , est  dite  du  3e  degre. 
Kn  général,  le  degré  d’une  équation  est  le  plus  grand  des  expo- 
sants dont  l'inconnue  est  affectée  dans  l'équation. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques  et  en 
équations  littérales.  Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que 
des  nombres  particuliers,  à l'exception  de  l'inconnue,  qui  est  tou- 
jours désignée  par  une  lettre.  Ainsi 

" 4x — 3=2x-t-5,  3x’ — x = 8, 

sont  des  équations  numériques.  Klies  sont  la  traduction  algé- 
brique de  problèmes  dont  les  données  sont  des  nombres  par- 
ticuliers. 

Les  équations  nx  -+-  b = ex  -+-  d,  ax'  -+-  bx  = c, 

sont  des  équations  littérales.  Les  données  du  problème  sont  repré- 
sentées par  des  lettres.  Il  est  d'usage,  pour  distinguer  dans  une 
équation  les  quantités  conuucsdes  inconnues,  de  désigner  celles-ci 
par  les  dernières  lettres  de  l’alphabet,  x,  y,  *,  etc. 

Ces  notions  établies,  voyons  comment  une  équation  du  premier 
degre  à une  seule  inconnue  étant  donnée,  on  peut  parvenir  à la 
résoudre , c’est-à-dire  à trouver  pour  l’inconnue  un  nombre  qui , 
substitué  à la  place  de  cette  inconnue  dans  l’équation , y satisfasse , 
ou  bien  rende  le  premier  membre  identiquement  égal  au  second.  Le 
résultat  auquel  on  parvient,  est  dit  la  solution  de  l’equation  ou 
du  problème  qui  y a donné  lieu. 

§ lrr.  — Equations  du  premier  deyré  à une  seule 
inconnue. 

43.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  à toutes  les 
•équations,  qu'on  peut,  sans  troubler  une  équation,  i°  ajou- 
ter à ses  deux  membres,  ou  en  retrancher  un  même  nombre; 
2"  multiplier  ou  diviser  ses  deux  membres  par  un  même  nom- 
bre; ce  qui  \ eut  dire  que,  s’il  y a d’abord  égalité  entre  les  deux 
membres,  il  y aura  encore  égalité  après  les  opérations  dont  on 
x ient  de  parler. 
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Cela  pose,  voici  deux  transformations  d'un  usage  continuel 
dans  la  résolution  des  équations  : 

Première  transformation.  — Lorsque  les  deux  membres  d’une 
équation  sont  des  polynômes  entiers,  il  est  souvent  necessaire  de 
transposer  certains  termes  d’un  membre  dans  un  autre. 

Soit  l’équation  5x  — 6 = 84-  7.x. 

Pour  dégager  x de  cette  équation , il  faut  tâcher  d’isoler  l'incon- 
nue dans  le  premier  membre.  Or,  si  l’on  retranche  u en  premier 
lieu  , ax  des  deux  membres , l’égalité  n’est  pas  troublée  ( d’après  le 
principe  précédent),  et  l’on  a 

5x  — 6 — ax  = 8. 

D’où  l’on  voit  que  le  terme  2x , qui  était  additif  dans  le  second 
membre,  devient  soustractif  dans  le  premier. 

En  second  lieu,  si  l’on  ajoute  6 aux  deux  membres,  l’égalité 
n'est  pas  troublée , et  l’on  a 

5x  — 6 — 2x  + 6 ~ 8 + 6, 


ou,  comme  les  deux  termes  — 6,  4- 6,  se  détruisent, 
5x  — t.x  = 8 -P  6. 


Donc  le  terme  qui  était  soustractif  dans  le  premier  membre , passe 
dans  le  second  membre  avec  le  signe  de  l’addition. 

Donc,  en  général  , lorsqu’on  fait  passer  un  terme  tl'un  membre 
ilans  un  autre , il  faut  changer  son  signe. 

44.  Deuxième  transformation.  — Souvent  encore , les  termes 
d’une  équation  sont  fractionnaires,  et  il  faut  la  ramener  à une 
autre  qui  n’ait  que  des  termes  entiers.  Soit  l’équation 


7.x  3 

y-?-1 


4- 


X 


Réduisons  d'abord  toutes  les  fractions  à un  même  dénomina- 

,,  . , , . 4ox  A5  i?.x 

leur , d apres  le  procédé  connu  ; il  vient  ^ — — J.-  = i î H — -- — : 

6o  bo  bo 

et,  puisqu’on  peut  (n®  45)  multiplier  les  deux  membres  par  un 
même  nombre,  multiplions-les  par  Go,  ce  qui  revient  évidemment 
à supprimer  le  dénominateur  Go  dans  les  termes  fractionnaires,  et 
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à multiplier  chaque  tenue  entier  par  60  ; on  obtient 
4ox  — 45  = 660  -+•  1 2x. 

Remarquons,  pour  la  pratique  de  cette  opération,  qu'on  peut 
passer  immédiatement  de  l’equation  proposée  à celle  qu'on  vient 
d’obtenir,  en  se  dispensant  d’écrire  le  dénominateur  commun , et 
ayant  soin  toutefois  de  multiplier  chacun  des  termes  entiers  par  ce 
dénominateur. 

Soit,  pour  second  exemple,  l’équation 

5x  4-r  7 1 3-r 

Ta  •T-,3  = 8 6~' 


Les  dénominateurs  ont  évidemment  des  facteurs  communs,  et  le 
plus  petit  nombre  multiple  commun  de  ces  dénominateurs , est  24. 
(Voyez.  Arith .,  ig'  édition  , n°  148.)C’est  donc  à ce  dénominateur 
qu’il  faut  réduire  toutes  les  fractions. 

Effectuant  cette  opération , cl  omettant  le  dénominateur  com- 
mun 24  » on  trouve  îoa:  — 3?-r  — 3i2  = 21  — 52-r.  (On  a eu 
soin  de  multiplier  le  terme  entier  — 1 3 par  24.) 

La  nouvelle  équation  est  exacte,  puisque,  après  avoir  réduit 
les  fractions  au  meme  dénominateur,  on  a multiplié  les  deux 
membres  par  le  même  nombre  24. 

Nous  pouvons  déduire  de  là  cttte  règle  générale  : Pour  faire 
disparaître  les  dénominateurs  d'une  équation  , commencez  par  for- 
mer le  multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  les  dénominateurs. 
(Ce  nombre  est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs , s’ils  n’ont 
pas  de  facteurs  communs.)  Multipliez  ensuite  chaque  terme , s’il 
est  entier,  par  ce  multiple;  s’il  est  fractionnaire , divisez  le  mul- 
tiple commun  parte  dénominateur  de  ta  fraction , et  multipliez  par 
son  numérateur  le  quotient  obtenu. 

Nous  engageons  les  commençants  à se  bien  pénétrer  de  la 
règle  que  nous  venons  d'établir,  parce  qu’elle  donne  l’équation 
sous  la  forme  la  plus  simple  possible. 

Soit,  pour  nouvelle  application,  l’équation  littérale 


a T lc‘.r  , 4 bc'x 

b ~ a b + 


5 <?* 

1F 


a 
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Le  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évi- 
demment a'b’1.  Ainsi,  multiplions  eliaquc  terme  entier  par  a‘b\ 
et  le  numérateur  de  chaque  terme  fractionnaire  par  le  quotient  de 
a* b'  divise  par  le  dénominateur  de  ce  terme.  Il  vient  alors 

a'bx  — ?.albc-x  -+■  4 a'b1  = ^blr  x — 5a'J  -I-  'i.à'b  c'  — 3 a>bi. 

4tî.  Appliquons  les  principes  precedents  à la  resolution  de 
I’équation 

4-r  — 3 = 7-r  -t-  5. 

Kilo  devient  d’abord  , par  la  transposition  des  termes  — 3 et  sur, 
4*  — ?-r  = 5 -+-  3,  ou  réduisant,  ix  = 8. 

0 

Divisant  les  deux  membres  par  i,  on  trouve  enfin  x = ^=4  • 

Et  eu  effet,  si  l’on  substitue 4 à la  place  de  x dans  l’équation  , 
il  vient 

4x4  — 3 = î X 4 + 5,  011  >3  = i3. 

Soit , pour  second  exemple,  l’équation  traitée  (n"  44), 

5x  /\x 7 1 3x 

12  3 — 8— “6"' 

On  obtient  d'abord  , en  chassant  les  dénominateurs, 

tox  — 3?. x — 3ia  = 21  52X. 

Transposons  dans  le  premier  membre  les  termes  en  x , et  dans  le 
second  les  termes  connus;  l’équation  devient 

iox  — 32x  H-  5 sur  =21  -t-  3 1 a , ou  en  réduisant,  3o.r  = 333. 
Divisant  les  deux  membres  par  3o , on  obtient  x = 

3o  to 

résultat  qu'on  vérifierait  en  remplaçant  x par  cette  valeur  dans 
l'cquation  proposée. 

Soit  encore  l’cquation  (3n  — x)  («  — b)  + a ax  — 4 b (x  -ha). 
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Il  faut  d’abord  effectuer  les  multiplications  indiquées,  afin  de 
réduire  les  deux  membres  à des  polynômes  , et  de  pouvoir 
ainsi  dégager  l’inconnue  x.  Or , si  l’on  applique  la  règle  éta- 
blie (n°  17)  pour  la  multiplication  des  polynômes , il  vient 
3 a1 — ax  — 3ab  -+-  bx -f-  o.ax  = \bx  -+-  !\ab  ; d’où,  transposant 
et  réduisant,  ax  — 3 bx  = qab — 3a’.  Observons  maintenant 
que  ax  — Zbx  est  la  même  chose  que  (a  — 3b)  x,  ce  qui  donne 
(a — 3b)x=qab — 3a’.  Divisant  enfin  les  deux  membres  par 
a — 3 b , on  trouve 

rab  — 3 a’ 

X==  a — 36"' 

En  général,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré, 
quelque  compliquée  qu’elle  soit,  il  faut,  i°. — commencer  par 
chasser  les  dénominateurs , s’il  y en  a,  et  effectuer,  dans  les 
deux  membres  de  l’équation,  toutes  les  opérations  algébriques 
qui  se  présentent ; on  parvient  ainsi  à une  équation  dont  les 
deux  membres  sont  des  polynômes  entiers ; 2°.  — transposer 
dans  un  même  membre  (c’est  ordinairement  le  premier)  tous  les 
termes  affectés  de  l'inconnue,  et  dans  l’autre  membre,  les  ter- 
mes connus  ; 3°.  — réduire  à un  seul  tous  les  termes  affectés 
de  x,  si  l’équation  est  numérique  ; et  si  l'équation  est  algé- 
brique , former  de  tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de 
deux  facteurs,  dont  l’un  soit  x , et  l’autre  l'ensemble  dus. quan- 
ti tés  qui  multiplient  x,  réunies  avec  leurs  signes  rcspetfttjbj 
4°-  — enfin , diviser  les  deux  membres  de  l'équation  par  (c 
nombre  ou  le  polynôme  qui  multiplie  l’inconnue,  et  effectuer  la 
division  s’il  est  possible. 

Voici  un  exemple  où  la  règle  précédente  doit  être  appliquée 
dans  toutes  ses  parties  : — Résoudre  l’équation 

la  ^ - b)  (x  — b)  - Lab  — b1  a'  — bx 

a — b a b b 

En  faisant  d’abord  disparaître  les  dénominateurs,  on  a 

b(ay-b)'(x  — b)  — 3 ab(a7  — b')  = b(a — hf)ab — b1) — a é(a’ — A’).r 

-H  (a1  — b1)  (a1  — bx)  ; 


Digitized  by  Google 


lia  t<JCATIO.\S  OU  l'RAMIkR  dlgrl 

effectuant  les  multiplications  indiquées, 


n2bx  ■+■  ïalrx  -+-  ôsx — a2b 1 — lab 2 — b'  — "ia'b  -4-  3 ab2  = 

4 a2b2 — a b2  — 4 °b J -+-  b*  — y.n’bx- f-  2 ô3x-4-fl* — a2  b1 — a2bx-\-b2x  ; 

transposant  et  réduisant , 

4 a2bx  -+-  2 ab2x  — 2 b x — ^a2b2  — (j ab'  -+-  2 b'  -f-  3 a2b  -+-  a'  ; 
réunissant  en  un  seul  tous  les  termes  affectes  de  x, 


b(t\a2  -f-  2 ab  — y.b‘)  x = l\à'b2  — ùab'  ■+■  2 b‘  -+-  Sa'b  -f-  a‘; 

a*  -+-  3 n‘b  -I-  3 a2 b2  — 6aé*  -4-  ib' 
b (4a*  -f-  2 ab  — 2 b2)  * 


donc  enfin , 


expression  qui  ne  peut  se  réduire  à un  polynôme  entier  (n°  32). 
46.  Supposons  que  l’on  ait  à résoudre  une  équation  telle  que 

3x  — 2 =r  4X  — 7 • 


En  transposant  les  termes  affectes  de  x dans  le  premier  membre , 
et  les  termes  connus  dans  le  second  , on  trouve 

3x  — 4 x = 2 — 7,  ou  réduisant , — x = — 5. 

Pour  interpréter  ce  résultat , il  suffit  d’observer  qu’on  peut  inter- 
vertir l’ordre  de  la  transposition , c’est-à-dire  faire  passer  au  con- 
traire dans  le  second  membre  les  termes  affectés  de  x ; ce  qui  donne 

7 — 2 = 4X — 3x,  d’où  5 = x,  ou  bien  enfin,  x = 5; 

c’est-à-dire  que  toutes  les  fois  qu’on  parvient  à un  résultat  tel  que 
— x = — 5 , il  n’y  a qu’à  changer  les  signes  des  deux  membres. 

Cela  revient  évidemment  à transposer  les  termes  affectés  de 
l’inconnue  dans  le  second  membre , et  les  termes  connus  dans  le 
premier  ; et  réciproquement. 

47.  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  résolution 
algébrique  d’un  problème  n’est  soumise  à aucune  règle  bien  fixe. 
Tantôt  l’énoncé  du  problème  fournit  sur-le-champ  l’équation  , tan- 
tôt on  est  obligé  de  déméler  dans  l’énoncé  les  conditions  qui  sont 
de  nature  à.  former  1 équation  ; tantôt  enfin  , ce  ne  sont  pas  les 
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conditions  elles-mêmes  de  l'énoncé  qu'il  faut  traduire  algébrique- 
ment , mais  bien  des  conditions  que  l'on  peut  regarder  comme 
conséquences  des  premières.  On  appelle  alors  celles-ci  conditions 
explicites,  et  celles  qu’on  en  déduit , conditions  implicites.  Cepen- 
dant nous  donnerons , avec  M.  Lacroix,  un  précepte  dont  l’ap- 
plication bien  entendue  conduit  toujours  à l’oquation.  En  voici 
l’énoncé  : Regarder  le  problème  comme  résolu , et  indii/urr  à 
l'aide  des  signes  algébriques , sur  les  quantités  connues  représen- 
tées, soit  par  des  nombres , soit  par  des  lettres , et  sur  l'inconnue 
toujours  représentée  par  une  lettre  , les  mêmes  raisonnements  et  les 
mêmes  opérations  qu’il  faudrait  effectuer  pour  vérifier  la  valeur 
de  l’inconnue  si  cette  valeur  était  donnée. 

On  obtient,  par  ce  moyen  , deux  expressions  algébriques  dif- 
ferentes représentant  une  même  quantité , et  renfermant  le  carac- 
tère de  l’inconnue  ; on  les  égalé  entre  elles,  et  l’on  a V équation  du 
problème. 

Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suivants  : 


Premier  problème.  — Trouver  un  nombre  dont  la  moitié,  le 
tiers , et  te  quart,  augmentés  de  45  , donnent  pour  somme  448  ? 

Soit  x le  nombre  cherché;  -,  %,  ~ , désigneront  la  moitié,  le 
2 3 4 

tiers,  et  le  quart  de  ce  nombre.  Or,  il  faut,  d’après  l’énoncé,  que 
ces  trois  parties,  plus  45,  donnent  en  somme  448;  on  a donc, 
‘ pour  l’équation  du  problème , 


x 

2 


+ 45  = 448, 


ou , retranchant  45  des  deux  membres , 


Chassant  les  dénominateurs,  on  trouve 

6x  -t-  l\x  -+-  3x  = 4836 , 

ou  réduisant,  i3x  = 4836;  donc  x — 


= 372. 


> 


> 
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372 


372 

~3~ 


372 

T 


Vérification. 

45  = t86  -f-  124  + y3  -H  45  = 448. 


Cette  question  est  du  genre  de  celles  qui , en  Arithmétique  , se 
résolvent  par  la  règle  de  fausse  position  ; et  l’on  voit  avec  quelle 
facilite  l’Algèbre  fait  connaître  la  réponse  à la  question. 

Deuxième  problème. — Quelqu'un  engage  un  ouvrier  pour  48 
jours.  Chaque  jour  qu  'il  travaille,  il  reçoit  24  décimes  ; et  à chaque 
jour  d’oisiveté  , on  lui  retient  il  décimes  [pour  sa  nourriture );  au 
bout  de  48  jours,  il  reçoit  pour  solde  de  son  compte,  5o4  décimes 
\ou  5o  fr.  4o  On  demande  le  nombre  de  jours  de  travail  et  te 
nombre  de  jours  d'oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres  , en  les  multipliant  res- 
pectivement par  24  et  12,  puis  retranchant  le  dernier  produit  du 
premier,  on  devrait  trouver  5o4  pour  résultat  ; indiquons  ces 
opérations  à l’aide  de  signes  algébriques. 

Soit  x le  nombre  de  jours  de  travail  ; 48  — x représente  alors 
le  nombre  de  jours  d’oisiveté  ; 24  X x,  ou  24-r  désigne  la  somme 
que  l’ouvrier  gagne:  et  ta  (48 — x)  la  somme  qu’on  doit  lui  re- 
tenir; on  a donc  pour  l’équation  du  problème, 

?4x  — 1 2 48  — x)  = 5o4  ; 
effectuant  les  calculs,  24* — 576  + iîj  = 5o4  ; 
réduisant,  36x  = 5o4  -+■  576  = 1080  ; 


donc 


■et 


1080 

"36" 


= 3o . 


48  — x = 48  — 3o  = 18. 


\insi  l’ouvrier  a travaillé  pendant  3o  jours  et  s’est  repose  pendant 
18  jours.  — En  effet,  pour  3o  jours  de  travail , il  aurait  dû  rece- 
voir 24  X 3o , ou  720  décimes ; mais  il  s’est  repose  18  jours, 
pour  lesquels  on  a du  lui  retenir  12  X 18,  ou  2 16  décimes.  Or  on  a 

720  — 216  = 5o4- 
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On  peut  généraliser  ce  problème  , en  désignant  par  n le  nom- 
bre total  des  jours  tant  de  travail  que  d’oisiveté , par  « la  somme 
que  l’ouvrier  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail , par  b la 
somme  qu’on  doit  lui  retenir  pour  chaque  joiy  d’oisiveté,  enfin 
par  c le  résultat  du  décompte.  Soit  toujours  a:  le  nombre  de  jours 
de  travail  ; n — x exprime  alors  le  nofiibre  de  jours  d’oisiveté  ; 
donc  ax  et  b (n  — x)  désignent  la  sortime  qne  l'ouvrier  doit  rece- 
voir et  celle  qu’on  doit  lui  retenir.  Ainsi , on  a pour  l’équation  du 
problème , 

ax  — b (/i  — .r)  = c , • 

ou  ax  — bn  -h  bx  — c , 


et 

donc 

par  suite , n — x—  n — 


[a  -+-  b)  x = c -f-  bn  ; 

c ■+■  bn 

~ , i i 

a -h  o 

(c  -+-  bn)  an  + bn  — c — bn 
n-4-  b a -\-b 


ou  réduisant, 


an  — c 

a -f-  b 


Troisième  problème.  — Un  renard  poursuivi  par  un  levrier 
a 60  sauts  d'avance.  Il  en  fait  9 pendant  que  le  levrier  n'en  fait 
r/tu • 6 ; mais  3 sauts  du  levrier  en  valent  7 du  renard.  — Combien 
le  levrier  fera-t-il  de  sauti  pour  atteindre  le  renard? 

11  est  clair  d’après  l’énoncé , que  le  chemin  parcourir  par  le 
levrier  se  compose  des  60  sauts  d’avance  du  renard  , plus  du  che- 
min que  celui-ci  parcourt  à partir  du  moment  où  le  levrier  se  met 
à sa  poursuite.  Donc,  si'l’on  pouvait  trouver  les  expressions  de  ces 
deux  chemins  au  moyen  d’une  même  inconnue,  il  serait  facile  de 
former  l'equation  du  problème. 

Soit  x le  nombre  de  sauts  faits  par  le  levrier.  Puisque  le  renard 
faitgsauts  pendant  que  le  levrier  en  fait  G,  il  s’ensuit  que  le  renard 

fait-?,  ou  - sauts,  pendant  que  le  levrier  en  fait  1,  et  par  conse- 


3 j; 

quent,  qu’il  en  fait  un  nombre  exprimé  par  pendant  que  le  le- 


Alg.  B.,  9'  éd. 
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vrier  en  fait  un  nombre  marqué  par  .r.  On  pourrait  croire  que  , 

3 

pour  obtenir  l'équation  , il  suffit  d’égaler  x à 60  •+•  - x;  mais,  en 

agissant  ainsi,  on  commettrait  une  erreur  manifeste  ; car  les  sauts 
du  lévrier  sont  plus  grands  que  ceux  du  renard,  et  l’on  égalerait 
alors  des  nombres  hétérogènes  , c'est-à-dire  des  nombres  rapportés 
a une  unité  différente.  Il  tant  doue  , pour  lever  la  difficulté,  expri- 
mer les  sauts  du  renard  en  sauts  du  levrier,  ou  réciproquement. 
Or,  suivant  l’éuoncé , 3 sauts  du  levrier  valent  7 sauts  du  renard; 

n 

donc  1 salit  du  levrier  vaut  ~ sauts  du  renard,  et  par  conséquent 

*1JC 

x sauts  du  levrier  en  valent  V du  renard. 


n, r , 3 

Donc  enfin  , on  a l’équation  —■  = 60  -+-  - x, 
d’où  l'on  déduit,  tout  calcul  fait , 


Ainsi,  le  levrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard  ; pen- 

3 

dant  ce  temps,  le  renard  en  fera  72 X - , ou  108. 


f'crification. 


Les  72  sauts  du  levrier  valent 


7 7 Xl 
3 ’ 


ou 


168  sauts  du  re- 


nard; et  l’on  a évidemment  168  60+  108. 

Les  deux  problèmes  suivants  méritent  toute  l'attention  des 
élèves  ,.en  ce  qu'ils  offrent  d’excellents  exercices  de  calcul  et  de 
raisonnement. 


48.  Quatrième  problème.  — lin  père  qui  a trois  enfants,  or- 
donne par  son  testament  que  son  bien  soit  partagé  de  la  manière 
suivante  : — le  premier  doit  avoir  une  somme  a,  plus  la  n'imt  partir 
de  ce  qui  reste  ; — le  second  une  somme  2a , plus  la  niim4  partie  de 
ce  qui  reste  après  qu'on  a soustrait  la  1" part  et  2a  ; — le  troisième 
enfin  doit  avoir  une  somme  3a,  plus  Ut  num’  partie  de  ce  qui  reste 
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après  qu’on  a soustrait  les  deux  premières  parts  et  3a.  Cela  fait , le 
bien  est  entièrement  partagé  ; on  demande  sa  valeur  ? 

Désignons  par  x le  bien  du  père.  Si , à l’aide  de  cette  quantité , 
nous  pouvions  former  les  expressions  algébriques  des  trois  parts, 
nous  retrancherions  leur  somme  du  bien  total  x ; et  le  reste,  égalé 
à zéro,  donnerait  l’équation  du  problème.  Tâchons  donc  de  déter- 
miner successivement  ces  trois  parts. 

Puisque  x désigne  le  bien  du  père , x — a est  ce  qui  reste  après 
qu’on  a retranché  a ; ainsi  l’on  a pour  la  part  du  premier  enfant , 


■ , ou , réduisant  en  fraction , 


an  -+-x — a 


. irt  part. 


Pour  former  la  seconde  part , il  faut  retrancher  de  x cette  pre- 

..  . . (an- t-x — a)  , , . 

miere  part  et  la , ce  qui  donne  x — 2 a — - - , ou,  rédui- 

sant les  entiers  en  fraction  et  effectuant  la  soustraction  indiquée, 

nx  — 3 an  — x 4-  a 
; 1”  reste. 


Or,  la  seconde  part  se  compose  de  2 n plus  la  n‘imt  partie  de  ce 

, , nX—3an — x+a 

reste  ; on  a donc  pourcette  seconde  part , 2 a 4 ; , 

rv 

ou , réduisant  l'entier  en  fraction , 

ion7  4-  nx  — 3an  — x 4-  a 


.2'  part. 


Si  l’on  retranche  de  x les  deux  premières  parts  et  3a,  il  vient 

(an  —f—  x — a)  (aan1 4-»x — 3an  — x 4-a) 
n n7  ' 


: — 3a 


ou , réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant , 
n7x  — 6an!  — mx  4-  4 an  + x — a 


La  3e  part  est  3a  - 


** 

n7x  — Gan7  ■ 


2' reste. 


■ 2/1. 1.  4-  \an  4-  x — a 


3 an 3 4-  n7x  — Gan7  — 2 nx  4-  4 an  4-  x — a 


. 3*  part. 


5. 
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fi8 

Or,  d'après  l’énoncé,  le  !)ien  du  père  se  trouve  entièrement 
partagé.  Donc,  la  différence  entre  x et  la  somme  des  trois  parts 
doit  être  égale  à zéro  ; ce  qui  donne  l'équation 

(art -4- J — a)  (inn'-h  nx — 3 an — .r-t -a) 

n n 

(3<taJ  -t-  «’.r  — fir/w1  — 2//.r  -f-  \an  x — il) 
n' 

Effectuant  toutes  les  operations  indiquées,  on  trouve  enfin 
_ finir  — toatt 1 -+-  5an  — a o(6 a1  — ion1 -t-  5a  — l) 

n'  — 3«’  H-  3n  — i n ‘ — 3it*  -t-  3a  — i 

, On  peut  obtenir  une  équation  etun  résultat  plus  simples,  d’a 
prés  la  remarque  suivante  : Dire  que  la  part  du  troisième  enfant 
se  compose  de  3a  , plus  la  niimr  partie  de  ce  qui  reste , et  que  le  bien 
est  alors  entièrement  partage,  c’est  dire  que  le  troisième  enfant  n'a 
que  la  somme  3a , et  que  le  reste  dont  on  vient  de  parler  est  nul. 
Or,  on  a trouvé  pour  l’expression  de  ce  reste  , 

n'x  — fiait1  — inx  -4- \an  -t-  x — a 

Ce  reste  égalé  à zéro  donne , abstraction  faite  du  dénominateur, 
n'x  ■ — finit1  — mx  -4-  j«a  -4-  x — a = o ; 

, tian* — ânn  -4-  a a (6a1  — 4 a-4-l) 

d ou  xz=  — = — . 

a1  — i.n  - f-  i n — in  -f-  i 

Pour  prouver  Y identité  numérique  de  cette  expression  avec  la 
précédente,  il  suffirait  défaire  voir  cpie  la  seconde  provient  de  la 
première  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  supprimé  un 
facteur  commun.  Or,  si  l’on  applique  aux  deux  polynômes 
a (6a3  — i on1  -4-  5a  — i ) et  a3  — 3a*  -t-  3a  — i , le  procédé  du 
plus  grand  commun  diviseur  (n"  il),  on  reconnaît  que  n — i est 
facteur  commun , et  en  divisant  les  deux  termes  de  la  première 
expression  par  ce  facteur  commun  , on  retrouve  la  seconde. 

Ce  problème  est  propre  à faire  \oir  aux  commençants  l’impor- 
tance qu’on  doit  attacher  à saisir  dans  l'énonce  d’une  question 
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lotîtes  les  circonstances  qui  |>euvent  faciliter  la  formation  de  l’équa- 
tion  ; autrement  ou  court  le  risque  de  parvenir  à des  résultats  plus 
compliques  qu'ils  ne  devraient  l’étre. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à former  successivement  les  ex- 
pressions des  trois  parts , sont  les  conditions  explicites  du  problème 
proposé  ; et  la  condition  qui  a servi  il  déterminer  l’équation  la  plus 
simple  du  problème,  est  une  condition  implicite , qu’un  peu  d’at- 
tention asufli  pour  faire  reconnaître  comme  comprise  dansl’énoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts,  il  suffiraitde  mettre  pour  x 
sa  valeur  dans  les  expressions  que  l’on  a obtenues  ci-dessus. 

Appliquons  à un  exemple  la  formule  n = ^ ‘ — - . 

n‘  — 2/1  -+-  1 

a — i oooo ,"  n = 5 ; 


Soit 
il  vient 

ioooo(Gx25 — 4x5 -f- 1)^_  ioooox  1 3i 

25  — IO-f-1  iti 


î 3 i oooo 


ib 


Vérifions  l’énoncé  sur  cet  exemple. 

Le  premier  eufant  doit  avoir 

81875  — ioooo 
10000  -t-  — - , ou 


24375. 


II  reste  donc  81875  — 24375 , ou  57500  , à partager  entre  les 
deux  autres  enfants. 

. , , . . 575oo  — 20000  „ 

Le  second  doit  avoir  20000  H — - — - ^ , ou  27300. 

Il  reste  donc  — 27500,  ou  3oooo , pour  le  troisième  en- 

fant. Or,  3ooooest  le  triple  de  10000  ; donc  la  solution  est  vérifiée. 

Ou  peut  donner  de  ce  meme  problème  une  solutiou  moins  di- 
recte , mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elle  est  encore  fondée  sur 
cette  remarque,  que  quand  on  a. soustrait  3a  des  deux  premières 
l>arts , il  ne  doit  rien  rester. 

Désignons  par  r,  r',  r",  les  trois  restes  dont  il  est  question  dans 
l’énoncé  ; les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont 
r r ' 

fl  - 1-  , 277  H , 

ti  n 
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Or,  i°.  d’après  l’énoncé , on  a évidemment  r"  = o. 

Ainsi  la  troisième  part  est  3 a. 

• , r' 
2°.  Ce  qui  reste , lorsqu’on  a donné  au  second  enfant  2 a -f-  —, 

, ..  . . , r'  (a — i )r' 

peut  être  représente  par  r' ■j,  ou  v — . 

n n 

D’ailleurs  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part  ; ainsi 
l’on  a 

(jLZHK  = 3a;  d.où 

a n — i 

Donc  , la  part  du  second  est  2a  4 — . n _ 2fl  _) — (*)r 


ou , simplifiant , 


2aa  4-  a 
a — i 


3°.  Ce  qui  reste,  lorsqu’on  a donné  au  premier  a 


r 

~ 9 

n 


est  exprimé  par  r — - ou  — — . D’ailleurs , ce  reste  doit  re- 

n n 

présenter  la  somme  des  deux  autres  parts.  On  a donc 

(n — i)r  „ 2an  -h  a 5 an — 2a 
- — — 3a  ■+■  


d’où 


ou  r — 


H 

San  — 2 a 
n — i 


X 


n — i n — i 

n 5 an'  — 2 an 


{«—>)’ 


Ainsi  la  première  part  est 


San'  — 2an  San  — 2 a 

: rr—  : n = a 4 


(«—O’  ' («—')’  • 

5 an  — 2a  an 1 4-  3 an  — a 


a5 — 2 a-f- 1 a’  — 2a  4-  i 

On  obtient  donc  enfin  pour  le  bien  total , 


3a  - 


2 an  4-  a aa1  -f-  3 an  — a 

a — i a’  — 2a  4-  i ’ 


(*)  Le»  deux  point»  : employé»  ici , marquent  la  division  de  — par  n 
(i >ayet  n°  8). 
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ou,  prenant  n-  — 2 n -t-  1 pour  dénominateur  commun, 

3a  («*  — 2/1  4-  l)-+-  (2an  4-  a)  (n  — 1)4-  an'  4-  3a«  — a 


n 1 — 2/j  4-  1 


puis , effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

6an 1 — 4 an  "+"  a a (6/J1  — 4"  •+■  1 ) 


/i1  — 2n  4-  1 


(n  — 1 )’ 


résultat  obtenu  ci-dessus. 

Cette  solution  est  d’ailleurs  plus  complète  que  la  precedente, 
puisque  l’on  a obtenu  en  même  temps , et  le  bien  du  père , et  les  ex- 
pressions des  trois  parts. 

49.  Cinquième  problème.  — Un  père  ordonne  ]>ar  son  testa- 
ment que  Vaine  de  ses  enfants  aura  sur  son  bien  une  somme  a , 
plus  la  /?''"*  partie  du  reste;  que  te  second  aura  une  somme  2a, 
plus  la  n'imt  partie  de  ce  qui  restera  après  qu'on  aura  retranché  la 
première  part  et  2a  ; que  le  troisième  aura  une  somme  3a , plus  la 
n'*"" partie  du  nouveau  reste;  et  ainsi  de  suite.  On  suppose  d'ail- 
leurs que  tous  les  enfants  soient  également  partagés.  On  demande 
le  bien  du  père , la  part  de  chacun  des  enfants , et  le  nombre  des  en- 
fants ? 

Ce  problème  a cela  de  remarquable , que  son  énoncé  renferme 
plus  de  conditions  qu’il  n’en  faut  pour  trouver  les  valeurs  des  in- 
connues. 

Soit  x le  bien  du  père,  x — a exprime  ce  qui  reste  après  qu’on 
a prélevé  la  somme  a.  Ainsi  la  part  de  l’aîné  est 


. 1^  part  . 


Retranchant  de  x cette  première  part  et  2a,  on  obtient 


x — 2 a • 


(a/i  4-  x — a) 


ou 


nx 1 — 3 an  — x 4-  a 


dont  la  a''*"  partie  est 


; — 3a/i  — x 4-  a 
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Ainsi , la  part  du  second  enfant  est 

nx — Sari — x-ha  lan'+nx — San — x-t-a 

2a  q , ou — 2'  part- 

«’  « 

On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts  ; mais  , 
puisque  toutes  les  parts  doivent  être  égales  , il  suffit , pour  former 
l’équation  du  problème,  d’égaler  les  deux  premières  parts,  ce- qui 
donnel’équation 

an  -f-  x — a 2 an’ 4-  nx  — San  — x -H  a 


d’où  l’on  tire  x = an ! — i.an  -H  a. 

Substituant  cette  valeur  de  x dans  l’expression  de  la  première 
an  H-  anJ  — a an  -f -a  — a 

part , on  trouve  , 

, , . an1  — an  , . 

ou  réduisant , = an  — a — a (a  — i ); 

n 

* 

et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  en  divisant  le  bien 
total  par  la  première  , on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre  des 

enfants  : ainsi , — 20/1  -+•  a n — désigne  le  nombre  des 

an  — a 

enfants. 

Bien  du  père . . .an'  — 2 an  ■+-  a ou  a (n  — I )’  ; 

Part  de  l'aine  et  de  chaque  enfant . . . a [n  — 1 ) ; 

Nombre  total  des  enfants n — 1 . 

Il  reste  maintenant  à savoir  si  les  autres  conditions  du  problème 
sont  satisfaites;  c’est-à-dire  si , lorsqu’on  donne  au  second  2a  plus 
la  a1*"*  partie  de  ce  qui  reste , au  troisième  3a  plus  la  nl>mf  partie 

de  ce  qui  reste, , la  part  de  chaque  enfant  est  en  effet 

a(n—  1), 

Or,  la  différence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part  t tan* 
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a(n — i)'  — a(n — i),  la  part  du  second  doit  être 

aln — 1 )! — aln  — ») — 2 a f.aln — 1 — 1 )’ — aln — 1 ) 

la  H — - - ou  — i : - '■ , 

n n 

ou  réduisant, 

a(n — i)-|-a(/» — 1)> 
n 

ou  bien  enfin , 


, ou  bien , 


a (11 — 1)  (i+«  — 1 ) 


«(«—')■ 

De  même,  la  différence  entre  a(n  — 1 J2  et  les  deux  premières 
parts  , étant  a ( n — î)1  — 2 a (n  — 1 ) , la  part  du  troisième  doit  être 
a(n — l)’ — 2«(w  — 1) — 3a 

Sa  H : , expression  qui , étant  réduite, 

devient  encore  évidemment  — ^n. li- 

n 

et  par  conséquent , a(n — 1). 

En  général , on  aurait  pour  la p'imt  part ,/ 

r , a{n  — xy—(p—i)a(n—i)—pa 
n 

....  /ifli/i  — i)  + a(n  — t)»  — (/i— i)a(a  — !) 


aln  — 1 ) -+-  a (n  — 1 )’  , . 

0,1  — -,  ou  bien,  a (n — 1). 

Donc  definitivement , toutes  les  conditions  du  problème  sont 
remplies. 

§ II.  — Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré 
à deux  ou  plusieurs  inconnues. 

150.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  ren- 
fermassent dans  leur  énoncé  plus  d’une  inconnue,  nous  sommes 
parvenus  à leur  resolution  en  employant  un  seul  caractère.  Cela 
tient  à ce  que,  d'après  les  conditions  de  l’énoncé,  nous  pouvions 
facilement  exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  carac- 
tère ; mais  il  n’en  est  pas  de  même  dans  tous  les  problèmes  où  il  y 
a plus  d’une  inconnue. 
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Pour  savoir  comment  on  doit  s’y  prendre  pour  résoudre  ces 
sortes  de  problèmes,  reprenons  d’abord  quelques-uns  de  ceux  qui 
ont  été  déjà  résolus  à l’aide  d’un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  a et  la  diffé- 
rence b?  — (C’est  le  problème  n"  4 ) 

Désignons  les  deux  nombres  cherchés  par  x et  y ; on  a , d’après 

„ . . . . I x -(-  r = «, 

I énoncé , les  deux  équations  { , 

\x—y  = b. 

Or,  en  principe,  si , à deux  nombres  égaux  A et  B , on  ajoute 
respectivement  deux  autres  nombres  égaux  C et  D,  les  résultats , 
A-f-C  et  B-t-D,  sont  égaux;  c'est-à-dire  que,  si  l’on  a les  équa- 
tions A = B et  C = D , il  en  résulte  A + C = B + D. 

De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres 
nombres  égaux  , les  restes  sont  encore  égaux  ; c’est-à-dire  que  des 
deux  égalités  A = B et  C = D,  on  déduit  encore  A — C=B  — D. 

Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème 
proposé. 

On  trouve  en  les  ajoutant ax  = a -t-  b , 

et  en  retranchant  la  2'  de  la  1 ’* iy  — a — b . 

Chacune  de  ces  équations  ne  renfermant  plus  qu’une  seule  in- 

...  ..  a b 

connue , on  tire  de  la  première , x ■ 


et  de  la  seconde  , 

En  effet,  on  a 
a+b  a — b 


X = 


a 

a — b 


la 


et 


ari-b  (n — b ) ib ^ 


Soit  encore  repris  le  problème  de  l’ouvrier  (n"  47),  en  ne  consi- 
dérant que  l’énoncé  général. 

Soient  x le  nombre  de  jours  de  travail , el  / le  nombre  de  jours 
d’oisiveté;  ax  et  by  expriment  respectivement  la  somme  que  l’ou- 
vrier doit  recevoir  pour  les  jours  de  travail , et  celle  qu’on  doit  lui 
retenir  pour  les  jours  d’oisiveté. 

Îx+  y = n, 
ax  — by  = c . 
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Or,  on  sait  (n°  45)  qu’il  est  permis  de  multiplier  les  deux 
membres  d’une  équation  par  un  même  nombre , sans  que  l’égalité 
soit  détruite;  ainsi,  l’on  peut  multiplier  les  deux  membres  de  la 
première  équation  par  b,  coefficient  de  / dans  la  seconde;  et 


'il  vient bx  -f-  by  = bn , 

équation  qui , combinée  avec  la  seconde,  ax — byz=c , 


donne  par  addition,  b x 4-  ax  = bn  4-  c ; d’où  x = - — • 

Multipliant  de  même  la  première  par  a,  coefficient  de  x dans  la 

seconde,  on  a ax-\-ay—an, 

équation  qui , combinée  avec  la  seconde.  ......  ax  — by  = c. 


donne  par  soustraction  , (a  -+■  b)  y = an  — c ; d’où  y = 


L’introduction  d’un  caractère  pour  représenter  chacune  des  in- 
connues dans  les  deux  problèmes  précédents,  offre , sur  la  solution 
qui  a été  donnée  précédemment , l’avantage  de  faire  connaître  les 
deux  nombres  cherchés,  indépendamment  l’un  de  l’autre. 


ELIMINATION. 


51.  Soient  maintenant  les  deux  équations 


5x +7^=43, 
1 «•r+9/=69* 


qu’on  peut  regarder  comme  la  traduction  algébrique  de  l’énoncé 
d’un  problème  à deux  inconnues. 

Si , dans  ces  deux  équations,  l’une  des  inconnues  était  affectée 
du  même  coefficient,  on  pourrait,  par  une  simple  soustraction 
former  une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  plus  que  l’autre 
inconnue , et  de  laquelle  on  tirerait  la  valeur  de  cette  inconnue. 

Or,  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  9,  coefficient  de  y dans  la  seconde,  et  les  deux  membres 
de  la  seconde  par  7,  coefficient  de  y dans  la  première,  on 


obtient  par  cette  double  multiplication 


i 45x  -)-  63/ = 387 , 
] 77x4-63/ =483, 


équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières,  et 
dans  lesquelles  / est  affecté  du  même  coefficient. 
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Retranchons  donc  la  première  de  res  deux  équations  de  la  se- 
conde ; il  vient  32x  = <)6,  d’où  x = 3. 

Pareillement,  si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière par  1 1 , coefficient  de  x dans  la  seconde , et  les  deux 
membres  de  la  seconde  par  5 , coefficient  de  x dans  la  première,  ' 

on  forme  les  deux  nouvelle?  équations  j 55x4-77/  47^1 

' 55x-t-45j=345, 


qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  équations  proposées,  et 
dans  lesquelles  le  coefficient  de  x est  le  même. 

Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  pre- 
mière, on  trouve  32/  = 128,  d’où  / = 

Ainsi , x = 3 et  r = 4 sont  les  deux  valeurs  de  x et  de  / propres 
à vérifier  l’énoncé  de  la  question.  En  effet,  l’on  a 

i0.5x34-7x4=,5-t-28=43;2°.  1 1 x3+qx4=33-t-3ti=6g. 

L’opération  qui  vient  d’être  exécutée,  et  au  moyen  de  laquelle  on 
obtient  les  valeurs  des  inconnues , propres  à satisfaire  à des  équa- 
tions données,  est  connue  sous  le  nom  d’ élimination  , parce  qu’en 
effet  elle  consiste  à chasser  l’une  des  inconnues  par  des  transfor- 
mations permises  que  l’on  exécute  sur  les  équations  proposées. 

La  méthode  précédente  a beaucoup  d’analogie  avec  la  réduction 
des  fractions  au  même  dénominateur  ; aussi  est-elle,  comme  cette 
dernière  opération  , susceptible  de  quelques  simplifications. 
Soient  pour  nouvel  exemple  les  deux  équations 

8x  — 2 1/  = 33, 

6x  4-  35/  = 177. 

Pour  rendre  les  deux  coefficients  de  / égaux , remarquons  que  2 1 
et  35  ont  un  facteur  commun  7 ; il  suffit  donc  de  multiplier  la 
première  équation  par  5 et  la  seconde  par  3;  ce  qui  donne  les 

, ,,  . t 4ox  — io5/  = i65, 

deux  nouvelles  équations  < ' . 

( iBx  4-  io5/  = 53 1 , 

équations  qui,  ajoutées  cuire  elles,  donnent 

58x  = 696,  d’où  x = t2. 
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Pareillement,  les  deui  ■oefïicienls  de  x renferment  le  facteur 
commun  2;  ainsi,  il  sutlit,  pour  tendre  ces  deux  coefficients 
égaux,  de  multiplier  la  première  par  3 et  la  seconde  par  4>  ce 

a4.r  — 63  v = 99, 

24-r  4-  14 ojr  = 708. 

Retranchant  la  première  équation  de  la  deuxième , on  trouve 
2o3 'y  = 609,  d’où  y = 3. 
y.  B.  — Il  est  très-important  de  reconnaître  si  les  coefficients 
ont  des  facteurs  communs,  puisque,  dans  ce  cas,  on  a des  calculs 
plus  simples  à effectuer. 

Soient  pour  troisième  exemple  les  équations 

2jc  y u 3v  1 

3^2  4 1 2 

y x 1 

7 hî  = ? 2X  4-  b. 

62  6 


Il  faut  d'abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  d'après  la 
règle  (n“  44)  et  l’on  obtient  ainsi  les  deux  équations 

8x  — 48  -+-  6/  -+-  1 2,r  = 96  — gj-  4-  1 , 
y — 3j-  -(-  12  — 1 — 12x4-36, 


ou  réduisant 


• I 


ou  bien 


4x  4-  3 y = 29, 


aox  4- i5y=  i45, 

gr  -+-  y=  25,  \ gr  4-  y = 26. 

Multipliant  par  3 la  seconde  équation , et  retranchant  du  résultat 
la  première,  on  trouve  ?.3x  = 46;  d’où  x = a.  Mais  on  a d’ailleurs 
y — 0.5  — gx  ; donc  y = 25  — 9X2  = 7. 


82.  Considérons  actuellement  le  cas  de  trois  équations  à trois  in- 
connues. 

!5x  — Gy  4-  4*  = <5, 

7X  4-  4r  — 3 z = ig, 

2x  4-  y 4 6i  = 46. 

Pour  éliminer  z entre  les  deux  premières  équations , il  faut  mul- 
tiplier la  première  par  3 et  la  seconde  par  4 * puis  ajouter  les 
deux  résultats  (puisque  les  coefficients  de  z sont  de  signes  con- 
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traires) , ce  qui  donne  pour  nouvelle  équa- 
tion   fox  — Jv  = 121. 

Multipliant  la  seconde  équation  par  2 
(l’un  des  facteurs  du  coefficient  de  z dans 
la  troisième),  et  ajoutant  le  résultat  avec  la 
troisième,  on  a i6x  -t-  cy  — 84- 

La  question  est  donc  ramenée  à trouver  d’abord  les  valeurs  de  x 
et  de  y,  propres  à satisfaire  à ces  nouvelles  équations. 

Or,  si  l’on  multiplie  la  première  par  9,  la  seconde  par  2 , et 
qu’on  ajoute  les  deux  résultats,  on  trouve 

419X  = <257;  d’où  l’on  tire  x = 3. 

On  pourrait,  à l’aide  des  deux  équations  en  x et_v,  déterminer 
y comme  on  a déterminé  x ; mais  on  parvient  plus  simplement  à 
la  valeur  de  y,  en  observant  que  la  dernière  de  ces  deux  équations 
devient , lorsqu’on  y met  pour  x sa  valeur, 

48  -H  9/  ==  84,  d’où  l’on  tire  y = — — = 4- 

De  même,  la  première  des  trois  équations  proposées  devient, 
lorsqu’on  y remplace  x et  / par  leurs  valeurs, 

i5  — 24  +4  * ==  >5*  d’où  z = ~ = 6. 

En  général,  soit  un  nombre  m d’équations  à pareil  nombre 
d’inconnues.  Pour  trouver  les  valeurs  des  inconnues,  combinez 
successivement  une  quelconque  des  équations  avec  chacune  des 
(m  — 1)  autres,  de  manière  à éliminer  la  même  inconnue ; vous 
obtenez  ainsi  (m  — 1)  nouvelles  équations  renfermant  (m  — 1) 
inconnues  sur  lesquelles  vous  opérez  comme  sur  les  équations  pro- 
posées ; c’est-à-dire  que  vous  éliminez  une  nouvelle  inconnue  en 
combinant  l’une  de  ces  nouvelles  équations  avec  les  (ra  — 2)  autres, 
ce  qui  donne  (m  — 2)  équations  ren  fermant  (m  — 2)  inconnues. 
Continuez  cette  suite  d'opérations  jusqu'à  ce  qu’ enfin  vous  par- 
veniez à une.  seule  équation  qui  ne  renferme  plus  qu’une  inconnue, 
et  de  laquelle  vous  tirerez  facilement  la  valeur  de  cette  inconnue. 
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Après  quoi,  rr montant  t/c  proche  en  proche  jusqu’à  l’une  des 
équations  proposées,  vous  déterminez  successivement  les  valeurs 
des  autres  inconnues. 

35.  La  méthode  d'élimination  que  nous  venons  d’exposer  est 
connue  sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  par  soustraction, 
parce  qu’en  effet  on  parvient  à chasser  les  inconnues  par  des  ad- 
ditions et  soustractions , après  avoir  toutefois  préparé  les  équa- 
tions de  manière  qu’une  inconnue  soit  affectée  du  même  coefficient 
dans  toutes  les  deux. 

11  existe  encore  deux  autres  méthodes  principales  d’élimination. 
La  première,  appelée  méthode  par  substitution,  consiste  à tirer 
de  l’une  des  équations  la  valeur  d’une  inronnue  , comme  si  les  an- 
tres étaient  déjà  déterminées,  et  à substituer  cette  valeur  dans  les 
autres  équations,  ce  qui  donne  lieu  à de  nouvelles  équations  qui 
renferment  une  inconnue  de  moins,  et  sur  lesquelles  on  opère 
comme  sur  les  équations  proposées. 

La  seconde,  appelée  méthode  par  comparaison,  consiste  à tirer 
les  valeurs  d’une  même  inconnue , de  toutes  les  équations,  et  à 
égaler  ces  valeurs  deux  à deux;  ce  qui  donne  nécessairement  lieu 
à de  nouvelles  équations  renfermant  une  inconnue  de  moins,  sur 
lesquelles  on  opère  comme  sur  les  équations  proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n’offre  pas  la 
méthode  par  addition  et  soustraction,  c’est  de  donner  lieu  à de 
nouvelles  équations  renfermant  des  dénominateurs  qu’il  faut  en- 
suite faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  la  mé- 
thode par  substitution,  toutes  les  fois  que  l’une  des  inconnues  a 
un  coefficient  égal  à l’unité  dans  l’une  des  équations,  parce  qu’a- 
lors  l’inconvenient  dont  nous  venons  de  parler  n’a  plus  lieu.  Nous 
aurons  quelquefois  occasion  de  l’employer.  Mais,  en  général,  la 
méthode  par  addition  et  soustraction  est  préférable  ; elle  présente 
d’ailleurs  cet  autre  avantage  que , si  les  coefficients  ne  sont  pas 
trop  grands , on  peut  faire  l’addition  ou  la  soustraction  en  même 
temps  que  la  multiplication  qui  tend  à rendre  les  coefficients  égaux. 

114.  Il  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renferment 
pas  toutes  les  inconnues  à la  fois.  Dans  ce  cas,  avec  un  peu  d’a- 
dresse, l'élimination  se  fait  trés-promptement. 
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Soient  les  quatre  équations  à quatre  inconnues. 


ax  — 3 y -I-  az  = 1 3 ( I ) , 

4 u — ax  = 3o (a), 

4/  -+-  az  = i4 (3), 

5 y 4-  3u  = 3a (4). 


En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations,  on  voit  que  l’élimination 
de  z entre  les  équations  (i)  et  (3)  (Jonnera  une  équation  en  x et/  ; 
et  si  l’on  élimine  u entre  les  équations  (a)  et  (4),  on  obtiendra  une 
seconde  équation  enxety;  ces  deux  dernières  inconnues  peu- 
vent donc  être  déterminées  aisément.  D’abord  , l’élimination  de  z 
entre  (i)  et  (3)  donne  7/  — ax  = 1; 

celle  de  «,  entre  (a)  et  (4),  donne  aoy  4-  6x  = 38. 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations  par  3 , et 

ajoutons;  il  vient. ...  = 4' 

d’où 

Substituant  cette  valeur  dans  7 y — ax  = 1 , 

on  trouve 

Reportons  la  valeur  de  x dans  l’équadon  (a)  ; 

il  en  resuite  4“  — 6 = 3o  ; d’où 

Enfin , la  substitution  de  la  valeur  de  y dans 
l'équation  (3)  donne 

Nous  proposerons  , pour  exercice  , les  cinq  équations  suivantes  : 

7X — az4-3«t=  17  \ qui  donnent  pour  valeurs  des 
4/ — az-4-  t—  1 1 j inconnues, 

5/  — 3x — aa  = 8 \ x = a,  y = 4,  *=  3,  w = 3,  r = 1. 
4y  — 3«  4-  it  = 9 i 
3z  4-  8«  = 33  1 


K8  Dans  tout  ce  qui  précède , nous  avons  supposé  le  nombre 
des  équations  égal  au  nombre  des  caractères  employés  pour  dési- 
gner les  inconnues.  Il  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème  à pJu- 
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sieurs  inconnues,  pour  quil  soit  détèrmi/ui , oîest-à-dire  pour 
«’!"'•*  ii’adiurttc  pas  uni’  infinité  de  Solutions. 

En  "effet  ; «supposons , par  exemple,  cm,Hn  problème  à deux 
connues  jj,,  /,  conduise  à l’équation  uniqpe  “îr—  — j 5 . 


inconnues 

on  en  déduit  .x  :±  - - — - * 
.4  5 % 


Or.’si  l'on  fait 


r ~ «’ . 


3,  T, 


il  en  résulte 


q ü 

’ 54  5 ’ 


H 

T’ 


V. 

5 ’ 


successivement 

tik  *' 

o,. . . , 

alw  V - 
. _^Ê.  ♦ % 

IZ  t M? 

6 ; 


et  tous  les  systèmes  de  valeurs 


» * 


/ r , u , *■  v »? 

(x=  3,  jr  . - 

mis  pour  .rety  dans  l iquation , y satisfont  egalement.  ’ • 

Si  l’on  avait  deux  équations  a trois  inconnues,  on  pourrait 
d’-abord  éliminer  f une  des  iuconuncs  à l’aide  5*  équations  prô- 
po£ées;  et  l'On  parviendrait  uinsi\\  une  équation,  qui , renfermant 
«leux  inconnues,  pourrait  çtre  satisfaite  pur  une^infinite  dofystè- 
mes  tle^  valeurs  prises  pour  ces  inconnues;  <i"0ù  l’on  deduirap 
égalerait  .mt^jÏMSS  ^Ssi^ill|nyon^i^ 

Donc,  en  général,  pour  qu'un  problème  soit  (létcrniinc,\\  faut 
que  son  énoncé  renferme  tin  nombre  do  conditions  diff.'rtfntesi'au 
moiVis  égal  à’teluj.  des  inconnues,  |et  queues  condip'oits  puissent 
être  exprimées,  chacune  pur  une  équation.  AU  reqfe i nous  rejien- 
«Irons,  plus  Için  sur  h»  .questions  qui  donnent  lieu  à un  nombre 
d’équations  cssentirlldnrrit  rùjjr  rentes,  •mmudraque  celui  dis 
connues^  m v . .V» 

150.  Passons  a'Ia  résolution  de  nouveaux  problèmes’;!  deux  ou 
un  plus  grand  npmlire  d’inconnues. 

* * ê ' w *4 

Sixième  problème. t Une  personne  ^-possède  un  capital  rit’ 

3o  ooo  fr.  qu  'elle  fait  valoir  à un  certain  intérêt  ; ruais  cite  doit  un 0 
sommrUe  go  ooo/?.  dont  elle  paye  un  certain  intérêt  dijférau  du 
premier:  rtntériSt  qu’elle  retire  surpasse  celui  qu'elle' paye , de 
8oo/r.  — Une  seconde  personne  possède  35  ooo  fr.  qu'elle  fait  lut- 
toirau  second  taux  d'intérêt  ; mais  die  doit  une  somme  de  2$  ooo  Jt. 
dis.  B.,  9*  éd.  <j 
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dont  elle  pqyeyl'Mtètft'll'iSrès  K* premier  tditx  l’mtrnU  qu  ’elb 

retire  surpassa  celui*/]  ti’c/lc  paye , de  3lo  fr.  On  demande  les 


fr. 

faut 


ou  Joox. 


deiur  taïucld’iutèrel ? 

Solution.  Soient  * et  y les  deux  taux  d’intérêt  pour  100 
Pour  pbtefir l’intérêt  de  3oooolr.  au  tauxdésigné  pai  x,  il  I 

' J Ç ‘ ■ *.  ..  3oooox 

établir  la  proportion  100  : r Joooo 

On  olÿiendra  de  même , pour  l’intérêt  de  20000  fr.  au  taux 

désigné  par  y , ?°-°°-  ou  200/.  Mais , d’après  l’énoncé , J’excès  • 

iln  premier  intérêt  sur  le  second  est  égal  à 800  fr.  On  a donc  pour 
première  équation  du  problème  ^ ^ 

36ox  — aoor  = 800 

y » % æ ■ W ♦ * • 

En  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  du  pro- 
blème , on  parviendrait  à la  nouvelle  équation 
35o/  — 240X  = 3 10. 

w <•  ^ 4 | "L  ,j# 

Maintenant , les  deux,  membres  de  la  première  équation  étant 
divisibles  par  10O,  “et  ceux  de  la  seconde  par  10, "on  peut  rem- 
placer les  deux  équations  par  celles-ci  : 

. . • 35/—  a4x|^^K^ 

Pour  ébminer  x,  multiplions  la  première  équation  par  8',  et 
ajoutons;  il  vienï  ' igj*®  9-*  > ^ 0‘' T ~ •-4^  . 

Remplaçant  y par  survaleur  dans  la  première  équation  , l’on 

trouvPVf.  'W—  fr 

Ainsi , le  premieé  taux  est  6 pqur-4  et  le  second  3.*  * ’ 

En  effet,  **r,  1 t 9 * ' 

3o  000  fr.  placés  à 6 p 4»  donnent  3oo'x6  ou  1800  fr 

joom.'*.  +.  k.  * à 5f.  • ■ donnent  200  ^5  ou  . topo, 

et  l'on  a » 1800  — 1 000  ='800. 


• • # • 

t)n  vdjfierait  de  même  la  seconde  condition. 
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87.  Voici  les  énonces  de  nouveaux  problèmes  ‘à  Une  et  à 
plusieurs  inconnues,  sur  lesquels  nous  engageons  les'conimen- 


cants  à s’exercer.  > 

Septième  pitarali  — /7n  ouvrier  peut  faire  un  ccrtaifi  Au- 
vriige  exprimé  par" a,  dans  un  temps  exprimé  par  b;  un^econd 
ouvrier,  l'ouvrage  c dans  un  temps  d ; un  troisième,  l’ouvragée 
dans  un  temps  f.  On  demande  quel  temps  il  faut!  dtSfÇmis 
ouvriers,  travaillant  ensemble , pour  faire  l'ouvragé  g?  * ' • 

, t i.  4 n v 

bdSs  «,  V 

adf  -3-  bef  -f-  Ode 


Réponse.* 


(On  peut  prendre,  pour  fixer  les  idées,  le  mètre  pour  urtifé 
d’ouvrage ,'  et  Iç^our  pour  unité  de  temps.)  ^ * 

ilrr,.  I 


Application ...  a = 27  b =§4  /«*"';  c = 35*;  ê — 40“; 

y = 1 2>\  'g1";  on  doit  tmuver-x  =z  1 21 J 

Huitième  problème. — (7«  a de  l'cauxde  incr^  tfUL  sur  32 
kilogrammes , 'contient  , ki/og.  de  ski. — ICornbiin  fauf-il  ajouter 
d’eau  douce  à c'es  3a  hilog.  pour  qtief  sur,  3?’[Àilog.„du  nèftlveau 


A J 

mclahgç , la  quantité  de  sel  soit  réduite  à - de  kilogramme  T 
(Rép.^aïf/  •)  . 


Oh  de- 


Nf.uvièmf  problème.  T-^ÏJne  montre  marque  rhim.y-*  un  ne- 

’ n*-  v » ^ sjt*  * ar*5  * - . «t,  » % 

mande  combieq  de  fois  les  àiguilfrs  des  5 heures  ‘ef  des  minute v 
«•  rencontreront  depuis  midi  Justin  'à  minuit,  et  a quelle  heure 

/*  t 'Jh  4 • **  ^ )b  t 

se  fera  chaque  rencontre  A * « ■ ” 

(Rép.  Nombre.'  des  rencontres;  1 1 ; «1 7 rentoptre i*  5j  -A.  ; 

2'  renotmtré,  à’»*  10*^4}  a 3*  16*  ./}  J 0%  a *o* 5^™  7‘7  J 

1 i*,  à minuit).  v * . M _ h ’ * ? . 

Dixième  problème.  1 — Un  \npmhrr.  cit  composé  de  trois  chif- 
fres. Lafsnmnic  J des  -chiffres  e«  11  y .Ve  chiffre  des  unités  est 
double  de  celui  des r*  centaines  et  quand  on  ajoute  oe)”  à >ce 
nombre,  qp  obtient  une  somme  qui  est  le  nombre  renversé. 
— Quel  est  le  nom  br>  qui  jpuit  de.  cette  propriété? . . . (Uc  p.  326.  ) 


« 4 4 * ” 9- 

K .problème.  — Une  p.crsoQnc  qui  possède  10000 ofr. 
iloir%.  une  partie  à 5 pour  {•  eKl' autre  partie  à \ pour  ~ ; 


Omiième 
les  fait  valoir-,  . une  partit 


6. 


rV 
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elle  retire  pour  letuatiCSo  fr.  tf  intérêt  — On  demande,  les  deux 
pat 


le  retire  pour  Igkuut- 464°  fr.  f intérêt, 
irtfrs?.  * Rèp.  fif 6oOf  «ft,  3fiooof 


Douzième  probi.èmf,^—  Une  personne  possède , un  certain  ca- 
pital qu'elle  fait  valoir  à un  rçrtain  intérêt.  Une  autre  personne 
qw.jposMc  10000  fr.  de  plus  que  la  jireimèrc  , ■ et:,  qui  fait 
valoir  son  bien  de  i pour*  { plus  avantageusement  qu’pllçj , a 
un  fevenp  plus  grand  de  800  fr.  Une  troi  af-qir  personne  -qui 
possetfe*  lôooo */r.  de  plus  que  la  première, '"et  qui  fait  valoir 
sn'ù  bien  *de'  $ pour  {•  plus  avantageusement  qu’elle,  a un  rc- 
ecnu.pl us  grand  de  t5oo  fr . — On  demande  les  Liens  des  trois 
personncs*et  les  trois  taux  d'intérêt?  ■ • 

• jouîmes  placées  3oboof,  4000°f>  4^  ooof, 


“Taux 


x M- 


*5? 


m 


w 


$ 111.^-  PTnblèmçs .qui  donnent  lieu  à tics  rqsalltits 
nègatijf . *—  ffh toric  des  fjiuwliies  négatives. 

f?; L'emploi -de*  signes  algébriques  pour  résoudre  les  pro 
es  donne  souvent  lieu  à des  circonstances  singulières  qui 
. ethbarr  ..ssent  au  premier  'abord  ; mais  en,- y réfléchissant,, on 
parvient  h les  expliquer,  ot.inêmo  àien  tirer  parti  pour  généra- 
liser’ encore  davantage'  ^ langue  algébrique. 

Proposons-nous  cettc,prenrièrc  question  t^TrnuvcQ  un  notgbgr 
‘ qur ,‘*ajoute ,<ni  nombre  b,  donne  pour  Somme  la  nombre  a.. 
Solution.  Soit  «'  le  nombre  eberebé  ? on  a*  évidemment  jiour 
eouatiôn  a * ■*  * .. 

1 . g- 

\ fép  d 0,1  .*  ~ n '^4  ' 

Cette  expression  ou  formule  donnera  la  valeur  de  x.-daus"  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé. 

SOi»,  par  exemple,  a = , b—  2C);il  vient x—  47  — 10  ~ t B. 

Soit^cQqore  a b =s  3i  ;;  il  Vient  .r  = 24  — 1 » Si . 

Gomme  3 t'est  égal  à ?4  i+-  cette  expression ’de  .tapent  se 
mettre  Sous (t»wne,ar*=ao4 2^  on' réduisant,  x = — -7. 


Digitized  by  Google 


* TlftORIT.  UES  (JlUltTlTiSJlir.»IlVIS.  85 

Celle  valeur  obtenue  pour  x est  ce  qu’on  appelle  une  solution 
négativ t.O'Mais  comment  l'interpréter*? 

JEn  remontantà  l’énoncé  du  problème , on  voit  qu’il  est  impos- 
sible què  3t  augmenté  d’un  “autre  nombre,  donfic  pour  “somme 
24  ,*  nombre  plus  petit 'Vj’ue  3i.  Ainsi  , aucun,  nombre  ne  peut 
vérilier  l’énoncé,  dans  ce  cas  particulier.  Cependant , si,  3ans 
l'équation  du  problème ,’ 3 1 -t-.r==  on  met  à^la  pUf  du 
terme  -f-  .r , la  valeur  négative  — 7,  il  vient  3t  7“'==  ài, 
équation  exacte,  qui  -Veut  dire  que  lé  nombre  3i  diminué’dc  7 

ddnne  pour,différence  24-  * ^ f 

La  solution  négative  \ x =—  7 ^indique  donc  l’impossibilité 
désatisfaire  à l’éfionce  dtr  problème  dans  le  sens  où  il  a et?  éta- 
bli; tuais  en  considérant  cette  solution  indépendtfiînmént  lie' son 
■ c’est-à-dire  supposant  x = 7,  on  voit  tju’eJle  satisfait  à Te- 


11 H nom  un;  </ui  , njouic  a ai , nu  tua  fjuur  somme ^ ,’.en  ce  point  • 

seulement,  que  le  mot  ajouter  se  trouve  remplacé jpar  le  mot  re- 
jranchcr,  et  le  mot  somme  par  le  mot  différence.'* 

Si’l’on  veut  resotulre  la  nouvelle  question  directement ,'  il 
11"  a qu’à  poser  l'équation  ^ ^ * 

- , = ï4.  «r|  îi  — »4 

jSoit  encore  proposé  ce  problème  : Un  père  a un  nvmbrr\i 
d’jmnées ; son  fils  en  a un  nombri  b.  — j;  On  demande  dans^cq\i- 
byfi  d'nnrt<:çtLdge  du  fils  vera  le  i/aart  de  *1  lui  du  pèn\?  * • 

vÇTv > 

Solution.  ' 

^ -*■  — * i * » 7 < 


d’où 
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‘ 

— mt=  <>• 


1 i>t« 

-Ir*  ** 

Supposons**!  ^ î ••  vient  x 

Kn  effet,  le  pire  ayaut  actuelle ment  54  ans  c^le^jils.  g,  ditos 
6 ans  1<*  père  aura  fie»  ans  cl  son  fils  1 5 ; or  1 5 est  -égal  au  quart 
.leX;  auuc^/'sa6slâit:à;r|n^e. 

AvtJèlleineRt,‘jSiippoSousa='î5,  4— 15  ; il  vient"!  = - — j — . 

'•Cft*//  JwlE-iHlfr  4*m\  + 

■ ^)u  réduit,  cette,, evpirssion  à ta  — - —S,  en  effectuant  autant 
que,1* possible  la  soustraction  indiquée  par  \5 — 6o , ce  qui 
donne  £-^tl> , et  divisant, — i5j  par  3,  d’après  laTeglc  etabjie 
dt"  îlSlpourïa  division  algébrique.  Mais  comment  interpréter 

la*  WV<  ffÿojfve  y ■ •* 

Kciuuntoii.s  it  l’cquatiou  du  problème , ,(jui  j dan»  le  cas  parti- 

entier  , que  nbtis  considérons  , est  1 5 = — t-  Ellq  ren- 

Ternit  ù no.  contradiction  nuniteste  ; Cai  le  second  niembré*re- 

v jdfrjj^eune  de  tes  deux  parties  est  plus  petite 


que  chacune 'des  deux  partie*  du  premier  membre.  Mais  sL;R6ii 

, » -*sjS  . - - 4$H*> 

remplace  dans  I équation ,-i-jr  par — 5,  il  vient  , 


oit 


Î / *•  ^ ‘ ^ 

io*=^-r. équation  exacte,  qui  Wtft  dire  que  si,  au  lteurd’a- 

jqtiutr  un  certain  uritnbre  d'années  aux  deux  âges,  on  en  re- 
tranche*5  ans,  l’âge  du  fils  sera  lé  quart  de  celui  du  père.  Ainsi, 
la  solution  que  l'on  vient  de  trouver,  étant  considérée  indepen- 
damment  de  son  soigné,  satisfait  à ce, nouvel  énoncé  : Un  perd  H 
45  .ans , son  fils  en  (F.i5;  on  demande  à quelle  époque  l’Age  du 
/ils  <1  été  le  i/uart  fit  celui  du  pàre'?  ÿj  1 » 

* • v z 45  — x 

L’équation  de  ce  nouvel  énonce  serait  15  — * - — - — , 

d’où  l'on  tirerait  60—  4*  — 4^»  f'’  •*—  5- 

On  voit  eu  effet,  pour  peu  qu’on  réfléchisse  sûr  l'énonce 
du  prohlèioe , que  le  r.tpjtf>r?dc  l’âgè'jdn  fils  Jucelui  Su  père 

. v5  ' 1 7 * y 

étant  actuellement  T oui?*/  lfâ#f  du  fils  m;  peut  pltfs  devenir 

40  a 
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le  quart  de  relui  du  père;  mais  il  l’a  éfé  précadcilimynt , parce 
tjne,  comme  on  l'a  prouvé  (h°  K)  d'nncMuatùtsrc  générale , 
si  l’on  ajoute'  aux  deuxtermes  d’une  fraction  un  même  nombre , 
la*fraction  augmente' toujours  de  valeur.  Au  contraire,  elle  di- 
minue de  valeur  quand  on  retranche  un  même  nombre  de  'v 
chacun  de  ses  deux  tenues.  *’  *• 

{59.  F.n  nous  laissant  conduire  par  l'analogie,  nousqiouyon» 
établir  ce  ^principc^cnérar:  ( . ' ■ ' 

i rt  Toute ',vafeyr  négative trouvée  pour  iinronnae  .tj’uu.  pn’\ 
blême  du  premier  degré’,  indique  un  vice  ttan s le  stnf  ries  cou-  * 
ditlo/is  ileU  énoncé , ou,  tlu  moins,  dons  { équation  qui, eu  efi 
ta  traduction  nlgébriq «e.  ( T'oyez  la  remarque  du  miiXéro  KO.) 

a“  Ccfte  valeur,  abstraction  faite  de  son  signe , ' peut  être 
regardée^  romme  la  rt'pnnse  à un  problèrw’  ‘dont  Tepnnâé  ne 
diffère  de  celui  du  problème  proposé , qu'enfètr^ue ^certaines 
quantités,  d'tiddi  tires  qu’elles  étaient,  sont  ' devenues.  S'OUtrat 
tires,, et  réeiprqijuemept.  Y * '.  V'  ' V >“• 

Démonstration. La  première'  partie  (le4 ce  ])rîncipe  est, -fa- 
cile à dùnontrer.  En  effet,  si  l’on  trouve  pour  x utie  amgA 
négative,  cela  provient  nécessairement  de  ce, que  , par  la  n attiré, 
même  de  l'équaLion  établie,  »on  a été  conduit  ü soustraira  i}n 
•nombre  plus  grand  d’un  nombre  plus  jietit , opération  mexé 
ru talde.  C’est  ainsi  que  les  valeurs  fc—  — 7?»  =:  — 5 , sont 

provenues  (n"  i>8  )<dcs  équations  Xifc~*a4  7?^ 1 j * — * * 

Or,  si  aucun  nombre  absolu  (*)  mis  pour  x,  ne  peut  vérifier 
l’équation  ,;ï  laquelle  on  est  parv  enu  en  P exécutant  surcellc 
dit - problème  les  transformations  indiquées  ( n“'  43,44),  il  fànt 
que  cette  premiéie  équation  ne  puisse  elle-même  être' 
fiée  dans  le  sens  où  elle  a été  formée  ; car  l’cxactitudc  de  <K s 
transformations  est  bien  constatée  pour  toute  équation  suscep- 
tible d’être  vérifiée  par  un  nombre  absolu  qu’on  y mettrait  jiomY 
l’inconnue.  .•  ï ' 

— — 

(«•Uù  appelle  routine  résolu  tout  nombre  considère  indrpeiidannOcnl  du 
signe  île  l’itildition  uu  de  ta  soémracliçu. 
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Souvent!  1 impossibilité  Je  ràauike'la  (|uestion  ou  l’équa- 
tien  ,*ij£is  le  sens  où  elle  a été  établie,  est  évidente  'h  la  seule 
inspection  , soit  de  l’enOTtfé , soit  de  l’é(]uation  ; les  deux  pro- 
> bljjnies  précédents  en  sont  des  exemples.  D'autres  fois,  cette 
ùnposUbilité  est  difficile  à (découvrir  ; mais  la  suite  des  calculs 
Jlfiit  toujotirs  pftf  la  mettre  dans  tout  sqii  jour 
T Passons*;!  la  seconde  partie  du  principe'.  4^  . 

()b6ervons  d’abord  qutù  si , 'dajis  l’équation  ,✓  l’o'n  remplace  x 
par  — *x,  tous  les  termes  renfermant  St,  s’ite'sont  additifs,  de- 
viendront iotistractifs- , et  réciproquement;  car  si  l’on  a , par  Exem- 
ple ,«le  tcrtuè  -f-  aj , endettant  — x à là  place  de  .r,  i^dev^endra 
« XI — x,  ou  — 1*nx)  De  même,  si  l’on  ale  terme  — *Tir,  il  'de— 
f oir-Hir.  Ainsi,  en  traduisant  en  langage 
nrdinairis-la  nouvelle  équation  , on  aura  nécessairement  un  nouvel 
enopoe  qYii  ue  différera  du  premier  qu’en  ce  que  certaines  «pian- 
ti^'s,  d arlditives  qu’elles  étaient  ,-serOnt  dévenues  soustraelives, 
etjjc^iproqiîement.  ' "•* 

Il  reStc- a faire  joir  , maintenant  que  la  substitution  de  — x à 
l^f  place  de  x datjs  l'eqnation  , donne  llAi  au  résultat  x î=  p , si 
Ç°7  .ryait  d abord  obtenu  f-q?  — p p est  ici  repartie  rom  me  Vn 
nombre  absolu  . 

JW  V^^.'  jt  * T 

•S*r  . quelle  que  soit  i'éipiation  primitive  du  problème,  on  peut 
toujours , pur  tU  s transformations*  cp/mnrs,  la  sup|xiscr  ramenée  à 
Informe  ni ■*"*—  % (a  et  A étant  des  nombres  absolus1. 

De  cette  équation  , l'on  tire  .r  =:  — -,  ou 


•4’ 


; , ou  bien  , en- 

a 


% ^-P,  /exprimant  leuombre  absolu  . Mais  si  l’on  nfet 


Ti"x  “ 'a  place  de  xdans  l equation  prwjitffe  / on  parviendra  , . en 
opérant  sur  la  nouvelle  < quation  comme  sur  la  première,  a l’équa- 

Vf*  Tir**  VÂ  * 

a.  ÿ,  , 

dVm  x- 


— Cf.tptÿl  jÿlïtp 


(*)  L’înonci' *cln  princt|*)  prérédfrfl  i-ij mie  eani'  Ue’Ja  rtiTHnnslr'Sunii 


■r  a ! mi  enfin, 

'p  » 

éd^ 


T* 


Tl 

t JT 
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On  voit,  par  ce  qui  précède,  de quelle  manière  on  dqit  inter- 
préter les  solutions  négatives.  Klles  peuvent  êtr^ regardées,  abs- 
. traction  faite  de  leur  signe,  comme  des  réponses , non  aux  ques- 
tions telles  qu'elles  ont  été  établies , mais  à «les  questions  de  même 
nature,  dont  certaines  conditions  ont  été  modifiées  j* et , (jour  ob- 
tenir le  nouvel  énonce  , le  moyen  le  pins  sûr  est  de  remonter  à I «*- 
quation  du  problème , d'y  changer  x en  — \,pu’t s de  traduire  en  , 
langage  ordinaire  la  noilveîle  équation.  [y^yezr\e  ti"  Il  pour  la 
démoiîstration  du  même  principe , dans  les  èquatipns  du  premier 
degré  à plusieurs  inconnues.), 

60.  Hem  arque.  — Le  principe  qu'on  vient  d'établir- n’est  ri- 
goureusement vrai  que  pour  Jes  équations,  et  il  ne  l’est  pas  tou- 
jours pour  les  énonces  des  problèmes  ; c’est-à-dire  que  tel  pro- 
blème peut  avoir  un  énoncé  exact,  lors  même  qu’en  résolvant  l’é- 
quation établie  on  parvient  à une  valeur  négative.  £ela  dent  a 
et;  que  l’algebristc , dans  l'application  de  ses  méthodes  à la  Résolu- 
tion d'un  problème , prend  souvent  certaines  conditions  dauâ  un 
sens  oppose  à celui  où  elles  devraient  être  prises  ; et  dans,  ce^cas  , 
la  solution  négative  qu’il  obtient , redresse  le  point  de-vue  sous  le- 
quel il  a envisage  ces-conilitions.  Ainsi,  l’ojuation  est  vicieuse, 
quoique  lu  problème  soit  susceptible  d’être  résolu  ; et  ce  n’est, que 
lorsque  l’i  ipialion  est  la  traduction  fidèle  de  l’énonce  et  du  “Sens 
de  toutes  ses  conditions  , que  le  principe  est  applicable  aux  énon- 
cés. Aous  en  verrous  des  exemples  par  la  suite  ; mais  çest  princi- 
palement dans  les  applications  de  l’Algèbre  aux  questions  de  Geo-  _ 
metrie,  que  je  principe  est,  applicable  , surtout  aux  equa trous , 
bien  plus  qu'aux  énonces. 

Au  reste,  pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  démoiÿtration  qui 
en  a etc  donnée  , on  verra  que  les  raisonnements  portent  plulolsur 
les  équations  que  sur  les  enoncç}  dont  ces  équations  sont  regardées 
tomme  la  traduction  algébrique.,  aP''**  *4*1 


61  i Dans  la  démonstration  précédente  , on  a 


‘a  &.*■  il^nî  lnitî  imft- 

F • 


»onf  (alroitsMe'f'nuvràjq  iiHlluh*-:  I(rjic*i6ns  nu  fa  ntètaphj!  du  Calcul 
iKjiniiçunial^  tccondc  cditiuu par  Carné  i. 
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licier  -H«,par  — x,  diviser  ■ — 'b  par  -+■  a\  —-b  par’ — a ; et  l’on 
est  parvenu  aux  résultats  en  appliquant  aux  monômes  les  règles 
des  j/ÿ/ie^etablies  popr  la  multiplication  et  la  division  des  poly- 
nômes. ll'peut  paraître*,  au  premier  abord , nécessaire  de  démon- 
trer ces- régies ^wr  rapport  aux  monômes  isolés;  et  c’est  en  effet  ce 
queVont  presque  tous  les  auteurs.  Mais  les  démonstrations  qu’ils 
en  donnent  n’ont  que  l’apparence  de  l'exactitude  ,*’ou  laissent 
Iteaucoup  de  vague  dans  l’esprit.  3kpns  dirons  donc  (tue  VG 


popr  les  polynômes , afin  de  d 
aux  n:sultats  singuliers  que  fournit  l’dfgèb/y.  En • n’admettant 
point  cette  extension , on  se  priverait  d'un  dès  principaux  Avantages 
de  la  langue  algébrique^  .lequel  consiste  if*  embrasser  doits  une, 
seule  et  menu'  formule  les  solutions  de  plusieurs  qucsnonfttïè  même 
nature . mais  dont  les  énonces  différant  par  le  sens  de  certaines 
ronditionsyc ’est-à-dire  en  ce  que  certaines  quantités  sont  additives 
dans  frsjtnl  et  soustractives  dans  les  autres , et  réciproquement. 

L’extension  aux  quantités  monômes,  des  règles  établies  pour 
les  polynômes  peut  toutefois  être  motiriée  par  les  considérations 
suivantes  : À ► * j *WWWwTf*  ** 

La  démonstration  exposée  n“  17,  pour  la  multiplication  d’un 
• biné nie  a — ‘h  par  un  binôme  c.  — d , supposé  évidemment 
a ~f>  b el  ef>d.  Si  lé  contraire  a lieu \ ces  raisonnements  n’ofTrent 
pliis  à l’esprit  atfeun  sens  rigoureux  ;*■  et  cependant,  la  règle  des 
-lignes aine  fois  établie,  on  nersonge^pas  .i  la  révoquer  eh  doute  , 
quels '^Tie  s&ient  les  rapports  de  grandeur  de  a , b , c,'d. 

Cel  a posé,  le  produit  <le  a — b par  c étant  ac  — ■ bc,  il  s’ensuit 
«jue  le  produit  d’ une  expression  négative  a — 1)  ( a étànt  <C.b)*  par 
fthe  quantité  positive  r , est  négàtive. 

De  même  Te  produit  de  b par  c — d étant  bc  — bd,  il  en  résulte 
qilâj/é*  produit  d’une  quantité  positive  b , par  une  expression  néga- 
- il  e étant  <fd),  est  négatif.  f • 

Enfin  le  produit  de  a — b par  c — d étant , comme  on  l'a  dit , 
ac  — “c  — ad  bd , expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
bd *-~ad  —Xc  -4-  ac , ou  d fb  — aj—  c (b  — a),  si . l'on  suppose 
d~f>c,  et  b~fi>a  ou  b — a positif,  il  en  résulte  nécessairement 
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d (L^  a)  » gUpa r qpnsi  qucuf /«/  (V—  ^ — c^Aerr-  «j* 

positif.  ïVonc  le  produit  d'une  pgpretision  négative  a ~ 1»  /mit  ««* 
exp^ssiorf negativc^c  —dfa  etànL<<Æ  cl  ç<fd),  est  pasitjL 
C’est  d’ailleurs  là 'ce  qui  constitue  l'un  «les  caractères  distinctifs 
de^V Algèbre.  En  Arithmélnpiccoimnc  eu  Géométrie,  les  raisonne- 
ments portent  toujours  sur  des  «:tres  réels  (juel’esçrit  peut  saisir , 
tandis  qu’ci»  Algèbre, 5 on  raisonne  et  l’on-opère  le  plus  souvent 
sur  des  êtres  imaginaires , ou  sur  des  syiuboles^préscntant  des 
operations  inexécutables;  mais  l'exactitude  des  résultats  qu  on  ob- 
tient pac  ce  moyèp , etCauxqiH-ls  on  .parviendrait  également  pai- 
lles procèdes* plus  rigoureux.  ,^nais  beaucoup  plus^  longs,  justifie 
. sufftsaipment  la  marche  qu’on  a suivie’. 

<!2.  Connue  les  règles  des  signes,  relatives  aux  monômes ,^>nt 
d’un  usage  continuel  cn^fUgêbrc , il  est  a propos  d’en  ^csenrer  ici 
l'ensemble.  D’ailleurs,  nous' enverrons  derivér  de  nouvelles  ex- 
pressionsqiroprcs  au  langage  afp  briqiuf.  Il  ' 

Cômmençons  par  l'addiliorfet  là*%o  us  trac  tion.* 

Pour  ajouter  ou;  — b avec  une  quantité  exprimée  par  a , 
il  faut  écrire  aH-  b \>u  <r  b , c’ést-à-dire  écrire  les  deux  mo- 
ndmci  l’un  à /<f  suittfiie l'autre  avec  leitrs  signes  respectifs (Vofez 


V 


ri"  15.) 

Pour  soustrairett-^ou^  i iîe  u, il  faut  écrire  « — -b  ou  a -h  b, 
c'est-à-dirp  changer  le  signe  du  monôme  à soustraire,  et  l'ccrfie 
affc.sori  nouveau  signe  à là  suite  dé1  celui  dont  il  faut  soristrâire. 
(PtyrifV  14.)'  «L*  4*  * ^ fi  ,,V  * 

Quant  à la  multiplication  et  à la  division  : . > * 

t . * -ÿP  * . .A  fcjuV^f  Jfclà  A .ij,  * 
ou  donne  pour  produit  4- nb  i 

— «XVi'  ou  -fcjiX  — b donne  pour  produit  —ah  > 


-ha  : -q-  À ou  — a ; — b donne  pour  quotient  -h  ^ 

-i  a 

— a : -K b ou  q-u  : — b donne  pour  quotient  — ^ 

(Las  régies  donnent  1ièu  à’  fjuelques*  remarques  importantes, 
i"  En  /vlgélmP^fc  mot  ajouter  et 'Me.  mot  somme  ne  doivent 
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pas  toujours,  comme  en  AcjthraéÉta rie  . entraîner  avec  eux  l'Idée 
rl’a  u^itlen  ta  tidn  j.  car  le  résultat  a - b,  ,!fe  la  Jhion  de-1*  avec 
estyàproprement  parler,  une  différence  entre  ]<■  nombre  d’ffnitcs 
exprimé  paf/i  et  le  nombre  «i’iinTtés  exprimé  par  b;  par  conse- 
<|uent , .ceresultat  est  moindre  que  <7.  Pour  distinguer  cette espace 
<le  somme  d uje  somme. arithmétique,  on  lui  donne  le  nom  de 
tomme  algébrique.  Ainsi,  un  polynôme  tel  que 

2a.-  — 3a:ô,jt-s3qZ>c  • — 2a’c„  ù 

<ïst  un e Somme  algébrique',  en  tant  qu’on  le  regarde  comme  le  re- 
sultat  de  la  réunion  des  monômes . 2a’,  u-  3hbc*-  aCt , 

avçc  leurs  signes  Vespeétifs  ; et  son  acception  propre  est  la  différence  . 
•a  ithiintique  entre  la  somipp  des  unités  contenues  dans  les 'termes 
additifs  cttja  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  sous- 
tractjfj.  , J \ f , k tfÇ?  « 

Ilkresultede.là  ^qu  unesouirtie  algébrique'  peut,  dans  les  appli- 
cations, se  réduire  à uu.nombre,  jjàsitifon  négatif,  moindre  en 
\aleur  absolue  que  ebaeuu  aes  nombres  qui  ^constituent  cette 
somme. 

•t  ” ■«*  ^ w W ^ ».  jTjt p 

a Le  mot  fojistrajjç  et  le  mot  différence  n’offrgnt  pas, toujours 
l'idée  de  diminution;  car  Ja  différetuj  entre  -(-a  et  — 1>  étant 
«+A,-*urpasse1e  nombre  a-,  c’est  » une  différence  algébrique , 
pafreqqe  le  résultat  peut  être  mis  smjgja  forme  « — 5r*lC 
Au  moren.de* ces  dénominations,  les  valeurs  négatives  peuvent 
etre regardées  comme  des^réponses  aux»  questions.  Par  exemple , 
dftitsj  équation  3\  +J51Vle  résultat  x = L ^.indique  qu’il 
laufajouter— »*j  à 3,  pouc  obtenir  i>4;  et  en. effet,  3»+$—  l). 
ou  3i-7,  esterai 

JL  Ig4  € 

Pareillement,  dwis/réquation.  t5r+-x=r 

f 4 jf 

^ 5 indique  qu’il  faut  ajouter  i 5 aux  deuxages,  pour  que 

I lige  du  tils^soit  le  quart  de  celui  du'  père/Kn  effet  on  "a 

* * ■ * ? ®»  ' 

, '.5—  '5  = io,  * * 

^ 45  Oll  , 45  . v 

W.  ïâ»  nécessité" d’employer  les  exprcssiffnstfégatiVcs  dans  les 
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calculs  algébriques , et  de  .les  soumettre  aux  mêmes  opérations.que 
Içs  quantités  absolues,  a conduit  le»  algébristes à deux  autres  pro- 
positions qui  seront  par  lu  suite  d’un  usage  très-fréquent.  En  voici 
l'énoncé  : Toute  quantité  négative  — a est  plus  pclitc  que  o ; et  de 
deux  quantités  négatives,  la  plus  petite  est  celle  dont  la  -valeur 
absolue  est  ta  plus  grande. £ ; , V - - « 

Ainsi , a étant  numériquement  plus  grand  que  b,  on  a 

— a <>o  et  — a <C.  — b.  ' 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propositions,  observons 
qu'en  général,  si, d’un  même  nombre  on  red-anche  une  suite  de 
nombres  de  plus  en  plus  grands  , les  restes  doivent  être  de  plus  en 
plus  petits.  Gela  pose , prenons  au  hasard  un  nombre  entier,  6 par 
exemple,  et  de* ce  nombre  retranchons  successivement  t , 2j  3,  4,. 
5,  6,  7,  8,  g, T.  .* orf  trouve,  en  écrivant  les  differentes  sur  une 
même  ligne, 


6 — i,6  — 2,  6 — 3,6  — 4 


—6,6— 7,6  — 8,6— g. 


ou  réduisant, 

5,  4, 


i, 


°,  _ — i 


— 3. 


D’où  l’on  voit  que  — i doit  être  regardé  cotnnlfe  plus  petit 
que  o ; puisque  celui-ci  exprime  l’excès  de6  sur  lui-mcule,  taudis 
que  — i exprime  l’excès  de  6 sur  un  nombre  plus  grand. 

Par  la  même  raison  , — t est  pfus  grand  qu,e^  2,  — 3 est  plus 
grand  que  -t(4,  quoiqiie-les  valeurs  numériques  des  prenrières-gfx- 
pressions  soient  moindres  que  celtes  $es  déVfiicres.%  ^ ■ 1 

Autrement.  — Des  que,  pour  interpréter  tous  les  résultats  sin- 
guliers que  fournit  la.  résolution  algébrique  d’ùue  question  ,,J’on 
est  convenu  ,de  considérer  les  expressions  négative X comme  des 
quantités,  il  faut  qu’en  les  soumettant  aux  mêmes  operations  que 
les  nombres, absolus  ,'  on^puisse  parvenir  à des  résultats  exacts. 
Or,  on  peut  regarder  comme  un  <7x/<wwt'?-què,  si  yn  nombre  <^est 
plus  grand  qu’un  autre^  b , et  que  ^’on  ajoute  à chacun  un  même 
nombre  d,  lè  premier  résultat  ^ a d^  est  pTus  grandque. le  se- 
cond , b -f-  d. 
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Cela  posé  , -en  admettant  , les  inégalités  « >' — a , et 
— a ^>  — (a  -f-  m )'■( a et  m sont  ici  des  nombres  absolus],  si 
l'on  'ajoute'  au*  deux  membres  de*  chacune  d’elles,  a -£•  m , on 
trouye^âi-f-*/?!  «>Vn  et >m  o ,*e  qm  est  exact.  Au  contraire';  si 

l on  'PHSaits.»  < et  -\<  -j “il  erfj® tefiüt 
a -f^m  m et  m o,  ce  qui^ serait  absurde.  ^ 


• le»  quantités  absolues,  (ies  propositions 
espèce  ù&locutioit  algébrique  apalnguç  à ccllesjlgiit  nous  nous  ser- 
vons souvent  dans  l(^Ianf3ge  ordinaire.  >~ous^distms  tous  les  jours  : 
Telle  pérsc&ne  a i/inth \ qitc  rien ^ MÛr  exprimer  qu’elle  do^f  plus 
qu’elle  ne  possède  ^ et  d^  deux  ^personnes  qui,  ayant  *1^  même 
fortune,  dpivent  jîlns  quelles  ne  possèdent:  la  plus  fiche  eu celle 
qui  doit  lé  mofns.  * * 

^ 4 V 4L  * • 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à deux  au  plusieurs 
inconnues.  * 

<!4.  Lorsqu’on  a rijolu  un  problème  g^ntyalemcnt,'  c’est-à- 
dtreen  représentant  les  Hdtinces  pardes  lettre^ on  peut  se  pro- 
posée dq^léterminer  re  rpie  déjeunent,  .lesvaleurs  des  inconnues, 

ulièfeS^faitcs  suivies  données.  I.a  tlc- 
l’interprefttion  ><des  ré- 
elle 


pour  des  hypothèses  particulière^faitcs  sm 
terminatiqp  de  c«  diffé^yes,^i leurs  ,f  èt  11 
sidpiis  singuliers  auxquels  çbnparvft>uf,  forment  ée^qu’firf*appe 
, \fdisbisqpn  du,.pr>>blpqic.  1 > I 

Voici  une  qite^timudont  lu  discussion  oTfre  à peu  ples  toutes  I 
rircnnstaucetf «rai  £e  renc<Uiitrèiÿ'jdaiiS  les 'problèmes  du.  premier 

V-  * V Ai 0*  « t (4 

• 4 T.*'  i Vt  ”j|  ^ y»,  é • 

•*  * * iF  T?T*»  '*  0 b ^ r * * 

% *.  ^ . i fc  * « j . 

TnRizrr.jir.  prorlxmf..  — Deux  courriers  partent  en  mdfne.  temps 
de  tleqx  points  différents  A.  et  B,  d’une  meifnr  ligne  A R , et  s%di- 

m * * m * • • * * 0 *■*  ■ f*  g 4 _ 

tfgpn^dajs  Inanimé  sens  VB.  Le  colorier  qui  part  du  point  A fait 
m kilo/n  êtres  par  heure , et  le  courrier  qui  part  du  point  B en  fait  n. 
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— On  demande  à quelles  distances  des  points  A et  B,  les- deux 
courriers  Xse  rencontreront. 

Solution^ — Sok  R lé  point  tic  remcontre;  appelons  x et  y les 
distances  incormues  AR  ef  BR ^exprimées  en  kilomètres,  et  a la 
distance  AB  qui  sgpare  les*  deux  <^ùrriers  au  moment  de  leur  dé- 
part. On  A évidemment  pour  y r cratère  équation  , 

r - ) - n ...  . (l). 

Mais  ni  et  n exprimant  les  nombres  de  kilomètres  faits  par  heure 
(ce  sont  les  rt/q^erVespectives  «les  deu^courriers),^!  s'ensuit  que 
les^tcmps  employés,  pour  parcourir  les  espaces  x et  y* >ont  marques 

X Y ’ '*  « "l  -c  ' 

par  — et  d’ailleurs,  ces  deux  temps  sonteegaux;  ainsi,  l’on  a 


pour  seconde  équation  du  problème , J-  = , 

ou  bien , nx  -. — jny  =.o.?. . h). 


Conibin 
thodes 


nx  — my 

m. 


rnbinant  les  équations  (i)  et  (2)  entre  elles,  d’ 
•s  connues  djélimination  ,»on  obtient 


après  les  me- 


am 


x = 


X = 


an 


m — n 

, ; 

valeurs  qu’il  est  aisé  de  vérifier^ 

’ w — 


Discussion.  r — Tant  que  l’on  supposera  n , d’où  /7;  — n~>  o 

r . . ‘ r*  1 s y*  P ~ *t  y'-  4 “ . 

positif,  ees'valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera  résolu 


li^nip  sur  celui-ci;  l’inrerValte  qui  Igs  séparait 
d'abord  diminue  de  plus|  eir  plus,  jusqu’à  ce'qu’enfin  il  s’anéan- 
tisse tout  à fait  ; et ^}urs  jesideux  courriers  doivent  se  trouver  au 
le  la  ligne  outils  parcourent.' 


même  point  de  la  ligne  qu'ils  parcourent.  w 1 igf- 


Ma^si^’on  suppose  d’où  rt  <><  oti  négatif,  les 

valeurs  sont  à la  toi!  négatives  et.deviennent  » • ^ - 

mm  ^ m ^ ^ É ^ 


ant 


. X — — 


é tr/? 
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Pour  interpréter  cps  résultats , observons  qu’ÿ  est.  impossible 
que  les  deux  courriers  se  rencontrent  s’ils  sont  parta  en  même 
temps  des  points’ A et  B,  comme  on  l a suppose , l’intervalle  qui 
les  séparait  ue‘ faisant  qu’a’tigmenter  à!  chaque  instant.  Mais  cette 
condition  de  leur  départ  simultané’1  n otant  pas  «ic  nattye  à être 
exprimée  algébriquement, -Mi’entre  pour  rien  dans  les  rqîukions 
du  problème,  qui  sont  restas  toùtt  fait  indépendantes  .de  cette 


restriction.  Si  donc  on  suppose  que  les  courriers,"  parvenus  en 
même  temps  ; l'un  au  point  A , l’autre  ait  point  B, "se  meuvent 
déjà  depuis  ni?  temps  indéfini  sur  la  ligne  et  dafis  le  scns’A"B,.àlo' 
il  est  clair'  qtrils Auront  dû  se  .rencontrer  antenctireiri^u  on  ui 


point  R'-- dît  prolongement  de  BA,  qu?  est  précisémentcelui  que 
déterminent  les  valeurs  du -c  et  de^.  En.  effet,  si  l'on  inet  le 'pro- 
blème en  équation  d'après  la  ntîuvçlle  hypothèse  ^ce  qui  revient;» 
changer  les  signes  de  x çt' J'  d^tis  les  deux  cquapons',  conforme- 
ment au  principe  etdRli  n"  59,  on  obtient 


tjg 

L- 


■»  . 


‘ r j; 

> i Y —V  — Il  , —S 

’ ~ ^ « 

* • J.  ^«x. Vf.7 

quations  qui , résolues,  donnent 

uni  ' • an * 

«*-  nt’  ,'1  ai  C-  m 

^ _ _ » *■  _ 

Ces 

«pic  les 

aux  points-' A et  ! 

£oit  nvinti’uanlyu  = n ; d'ÿj  m — nç=  o j.  les'yaléurs^enc- 

ralé^Se  ûéâuisent  à*.r  — — , > • ► 

• * \ » ° • » «A>  T.  ‘ 

CoifiuieDti^CTdTCltji.'ces  nouveatftc  reWnPWy  '*  * * 

En  remontant  d abortf  à l’edodcé  ,.on  voirqful  y a impossibi- 
lité absplue-d'j^saùsfaire 'f’estsà-dire  qu’il  ne^cu^bxistcr  d^toint 
de  reVicontre  ; car  fes-deffx,  co|irriers*éiant*à  un  inter*  aile  «fl’un 
de  l’autre,  et  allant  egalement  vite,  doivent  <tnujmirs  conserver 
entre  eux  la  même  distance.  On  peut  donc  regarder  le  résultat 
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— comme  un  nouveau  signe  d'impossibilité.  En  effet , si  l’on  re- 
prend les  équations  du  problème,  elles  deviennent,  dans  les  cas 
de  m = n , 


x — y = a 

* _r_ 

m m 


i i J — y = « . • 

H 

) ( * —y  = o , 


équations  évidemment  incompatibles. 

Cependant  les  algébristes  regardent  les  résultats  x = — , 

. o 

y = — , comme  formant  une  espèce  de  valeur  à laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  valeur  infinie.  En  voici  la  raison  : 

Lorsque  la  différence  m — n,  sans  être  tout  à fait  nulle,  est 

, . , . . , am  an 

supposée  tres-petite  , les  deux  résultats, , , sont 

m — n m — n 

très-grands. 

Soit , par  exemple,  m — /j=ro,oi,  m=3;d'où 


Il  vient 


am 


n = 3 — o,oi  = 2,99. 
3 a 


m — n 0,01 


— 3oo a , 


299a. 


Soit  encore  m — n = 0,0001  , m — 3,  d’où  n — 2,9999; 
am  _ an 


en  résulte 


— 3oooo/J , 
n m 


— 99999°- 


En  un  mot,  tant  que  la  différence  des  deux  vitesses  n’est  pas 
nulle,  les  deux  courriers  se  rencontrent;  mais  les  distances  du 
point  de  rencontre  aux  deux  points  de  départ  deviennent  de 
plus  en  plus  grandes  à mesure  que  cette  différence  diminue. 
Donc,  si  l’on  suppose  cette  différence  moindre  (ju’ aucune  gran- 

am  an 

deur  donnée,  les  distances  , sont  plus  grandes 

m — n m — n 

qu'aucune  quantité  donnée,  ou  infinies.  On  dit  alors,  pour  abre- 
Alg.  B.,  9"  éd.  7 


M 
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ger,  que  si  m — /i  — o , 1rs  valeurs  qui  en  résultent, 


nm  an 


sont  in  finies. 

Comme  o est  moindre  que  toute  grandeur  absolue , il  s’ensuit 
que  l’on  peut  prendre  Ce  caractère  pour  désigner  le  dernier  état 
d’une  grandeur  qui  peut  décroître  autant  que  l’on  veut.  I)c  même, 
comme  un  nombre  fractionnaire  est  d'autant  plus  grand  que  son 
numérateur  est  plus  grand  par  rapport  à son  dénominateur,  il 

\ 

s’ensuit  qu’une  expression  telle  que  - (A  étant  un  nombre  absolu 

quelconque) , est  très-propre  à exprimer  une  quantité  infinie , c’est- 
à-dire  une  quantité  plus  grande  qu’aucune  quantité  assignable. 

L’ infini  s’exprime  encore  par  un  huit  couché  » ; et  par  consé- 
quent , une  quantité  moindre  qu’aucune  grandeur  donnée,  ou  o , 

peut  aussi  s’exprimer  par  — ; car  une  fraction  est  d’autant  plus 

petite  que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  rapport  à son  nu- 
\ 

mérateur.  Ainsi  o et  — sont  des  svmbolessvnonvmes  ; il  en  est  de 
oc  J 

. A 

ineme  de  - et  os  . 
o 

Nous  avons  insisté  sur  ces  dernières  notions , parce  qu’il  y a 
des  questions  d’une  nature  telle,  que  Yinfini  peut  être  regarde 
comme  une  véritable  réponse  à l’énoncé.  On  en  voit  des  exemples 
fréquents  dans  V application  de  l'Algèbre  aux  questions  de  Géométrie. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire  , dans  le  casdewi=/i, 
on  voit  qu’il  n’y  a pas,  à proprement  parler,  de  solution  du  pro- 
blème , en  nombres  finis  et  déterminés  ; mais  on  trouve  des  valeurs 
infinies  pour  les  inconnues. 

Si,  à l'hypothèse  m~n,  on  ajoute  celle-ci , u =r  o , les  deux 

valeurs  deviennent  .r=-,  >-=-.  Quel  sens  doit-on  attacher  à 
o o 

• ce  nouveau  résultat  ? 

Reprenons  l’énoncé  , et  observons  que  , si  les  deux  courriers 
partent  du  même  point  et  vont  egalement  vite,  ilsdoivmit  être  too- 
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jours  ensemble,  et  par  conséquent  se  rencontrer  en  tous  les  points 
de  la  lignequ’ils  parcourent.  Et  en  effet , les  équations  deviennent , 
dans  la  double  hypothèse  de  m = »,  a — a : 


X 

— y — ° i 

( x~ 

y = » 

X 

I 

on  < 

J 

m 

m ° ) 

' x — 

y = o 

équations  qui  rentrent  l’une  dans  l'autre.  Ainsi  la  question  est  tout 
à fait  indéterminée  (n°  SS),  puisqu’on  n’a  réellement  qu’une  équa- 
tion entre  deux  inconnues. 

L'expression  - est  donc , dans  ce  cas , le  symbole  d’une  indéter- 
mination dans  l’énoncé. 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  également  vite,  c’est-à-dire  que 
l’on  ait  m~^>  ou  <Cn ■>  mais  qu’on  suppose  a — o , on  trouve  pour 
valeurs  x = o,  y—  o. 

En  effet,  les  deux  courriers  partant  du  même  point,  et  ayant 
des  vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  en- 
semble qu'au  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à des 
résultats  remarquables.  Elles  suffisent  d’ailleurs  pour  faire  voir  aux 
commençants  de  quelle  manière  l’Algèbre  répond  à toutes  les  cir- 
constances de  l’énoncé  d’un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente;  mais  au- 
paravant , nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  importance 
dans  les  applications  algébriques. 

6i5.  Lorsqu'un  problème  a été  résolu  généralement,  on  peut, 
au  moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues, 
obtenir  par  de  simples  changements  de  signe,  celles  qui  conviennent 
à de  nouveaux  problèmes  généraux  dont  les  énoncés  ne  diffèrent 
de  celui  du  problème  proposé,  que  par  le  sens  de  certaines  quan- 
tités qui , d’addidves qu’elles  étaient , sont  devenues  soustractives, 
et  réciproquement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l'ouvrier,  résolu  n"  47. 
En  supposantquc  l’ouvrier  reçoive  pour  son  décompté  une  somme 
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JOO 


niscusstnx 


c , on  a les  équations 

*+  r = » | . 

, dmi 

nx  — hy  — r | 


Ah  4-  < 


A’ 


an — <• 
a -h  b 


Mais , si  l’on  suppose  au  contraire  que , tout  décompté  fait , l’ou- 
vrier, au  lieu  de  recevoir,  doive  une  somme  c,  les  équations 


seront  alors 


x 4- 

br  — i 


j ou  j 

IX  — C > l 


X4-  y. 


bjr=  — c, 


(on  a 


changé  les  signes  de  la  seconde  équation). 

Or  il  est  visible  que , sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations , 
on  peut  obtenir  sur-le-champ  les  valeurs  de  xetdej  qui  leur  cor- 
respondent, en  changeant  simplement  le  signe  de  c dans  les  valeurs 
précédentes,  ce  qui  donne 

ÛH-t-C 

y a b' 


bn — c 
.r  — ~r  » 
a -h  b 


Afin  de  le  prouver  rigoureusement,  désignons  pour  le  mo- 

, ( xA-  r = n, 

ment  — c par  a ; les  équations  deviennent  alors  \ 

’ ax  — b y n y 

équations  qui  ne  diffèrent  de  celle  du  premier  énoncé  qu’en  ce 
que  c est  changé  en  d.  Ainsi , l’on  trouvera  nécessairement 


bn+d 


an — d 


* a + b'  J « 4-  A' 

Actuellement , si  l’on  remplace  d par  sa  valeur  — c , il  vient 

Ah  -4-  (-  c)  a„  — ( — c \ 

«+A  ’ y ' n+i  ’ 

• V 

ou  bien  , en  appliquant  les  règles  établies  n°  62  , 
bn — c HH-t-c 

r=7+l: 


y- 


r. . .C.Q.F.D. 


On  peut  comprendre  sous  les  mêmes  formules , les  résultats  qui 
conviennent  aux  deux  énoncés,  en  Arrivant 


bndtzr 

7T+~b' 


v_f SI 

h 4-  A ' 
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( Le  double  signe ifc  s’enonce  plus  ou  moins-,  les  signes  supérieurs 
correspondent  au  cas  où  l’ouvrier  reçoit  la  somme  c , et  les  signes 
inférieurs  à celui  où  l’ouvrier  la  doit.) 

Ces  formules  embrassent  encore  le  cas  où  , tout  décompté  fait  , 
l’ouvrier  et  la  personne  qui  l’emploie  sont  quittes  l'un  enveis 
l’autre.  H suffit  de  supposer  c = o,  ce  qui  donne 


bn 

f+b' 


y — 


a+b  ' 


. . ( ax  by  — c , 

Soient  encore  les  deux  équations  generales  j ^ -\-fy . 

provenant  de  la  traduction  algébrique  d’un  problème  quelconque. 
En  multipliant  la  première  équation  par/*,  la  seconde  par  b,  et 
soustrayant  la  seconde  de  la  première , on  a 

cf—bg 


(a/ — bd)x=cf — bg,  d’où  x = 


On  trouverait  de  même 


7 = 


af — bd 
ag—cd 
af  — bd 


Cela  posé , pour  passer  de  ces  formules, 

, ..  • • • ( « — by  — c, 

i°.  à celles  qui  conviennent  aux  équations  < 


<t*+/r—g, 


il  suffit  de  changer  b en  — b,  ce  qui  donne 
cf-hbg  ag  - 


cd 


af+bd' 


af  -h  bd ’ 


a",  aux  formules  relatives  aux  équations  ) C' 

I dx  —fy  = g, 

il  suffit  de  changer  b en  — b et  / en  — f,  ce  qui  donne  les  for- 
mules 

— </+  b g _ bg  — cf  ag  — cd 


— af+  bd  bd  — af' 


7 = 


bd  — af 


La  démonstration  serait  absolument  la  même  que  celle  de  l'exem- 
ple precedent  ; nous  pouvons  donc  la  passer  sous  silence. 
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Ç IV.  — Discussion  générale  des  problèmes  et  des 
équations  du  premier  degré. 

60.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  problèmes 
du  premier  degré  à une  ou  plusieurs  inconnues , nous  allons  nous 
proposer  d’établir  des  formules  qui  puissent  représenter  les  valeurs 
des  inconnues,  pour  un  système  quelconque  d’équations  renfer- 
mant un  pareil  nombre  d’inconnues. 

Mais,  auparavant,  nous  démontrerons  un  principe  général  ap- 
plicable aux  équations  de  tous  les  degrés , et  dont  le  principe  du 
n°  60  n’est  qu’un  cas  particulier. 

Si  l’on  a deux  on  plusieurs  équations 

A=B|C  = D|E  = F|G=H|,...,  (i) 

entre  deux  ou  plusieurs  inconnues  x,  jr,  s , u , . . . (le  nom- 
bre de  ces  inconnues  pouvant  être  différent  de  celui  des  équa- 
tions), 

i°.  On  peut,  à l'une  de  ces  équations,  substituer  le  résultat  de  la 
combinaison,  par  addition  ou  soustraction,  de  deux  ou  plusieurs  d’en- 
tre elles,  poun  u que  l'équation  remplacée  soit  une  de  celles  qui  ont 
été  combinées. 

Ainsi,  à l’équation  A = B,  par  exemple  , on  peut  substituer 
l'une  des  équations  suivantes  : 

A-t-C— B 4-D , ou  A — C=B — D,  ou  A-t-C — E=B-f-D — F...  (2) 

En  effet,  les  équations  (1)  existant  pour  un  certain  système  de 
valeurs  de  x,  /,  z , u,  . . . il  est  clair  que  chacune  des  équa- 
tions^.) doit  exister  pour  le  même  système.  Réciproquement, 
tout  système  qu!  vérifie  l’une  des  équations  (2) , et  les  équations 
G = D,  E = F,  G = H,  doit  nécessairement  vérifier  l’équation 
A = B ; car  si  l’on  considère  les  équations  C = D,  E = F,  G = H, 
en  même  temps  que  l’équation  A -FC  — E = B-+-D  — F,  par 
exemple,  on  trouve  , en  retranchant  de  celle-ci  l’équation  G = D, 
membre  à membre,  et  ajoutant  an  résultat  l'équation  E = F,  aussi 
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membre  à membre,  on  trouve,  dis-je, 

A+C-K-C  + F,=  B+  D-F-lt+-F, 

ou  réduisant  A = B. 

2°.  On  peut  même  , avant  de  combiner  les  équations  { i ) |>ar 
addition  et  soustraction,  multiplier  d'abord  les  deux  membres 
d'une  ou  de  plusieurs  des  équations  ( l ) par  un  nombre  connu. 

Car  si  l’on  a A = B,  C = D , E = F,  on  a également 

mA  = n/B,  /tC  — : «D , pF.  =;  p F , 

et  réciproquement  ; ce  qui  veut  dire  qu’au  système  des  équations 
A = B , C = D,  E = F,  on  peut  substituer  celui-ci  : 

mA  = mB , nC  = «D,  pY,  = pY  ; 

et  alors  rien  n’empêche  d’operer  ensuite  sur  ces  dernières  équa- 
tions par  addition  et  soustraction. 

07.  Venons  maintenant  à notre  objet.  D’abord,  toute  équa- 
tion du  premier  degré  à une  seule  inconnue  peut,  au  moyen 
des  transformations  usitées , être  ramenée  à la  forme 

ax  = b\ 

a désignant  la  somme  algébrique  des  quantités  qui  multiplient 

l’inconnue,  et  b la  somme  algébrique  des  termes  tous  connus. 

• » b 

Cette  équation  donne  x = - ; 

et  il  est  bien  évident  qn’aucùne  quantité  différente  de  celle  qui  est 

b ...... 

exprimée  par  - , ne  peut  venuer  1 équation  proposée. 

Observons , en  second  lieu  , que  toute  équation  du  premier  de- 
gré à deux  inconnues  peut  être  représentée  par 

sue  -4-  bjr  — e, 

(a,  b,  c,  étant  des  quantités  entières  de  signes  quelconques). 

En  effet , si  l’équation  proposée  renferme  des  dénominateurs , 
on  les  fait  d’abord  disparaître  fn®  44);  réunissant  ensuite  tous  les 
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termes  affectés  de  x et  tous  les  termes  affectes  de  y dans  le 
premier  membre,  puis,  faisant  passer  tous  les  termes  connus 
dans  le  second  membre , on  peut  désigner  la  somme  algébrique 
(n°  C2)  des  premiers  par  ax , la  somme  algébrique  des  seconds 
par  by\  et  la  somme  algébrique  des  derniers  par  c. 

Soient  donc  proposées  les  deux  équations 

ax  4-  b y = c , ( i ) 

a'x  4-  b'y  = c'.  (2) 


On  obtient,  en  multipliant  la  première  par  b',  lu  seconde  par  b, 
et  retranchant  le  second  résultat  du  premier, 

[ab'  — ba')  x = cb'  — be' ; (3) 

. cù'  — bc' 


Observons  ici  qu’en  vertu  du  principe  n”  OU,  les  équations  (1) 
et  (2)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (1)  et  (3).  Or, 
cette  dernière  donne  pour  x une  valeur  unique , qui,  substituée 
dans  l’équation  (1),  ne  peut  donner  qu’une  seule  valeur  pour  y. 
Donc,  les  équations  proposées  ne  sauraient  admettre  qu’un  seul 
système  de  valeurs  pour  les  deux  inconnues. 

La  valeur  de  y peut  d'ailleurs  s’obtenir  directement  par  l’éli- 
mination de  x.  II  suffit  pour  cela  de  multiplier  la  première  équation 
para',  la  seconde  par  a,  puis  de  retrancher  le  premier  résultat  du 
second  (afin  de  conserver  pour  y le  même  dénominateur  que 
pour  x).  Il  vient  ( ab ' — ba')  y,  — ac'  — ca', 


d’où 


_ ac'  — ca' 
* ab'  — ba' 


Passons  maintenant  au 
connues. 

Soient  les  équations 


cas  de  trois  équations  à trois  in- 


ax  4 - by  4-  c*  = il. 

(0 

a’x  4-  b'y  4-  c'z  — d' , 

(2) 

a" x 4-  b" y 4-  C'z  = d". 

(3) 
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Pour  éliminer  s,  multiplions  la  première  équation  par  d , \a 
seconde  par  c , et  retranchohs  le  second  résultat  du  premier  ; 
il  vient  ainsi 

( ac ' — ccd)  x -I-  ( bc ' — cb')  y — dd  — cd' . (4) 

Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième  , on 
trouve 

{a’c"  — c’a”)  x 4-  (b'c"  — c'b")y  = d'e"  — c'd"  ; (5) 

et  l’on  doit  déjà  observer  (n°  00)  que  les  équations  (i),  (a),  (3), 
peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (t),  (4),  (5). 

Actuellement,  pour  éliminer/,  il  faut  multiplier  l’équation  (4) 
par  b-c"  — c'b",  l’équation  (5)  par  bc'  — cb',  puis  retrancher  le 
second  résultat  du  premier , ce  qui  donne 

[(ad  — ccd)  (b'c"  — db")  — (a’c"  — c'a")  (bd  — cb')]x 
= (dd  — cd’)  (b’c"  — dbH)—  (d'd'  — dd")  (bd  — cb'), 

ou , effectuant  les  calculs , réduisant,  et  divisant  par  d , 

(ab'd'  — ad  b"  + ca'b"  — ba'c"  4-  bd  a"  — cb'a")x\ 

= db'c"  — ddb"  4-  cd'b"  — bd'd'  4-  bdd"  — cb'd",  J [ 

équation  qui  donne  pour  x la  valeur  unique 

db'd'—  ddb"  4-  cd'b" —bd'  c"+bdd"—  cb'd" 

X ~ ab’c"'—ac'b"+  ca'b"—  ba'd’+  bd  a"—  cb'a"  ‘ 

D’ailleurs,  comme  les  équations  (i),  (4)>  (5),  et  par  consé- 
quent les  équations  proposées,  peuvent  être  remplacées  par  les 
équations  (i),  (4),  (6),  si  l’on  reporte  la  valeur  unique  de  x 
dans  l’équation  (4),  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  y; 
et  si  l’on  substitue  le  système  unique  des  valeurs  de  x et  de  y 
dans  l’équation  (i),  on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  *. 
On  voit  donc  que  les  équations  proposées  admettent  un  seul 
système  de  valeurs  pour  x,  y,  *. 

Les  valeurs  de  y et  de  * peuvent , au  reste , s’obtenir  directe- 
ment en  effectuant , pour  éliminer  x et  * , ensuite  x et  y , des 
calculs  analogues  à ceux  qu’on  a effectués  pour  éliminer  y et  s. 
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On  trouverait  ainsi 

ad'c" — ad  il"  ca'cf — da'c"  - 1-  de' a" — cd'a" 

~Y  ab'c ” — ac'b"-\-'ca'b" — ba'r"  -+-  bd  a" — eb'a"  ’ 

ab'd" — ad' b" -P- da'b"—ba'd"-h  bd' a"—  db'a" 
z ~ ab'c"—  ad  b"  -+-  ca'b"—  ba'c"  -+-  bd  a"  — cb'a"  ’ 

On  voit  assez  la  marche  qu’il  faudrait  suivre  si  l’on  avait 
quatre  équations  et  quatre  inconnues,  etc. 

08.  L’emploi  des  accents , dans  les  notations  des  coefficients , 
a donné  lieu  à l’observation  d’une  règle  d’après  laquelle  on  peut 
facilement  retrouver  les  formules  précédentes , sans  être  obligé 
d’effectuer  l’élimination. 

Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  équations  à deux  iheon- 
nues.  On  a trouvé , pour  les  valeurs  , 

cb'  — bd  ad  — ca! 

X ’ y ~ ab'  — ba’  ' 

l°.  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à ces  deux  valeurs  , 
formez  avec  les  lettres  a et  b , qui  désignent  les  coefficients  de  x 
et  de  y dans  la  première  équation , les  deux  permutations  ab  et  ba, 
puis  interposez  le  signe  — , ce  qui  donne  ab  — ba;  enfin , accen- 
tuez dans  chaque  terme,  la  dernière  lettre  ; il  vient 
ab'  — ba'. 

a°.  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à chaque  inconnue , rem- 
placez, dans  le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient 
de  cette  inconnue , par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute 
connue,  en  laissant  toutefois  les  accents  à la  même  place.  D’après 
cette  règle,  ab'— ba'  se  change  cb'— bc'  , pour  la  valeur  des.,  et 
en  ac' — ca'  pour  la  valeur  de  y. 

Considérons  actuellement  le  cas  de  3 équations  à 3 inconnues , 
a , b , c , désignant  respectivement  les  coefficients  de  x , y , z , et  d 
les  quantités  toutes  connues.  t°  Pour  avoir  le  dénominateur 
commun , prenez  le  dénominateur  ab — ba , qui  convient  au 
cas  de  deux  inconnues  ( abstraction  faite  des  accents ) , intro- 
duisez la  lettre  c dans  chacun  des  deux  termes  ab  et  ba  a 
toutes  les  places  , savoir  : à droite,  au  milieu  , et  à gauche  ; 
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puis  interposes  des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs  ; 
il  en  résulte  abc  — acb  -+-  cab  — bac  -+-  cab  — cba.  Mettes  en- 
suite dans  chaque  terme , l'accent’  sur  la  deuxième  lettre,  et 
l’accent  " sur  la  troisième  lettre  ; il  vient , pour  le  dénominateur  , 

ab'tf—  adb" ->r  ca'b"—  ba'c"+  béa1’—  cb'a". 

2°.  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue , remplacez, 
dans  le  dénominateur , la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette 
inconnue  par  la  lettre  qui  tlésigne  la  quantité  toute  connue , en 
laissant  les  accents  à la  même  place.  Ainsi  pour  x , changez  a 
en  d;  pour  y , b en  d ; et  pour  z , c en  d. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut  être  regardé  comme  un  ré- 
sultat d’observation  pour  deux  et  pour  trois  équations.  Il  serait 
facile  d’établir  une  loi  générale  applicable  à un  nombre  quel- 
conque d'équations  ; mais  la  démonstration  en  est  très-compli- 
quée, et  sort  tout  à fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour 
cet  objet,  à la  seconde  partie  de  l’Algèbre  de  Garnier,  à un 
ouvrage  intitulé  : Complément  de  la  théorie  des  équations  du  pre- 
mier degré,  par  M.  Desnanot;  au  Manuel  d' Algèbre  de  M.  Ter- 
quein , etc. 

09.  Voyons  l’usage  qu’on  peut  faire  de  ces  formules,  dans 
les  applications  particulières. 

Soient  les  deux  équations  5x  — 7 y = 34 , 3.r  — 1 3 y=  — 6. 

En  les  comparant  aux  équations  générales., 

ax  b y = c , a’x  -+-  b’jr  = c', 

on  a a = 5,  b = — 7,  c = 34  | a'  — 3,  b'  — — i3,  c'  = — G. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  formules 

cb'  — bc'  ac'  — ea'  .. 

* = **=&>  ' = 11  v,en, 

X—  34  x — 1 3 — (—  7)  X — 6 _ — 34xi3  — 7x6 

X ~ 5 X — 1 3 — (-  7)  X 3 ~ -5x  i3  + 7 X3 

_ — 442  — 42  _ — 484  _ ... 

~ - t>5  44  ~ ’ 

5 x — 6 — 34  X 3 — 3o  — 102  — ■ 32  _ ^ . 

y 5 x — i3  — ( — 7)  x 3 ~~  — 65  H- 21  — 44 
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et  je  dis  que  x — 1 1,  y = 3 , sont  les  valeurs  propres  à satisfaire 
aux  deux  équations  proposées. 

Nous  pourrions  d'abord  nous  en  assurer  en  les  substituant 
dans  ces  équations.  Mais,  afin  que  la  démonstration  soit  indé- 
pendante de  tout  exemple  particulier,  remarquons  que,  pour 

passer  des  formules  relatives  aux  équations  j a*  "+‘  fa  — ^ j j, 

„ . . . . ( ax  — br  = c i 

celles  qui  conviennent  aux  équations i , > , 

'ax — b y— — c) 

il  suffit  (n° 65)  de  changer  b en  — b , b'  en  — b ' , et  c'  en  — c', 
ce  qui  donne 

ex  — b'  — ( — b)  x — c'  ax  — c'  — exa  ' 

ax  — b'  — ( — b)xa'  ’ * ax  — b'  — ( — b)  xa '* 

et  pour  déduire  de  ces  nouvelles  formules  générales  les  valeurs 
qui  conviennent  aux  équations  particulières,  il  faut  faire 

o=5,  6 = 7,  c = 34;  a ' = 3 , 6'  = i3,  c'  = 6. 

Donc  enfin , on  obtient  les  valeurs  relatives  aux  équations  pro- 
posées , en  faisant  dans  les  formules  générales , 

a = 5,  6 = — 7,  c = 34  | o'  = 3,  6'  = — 1 3 , c'  — — 6, 

et  effectuant  ensuite  les  calculs  d’après  les  règles  établies  pour  les 
quantités  monômes. 

La  règle  consiste , en  général , à substituer  à la  place  des  coef- 
ficients a,  b , a',  b', . . . , leurs  valeurs  considérées  avec  tes  signes 
dont  elles  sont  affectées  dans  les  équations  particulières , et  à effec- 
tuer toutes  les  opérations  indiquées,  d’après  les  préceptes  établis. 

Ces  applications  justifient  de  nouveau  la  nécessité  d’étendre  aux 
quantités  monômes  les  règles  des  signes  établies  pour  les  polynô- 
mes, puisque  c’est  le  moyen  de  rendre  les  formules  générales  du 
premier  degré,  applicables  à tout  exemple  particulier. 

Passons  à la  discussion  de  ces  formules. 

70. 11  resuite  de  Leur  inspection  que  , dans  les  applications  par- 
ticulières, on  peut  obtenir  quatre  espèces  de  valeurs  pour  réponse 
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à des  problèmes  du  premier  degré , savoir  : des  valeurs  positives, 
des  valeurs  négatives , des  valeurs  de  la  forme  -,  enfin  , des  va- 
leurs de  la  forme  -.  Le  problème  des  courriers  a donné  lieu  à ces 


quatre  sortes  de  résultats  que  nous  nous  proposons  maintenant 
d’interpréter  d’une  manière  générale. 

D’abord  , les  valeurs  positives  sont  ordinairement  des  réponses 
aux  questions,  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant  nous  ob- 
serverons que,  pour  certains  problèmes,  toutes  les  valeurs  posi- 
tives ne  satisfont  pas  à l’énoncé.  Si,  par  exemple,  la  nature  du 
problème  exige  que  les  nombres  cherchés  soient  entiers , et  qu’on 
trouve  des  nombres  fractionnaires,  le  problème  ne  peut  être  ré- 
solu. Quelquefois  encore,  la  nature  du  problème  ne  permet  pas 
que  les  nombres  inconnus  surpassent  des  nombres  connus  et 
donnés  à priori,  ou  soient  au-dessous  d’autres  nombres.  Si  les  va- 
leurs obtenues,  quoique  positives,  ne  satisfont  pas  à cette  condi- 
tion que  comporte  l’énoncé , mais  qui  ne  peut  s’exprimer  par  une 
équation , le  problème  ne  peut  encore  être  résolu.  Ainsi,  1rs  va- 
leurs positives  des  inconnues  sont,  à proprement  parler,  des  réponses 
directes  aux  équations  ; et  elles  ne  sont  des  solutions  de  la  question 
qu’ autant  que  leur  nature  se  concilie  avec  les  conditions  qu’exige 
l’énoncé.  Pour  concevoir  comment  un  nombre  peut  vérifier  une 
équation  sans  vérifier  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  al- 
gébrique , il  suffit  de  remarquer  qu’tt«e  même  équation  est  la  tra- 
duction algébrique  d'une  infinité  de  problèmes,  dont  les  uns  ad- 
mettent tous  les  nombres  absolus  possibles  pour  solution,  et  les 
autres  n’admettent  que  des  nombres  d’une  certaine  nature. 


71 . Nous  savons  déjà  à quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeurs  né- 
gatives, pour  les  problèmes  à une  seule  inconnue.  Afin  de  ne  rien 
laisser  à désirer,  nous  allons  démontrer  le  principe  du  n°  89  pour 
un  problème  à plusieurs  inconnues. 

Il  est  évident  d’abord  que , si  l'on  obtient  des  valeurs  néga- 
tives pour  quelques-unes  des  inconnues,  les  équations  du  pro- 
blème ne  peuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été  éta- 
blies; car  si  un  système  de  nombres  absolus , mis  pour  jr, .y,*,..., 
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pouvait  les  vérifier,  les  équations  qui  en  ont  ete  déduites  par  la 
méthode  d'élimination  devraient  elles-mêmes  exister  pour  ce  sys- 
tème. Ainsi  l’equation  qui  ne  renferme  plus  qu’une  des  inconnues 
pour  lesquelles  on  a obtenu  un  résultat  négatif , de\  rait  être  vérifié 
par  un  nombre  absolu , ce  qui  serait  contre  l'hypothèse.  Il  faut 
donc  rectifier  t'énonce  du  problème,  ou  du  moins  les  équations  qui 
en  sont  la  traduction  algébrique. 

Actuellement,  si,  dans  les  équations , on  change  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a obtenu  des  résultats  négatifs,  les 
termes  affectés  de  ces  inconnues  changeront  nécessairement  de 
signe , et  l’énoncé  du  problème  sera  généralement  modifié  en  ce 
que  certaines  quantités,  d'additives  qu' clics  étaient,  diviendront 
soustractives,  et  réciproquement. 

Je  dis  enfin  que , ces  modifications  une  fois  faites , le  nouvel 
énoncé  est  vérifié  par  les  valeurs  obtenues  d’abord  pour  les  in- 
connues, abstraction  faite  de  leurs  signes.  Prenons,  pour  fixer  les 
idées , trois  équations  à trois  inconnues, 

ax  + by  -\-cz  — d,  a' x-yb’y c'z  — d' , a" x-yb" y -y-c" z—d" , 

et  supposons  que  ces  équations  aient  donné 

x = p , y — — q , z — — r. 

Changeons,  dans  ces  équations , y,  s en  y',  z'  (y1,  z'  désignant 
pour  le  moment  — y,  — z).  Il  vient 

’l’  J-i  " ’ p*  * 

ax-yby’ — cz ’zzxd,  a' x-y-b’ f -yc' z’ —d' , a"x-yb"y'-yc"z'=d" . 

* 

Or  ces  équations , ne  différant  des  précédentes  qu’en  ce  que 
y et  z sont  remplacés  par  y'  et  z',  donneront  nécessairement 
pour  résultats 

x = p,  y'  = — q,  z'  =—  r; 
d’où , remettant  — y et  — z à la  place  de  y'  et  de  z', 
x — p,  — y — — q,  z = — r, 

ou  bien  enfin, 

x =p,  y ~ q,  z = r;  C.Q.F.  D 
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Ainsi  le  principe  du  n°  89  est  vrai  pour  les  problèmes  du  pre- 
mier degré  à plusieurs  inconnues. 

N B.  — Quelquefois  l’énoncé  d’un  problcftne  n’est , par  sa  na- 
ture, susceptible  d’aucune  modification;  dans  ce  cas,  les  valeurs 
négatives  ne  sont  que  des  solutions  des  équations  modifiées , qui 
peuvent  d'ailleurs  être  regardées  comme  la  traduction  algébrique 
d’autres  problèmes  susceptibles  de  modification. 

72.  Il  nous  reste  maintenant  à interpréter  les  expressions 

telles  que  - , -. 

o o 

Soit  d'abord  l’équation  à une  inconnue, 
ax  —,  b ; d’où  x = 

a 

i°.  Si,  pour  une  hypothèse  particulière  faite  sur  les  données 

de  la  question  , on  a a = o,  il  en  resuite  x — ^ . 

Or , l’équation  devient , dans  ce  même  cas,  o X se  = b , et  ne 
peut  évidemment  être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé. 
Remarquons  cependant  que  , l’équation  pouvant  aussi  se  mettre 

sous  la  forme  - = o , si  l’on  remplace  x par  des  nombres  de  plus 
en  plus  grands , - différera  de  moins  en  moins  de  o , et  l’équation 

X 

approchera  de  plus  en  plus  d’être  exacte  ; en  sorte  qu’on  peut 
prendre  pour  x une  valeur  assez  grande  pour  rendre  - moindre 

X 

qu’aucune  quantité  assignable. 

C’est  pour  cette  raison  que  les  algébristes  ont  coutume  de  dire 
que  l'infini  satisfait , dans  ce  cas,  à l’équation;  et  il  y a des  ques- 
tions pour  lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une  véritable 
solution.  Du  moins,  il  est  certain  que  l'équation  ne  peut  ad- 
mettre de  solution  en  nombre  fini;  et  c’est  tout  ce  qu’on  veut 
prouver. 

Si  l’on  a en  même  temps,  a- r o,  é = o,  la  valeur  de  x 
prend  la  forme  -. 
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Or,  l’équation  devient , dans  ce  cas , oX  x = « ; et  tout  nombre 
fini,  positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à cette  «-quation. 

Ainsi  l’équation  (ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algé- 
brique) est  indéterminée. 

73.  C’est  ici  le  lieu  de  faire  une  remarque  importante  sur  l’ex- 
pression - , qui , dans  certains  cas,  est  le  symbole  de  l'existence 

d’un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction , lequel  fac- 
teur devient  nul  par  l’effet  d’une  hypothèse  particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  ait  trouvé  pour  résultat  de  la 

a1  — ^ 

solution  d’un  problème  , x = ; 


Si  l’on  fait  dans  cette  formule , a = b,  il  en  résulte  x = 

Mais  remarquons  que  a3  — peut  (n°  31  ) se  mettre  sous  la 
forme  (a  — b)  (a’  + ab  + b%  et  que  a'  — b » est  égal  à 
(a  — b)  (a  -+-  b);  ainsi , la  valeur  de  x revient  à 

(a  — b)  ( a 1 ab  - f-  b ’) 

X ~ (a  -*)(«  + b) 


Or,  si,  avant  de  faire  l’hypothèse  a = b,  on  commence  par 
supprimer  le  facteur  commun  a — b , la  valeur  de  x devient 

x = - 4 ,1  b.  ~^T.  _ , expression  qui,  dans  l’hypothèse  de  a = b, 


se  réduit  à 


3a’ 

2a 


3 a 
2 ' 


Soit,  pour  second  exemple,  l’expression 

a'  — b1  _ (a  + b)  [a  — b) 

(. a — bÿ  ~ (a  — b)  (a  — b)' 

En  faisant  a = b , on  trouve  pour  valeur  de  x,x  = à 
cause  de  l’existence  du  facteur  commun , a — b -,  mais  si  l’on 
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supprime  d'abord  ce  fadeur,  il  vient  x = 


a — b ’ 


expression 


qui  se  réduit  à.r  = — lorsque  l'on  fait  a = b. 


Concluons  de  là  que  le  symbole  - est  quelquefois  en  Algèbre 

l’indice  de  l'existence  d'un  facteur  commun  entre  tes  deux  termes 
de  la  fraction  qui  se  réduit  à cette  forme.  Ainsi , avant  de  rien 
prononcer  sur  la  vraie  valeur  de  la  fraction  , il  faut  s’assurer  si  scs 
deux  termes  ne  renferment  pas  un  facteur  commun.  Dès  qu'il  n’en 
existe  pas,  on  conclut  que  l’équation  est  réellement  indéterminée. 
S’il  en  existe  un,  on  le  supprime,  puis  on  fait  de  nouveau  l’hypo- 
thèse particulière  ; et  l’on  arrive  à la  vraie  valeur  de  la  fraction,  la- 
quelle peut  encore  se  présenter  sous  trois  formes  , - (A  pouvant 

ii 

êtreo),  — , auquel  cas  l’équation  est  déterminée,  impossible 

en  nombre  Gni,  ou  indéterminée. 

Cette  observation  est  très-utile  dans  Ja  discussion  des  pro- 
blèmes. 

74.  Revenons  h notre  sujet;  et  considérons  maintenant  les 

...  . . t ax  -t-  bjr  = c„ 

deux  équations  a deux  inconnues  < ,, 

1 ( n’x-h  b y = <? . 

On  a trouvé  (n“  07),  pour  les  valeurs  de  x et  dey, 

ré' — bc‘  ac’  — ca’  . 


~ ab'  — bu 
Supposons  que  l’on  ait 


y 


ab'  — <Zio' 


ab 1 — ba' 

• . «!, 

* t,  i , > 


Les  numérateurs  rb'  — be',  ac'  — en', 'étant  différents  de  o, 
» * * • * 

les  valeurs  se  réduisent  à 

A B 

y = 


Pour  interpréter  ces  résultats,  observons  que,  de  l'équation 
ab'  — ba'  — o,  on  tire  a'  — °r-i  d'où , substituant  dans 


.i lg . B . , ()'  éd. 


« 
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l’ équation  ax  + b y = c , « chassant  le  dénominateur, 


nx  -t-  by  — 


bc' 

T" 


équation  dont  le  premier  membre  est  identique  avec  celui  de  la 
première 

ax  -+-  by  = c, 

tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  différent  : car  de 


l’inégalité  cb'  — bc'  ^ o , on  déduit  c ^ y 


> bc' 


On  voit  donc  que  les  deux  équations  proposées  ne  peuvent  être 
satisfaites  simultanément  par  aucun  système  de  valeurs  finies 
de  x et  de  y. 

Si  l'on  a en  même  temps  : ai'  — ba'  = o , cb'  bc  = o, 


la  valeur  de  x se  réduit  à x — valeur  qu  il  faut  inter 
prêter. 

Les  deux  équations  proposées  peuvent , en  vertu  de  la  relation 


a b'  — ba'  = o , sê  mettre  sous  la  forme 


ax  -4-  by  — c , 
ax  -é-  b y = y-  , 


équations  qui,  rentrent  nécessairement  l’une  dans  l’autre  : car  de 

• » • * • êc’ 

la  relation  cb'  — bc'  xx.  o,  ou  déduit  c zx.  —, 


Ainsi,  pouf  résoudre  le  problème,  on  a’a  réellement  qu’une 
seule  équation  entre  deux  inconnues:  donc,  la  question  est  indé- 
terminée. 

Comme  la  relation  a b’  — ba'  = o donne  b'  = —,  d’où  , 

a 

i 

substituant  dans  la  relation  cb'  — bc'  — o et  réduisant , 
ca'  — ne'  = o , 
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on  peut  un  conduit;  que , si  Ut  valeur  tic  x est  île  la  forme  -,  la 

valeur  de  y est  généralement  de  même  forme  ; et  réciproquc- 
ment. 


73.  Cette  proposition  , relative  au  système  de  deux  équations , 
cesse  d’être  vraie  dans  un  seul  cas  particulier  : c’est  celui  où  les 
coefficients  d’une  même  inconnue  sont  nuis  à la  fois  dans  les  deux 
équations.  Examinons  cette  circonstance  qui  mérite  quelque  atten- 
tion. 

Supposons , par  exemple , b = o,  b'  — o , auquel  cas  les  va- 
leurs de  x et  de  y se  réduisent  à 


o ac — en 

x = -,  et  y = — - . 

o o 

Si  nous  remontons  aux  équations,  elles  deviennent,  dans  l'hy- 
pothèse «pie  nous  considérons, 

aX  C \ d'"ù  l’on  déduit  x=~  et  — . 

a!  x=c'  ) a « 

- ' • * 

Or,  il  arrive  nécessairement  de  deux  choses  l’une; 

Ou  bien  - ^ —j  t alors  les  équations  sont  incompatibles  ; et  la 
a a • m 

valeur  de  y est  de  la  forme  - ou  infinie,  tandis  que  x est  de  la 
forme 

o 

C ^ 4 

Ou  bien  - = -7;  alors  les  deux  équations  s'accordent  entre 
a a » * * 

C C-m 

elles.  De  plus,  comme  la  relation  - = donW  ac'  — en'  = 0,  il 
■ a a 


s’ensuit  que  la  valeur  dey  prend  la  forme  - , comme  celle  de  x ; 


mais  il  y a cette  différence  essentielle,  que  y est  réellement  indc- 

f 

terminé,  tandis  que  x a une  valeur  déterminée, 

Au  surplus , dans  l’hvpothèse  qui  nous  occupe , savoir  : b = o, 

8. 
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b'  — o , ac'  — ca'  = o,  il  est  facile  de  faire  ressortir  l'existence  d'un 
facteur  commun  qui  rend  nuis  à la  fois  les  deux  termes  de  la  va- 
leur générale  de  x. 

, a'  c'  , - b' 

Soit  pose,  pour  cela  , m = — = et  n — , 

il  en  résulte  a'  — ma  , c'  = mc,  et  b'  = nb, 

, f cb'  — Ar'l 

d’où  , substituant  dans  la  valeur  générale  de  x,  a:  = -p — I , 

ces  valeurs  de  a',  d , b',  il  vient  : 

ben  — cbm  _cb(n — m) 

X abn — bain  ab(n — rn)  ’ 

expression  qui , après  la  suppression  des  deux  facteurs  communs, 

■ i • c 

A et  u — m , sé  réduit  à x — - . 

a 

Quant  à la  valeur  générale  de  y J / = - , j > elle  devient, 

par  les  mêmes  substitutions , 

acm  — cam  ac{m  — m) c ( m — m) 

abn — bam  nb{n — m)  b (n — m)' 

expression  qui , à cause  de  b — o et  m — m — o,  se  réduit  toujours 

à - , sans  qu’il  y ait  aucun  facteur  commun  à supprimer;  et  nous 
o • 

avons  vn  qu'en  effet,  y doit  rester  indéterminé. 

Les  conséquences  seraient  analogues  si  l’on  avait  à la  fois  a=  o, 
<i'  = o, 

N.  JB.  — Le  çj>s  particulier  où  les  coefficients  des  deux  incon- 
nues dans  la  même  équation  , sont  nuis  à la  fois,  n’infirme  pas  la 
proposition  établie  au  n°  7 A. 

n , ' ch’  —ca' 

Un  trouve , t°  pour  a — o,  b =r  o, . . . , x = — , Y — ; 

o o 

— Ac'  ac' 

a"  pour cr  =o,  b =o,„,  , x — ,X~  “• 

Ce  sont  là  les  seules  circonstances  dignes  de  remarque. 
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76.  Nous  venons  de  voir  que  , pour  deux  équations  à deux 
inconnues , à l’exception  d’un  seul  cas  particulier,  si  l’une  des 

inconnues  a une  valeur  de  la  forme  - ou  - , l’autre  a néces- 

o o 

sairement  une  valeur  de  la  même  forme;  de  plus,  que,  dans 
l’hypothèse  où  les  valeurs  sont  toutes  deux  de  la  forme  - , les 

’ * • . o 

équations  sont  incompatibles,  et  que,  si  elles  sont  de  la  forme  - 

» o 

les  équations  sont  indéterminées. 

On  ne  peut  plus  tirer  les  mêmes  conséquences  dès  quê  l’on  a 
plus  de  deux  équations.  Ainsi,  par  exemple,  quand  il  s'Ügit  de 
trois  équations,  si  l’on  suppose  nul  le  dénominateur  commun  aux 
valeurs  des  trois  inconnues  , il  pourra  arriver,  suivant  les  circon- 
stances : ou  bien  que  les  numérateurs  soient  tous  trois  •différents 
de  o;  ou  bien  , qu’ils  soient  tous  trois  égaux  à o;  ou  bien,  enfin  , 
que  l’un  des  deux  étant  égal  h o,  les  deux  autres  soient  différents 
de  o;  ou  réciproquement. 

Cela  s’explique  assez,  bien  par  l’pbservation  que , * pour  deux 
équations,  le  dénominateur  é«',  étant  çdrt)  poSb.de  4ifèux 

termes  seulement,  ne  peut  être  nul  que  de  Vois  manières  princi- 
pales, saèoir  : lorsque  l’on  a t 


a”. ..  « = o,  a'  — o,  ou  bien;  b=o,  b'  — o,  • 

3°. ..  a — o,  b sx, o,  ou  bien,  «J=o.  b'  = o; 

/ #v.  •-  Ax  * 

tandis  que,  pour  trois  équations , le  dénominateur  frétant» 

ab'c"  — ad  b"  + ca'b"  — bd'c"  -4-  bd  a"  — cJ'q",  * ‘ • 
peut  être  mis  sous  différentes  formes^ ^telles  que 

a(b’c"—  db")  -+-  a'(éb"  d-bc")  + a\{bd '-{ & ) ,■ 
b {c'a"  — a'  c"  ) + b' {ai"  -d  ’ca”).  + ‘ b"{ca ' — ad), 
r {a' b"  — b' a" ) + c'  ( ba " — abl')  -+-  d^nh'  — là 'j , 

• 4 * 

et  est  ainsi  susceptible  de  devenir  mi/d’un  très-grand  nombre  de 
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manières,  sans  que  les  valeurs  des  numérateurs  dépendent  les  unes 
des  autres. 

Par  exemple,  en  supposant  qu  aucune  des  quantités  a,  b , c,a' , 
l>',  <•',  a",  b",  r",  d,  <■/',  il",  ne  soit  nulle,  admettons  que  l’on  ait  : 
b'c"  — c b"  — o,  cb"_ — bc"  — o,  d’où  fcc'  — cb' — o; 
le  denomifiateur  D devient  o ; et  comme  le  numérateur  de  la  va- 
leur detrsc  déduit  de  I)  (n“  G8)  en  changeant  a ,a',a",en  d,  d' ,d" , 
il  est  .clair  que  ce  numérateur  serait  aussi  égal  à o ; mais  rien  ne 
prouve  que  les  numérateurs  qui  correspondent  à y et  à s , devien- 
nent nuis  dans  la  même  circonstance , puisque  les  quuntitrs 
b'c" — Vfc",  rfc"  — fcc",  et  fcc' — cb',  n'entrent  pas  dans  leurs 
expressions.  • 

Toutefois,  liés  qu'on  obtient  pour  la  valeur  de  l’une  des 

inconnues  une  expression  .de  la  forme  - , on  peut  conclure, 

SahsSujCUNk  Bi-STMCTiou  , que  les  équations  sont  incompatibles  en 
nombnesdinis , au  moins  pour  cette  inconnue . En  effet  , comme  il 
résulte  de  ce  qui  a étéditn°OT,  que  l’une  des  équations  proposées 
peu**ètre  ratuplaééé  par  l’éqnalion  qui  ne  renferme  plus  que  l’in- 

■A 

connue  pour  laquelle  on  a trouvé  un  résultat  de  la  forme--,  il n’v a 

que  ce  résultat  qui , combiné  avec  certaines  valeurs  des  autres  in- 
connues, puisse  vérifier  les  trois  équations  proposées. 

9 % 

Mais  de  ce  qu’on  obtient  pour  l’une  des  inconnues  un  résultat 
rie  la  forme  - Holl  ne  peut  pas  condurt?  que  les  équations  sont  in- 

déterinitfcrs  ? caVj  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  fait  observer,  les 

* , * A 
autres  inconnues  peuvent  avoir-  des  valeurs  delà  forme  - . 

■ • • . o 

Il  V a plus , c’est  qu’il  est  possible  que  les  trois  valeurs  soient  de 

la  forme  , sans  que,  pftnr  cêhi , l’on  soit  en  droit  de  conclure 

que  les  équations  sont  indrterminecs  ; elles  peuvent  même,  dans 
ce  -cas  , être  incompatibles. 
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Prenons , pour  exemple  , les  trois  équations 

ax  4-  by  4-  cz  =z  d, 

a'x  4-  b' y 4-  c'z  — d', 

ma' x 4-  rnb’y  4-  mcz  — nid', 

dont  la  dernière  résulté  de  la  multiplication  des  deux  membres  de 
la  seconde  par  le  facteur  m ; ce  qui  revient  à supposer  dans  les 
équations  générales  à trois  inconnues, 

a"  — a'  m , b"  = b' ni , d'  — cm , d"  — d'm  , 

a"  b"  c " d'' 

et  par  conséquent , - = 77  = - = 

a 0 c a 

on  déduit  de  ces  dernières  relations , 

b'a" — a'b"  =zo,  c'  a"  — a'  c"  q=  o , d' a"  — a'  d"  = o, 
c'  b"  — b'  c"  = o,  d'b"  — b'd"  = o,  réV'  — c' d"  = d. 

* • • 1 . » • 

Or,  si  l’on  désigné  par  D le  dénominateur  commun  aux  trois  va- 
leurs de x,y,  z , et  par  N,  N',  N",  leurs  numérateurs  respectifs  , 
valeurs  dont  la  loi  de  formation  a etc  établie  n"  CO , on  trouve , en 
vertu  des  relations  ci-dessus , 

i i • 

D =a(b'cn  — c'b")  4-  b\e'a"  — a',c")  4-  — b'a'  ) = o, 

N =d(b'c"  — c'b'')-^b(c'd"  — d‘c"-}-hc(d'b"  — o, 
N'  = a (d  c"  — c ’d")  4-  d (c"  a«  >- a' c"  J+*  c(a'd"  — rfV'Ô  = 
Ti"=a(b',r  — d'b")-+-  b(d'a"  — a' d".)  + d(a' b"  — bf //")  = » 

• • T • * * 

Ainsi , les  valeurs  de  x , y , z se  enduisent  toutes  les  trois  à la 
même  forme, 

o # 

Dans  le  cas  que  nous  considérons , on  peut , jusqu'à  un  certain 

* 

• o • 

point,  regarder  - comme  un  symbole  aindeterminauon ; caria 

troisième  équation  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  seconde  ; 
ainsi , l’on  n’a  que  deux  équations  réellement  distinctes  entre  trois 
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inconnues.  Cependant,  observons  que  les  résultats  obtenus  ci- 
dessus  auraient  encore  lieu,  lors  même  que  la  seconde  équation 
serait  incompatible  avec  la  première,  si  l’on  avait,  par  exemple, 
pour  cette  seconde  équation 

pa.x  ■+■  pb.y  d-pc.z  = t/d  (p  étant  > ou  < tj). 

% 

• . O 1 r • 

On  voit  donc  que  les  trois  résultats  - peuvent  quelquefois  cor- 
respondre à une  incompatibilité  entre  les  équations. 

L'absurdité  peut  encore  se  manifester  par  trois  valeurs  de  la 

forme-,  bien  qu'aucune  des  trois  équations  ne  puisse  être  consi- 
dérée comme  rentrant  dans  l’une  des  deux  autres  : c’est  ce  qui  ar- 
riverait pour  les  trois  équations  suivantes  : 

ajg  4-  by  cz  = d,  ax  -+-  by  -t-  cz  = d',  ax  by  -+-  cz  = d" . 


En  considérant  cê  système,  on  reconnaît  facilement  qu'il  ne  peut 
exister  etr  nonibrés  finis,  à moins  qùe  l’on  n’ait  d-=d'—d".  Il 
est  vrai  que,  du  moment  où  Atte  dernière  relation  existe,  le  sys- 
tème des  équations  devient  indéterminé , puisqu'il  se  réduit  à une 
seule  équation  entre  trois  ^inconnues,  Mais  il  n’en  est  pas  moins 
certain  que , dans  leur  état  actuel , les  équations  sont  incompatibles , 

quoique  lés -trois  valeurs  soient  de  la  forme  - , ainsi  qu’on  peut 

s'en  assgrer  èn  remontant  aux  valeurs  deD,  N , N',  N'',  établies 
ci-dessus. 

Prenons,  pour  pquvel exemple.,  les  équations 
* ‘ . » ». 

. ax  .-f-  -by  -(-  cz  = rf, 

a'x  -4-  by  -f-  es  — d', 

. * • - „ ■ * >. 

a" x -b X d-  cz  — d , 

• • » * V V • 

• * * • • . « 

que  fou  déduit'  des  équations  générales  en  supposant 

H — b\  — ' b",  et  c‘—  c'  ~ c"\ 


« 
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on  trouve  pour  les  valeurs  de  D,  Pi , Pi',  Pi", 

D = a ( bc  — cb)  4-  a'  (cb  — bc)  4-  a"  (bc  — cb)  = o , 

Pi  — d ( bc  — cb)  ’4-  ri'  (cb  — bc)  4-  d"  (bc  — cb)  = o , 

N'  = c (ad’  — art"  + tia"  — cia'  4-  a'  d"  — d’n"), 

K"  = b (ad"—  ad'  4-  d'a"  — a 'et' 4-  da  ' — da"). 

Les  deux  expressions  de  N',  Pi",  doivent  être  généralement  diffé- 
rentes de  o;  ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  valeur  dex 

est  de  la  forme  — , tandis  que  celles  de  y et  de  z sont  de  la 

forme  -. 
o 

Pour  interpréter  ces  résultats,  observons  que  les  équations  ne 
peuvent  exister  simultanément , à moins  que  l’on  n’ait 


d’où  l’on  tire  x = 


ax  — d'  — a'x,  d — ax  — d" 
d'  — d d"-+d 


et 


Ici,  comme  au  n°  7ü,  il  peut  arriver  de  deux  choses  l’une  : 
Premier  cas  : les  deux  valeurs  de  x ne  s’accordent  pas,  c’est- 
à-dire  que  l’on  a 

d'  — d d"  — d> 

T, O , 

• a — a a — a 

ou , réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur , et  supprimant 
les  deux  termes  4-  ad,  — ad,  qui  se  détruisent , 


if  u 

d a 


- da"  — ad'  — a' d"  4-  da ' 4-  ad 


(il  est  inutile  de  tenir  compte  du  dénominateur  commun). 

Or  le  premier  membre  dtr  cette  inégalité  n’est  autre  chose  que 
le  facteur  entre  parenthèses,  dans  les  valeurs  de  N'  et  N"  (au  signe 
près  toutefois  pour  Pi').  Donc  les  valeurs  de  / et  de  z se  présen- 
tent sous  la  forme  infinie , ou  - , quoique  celle  de  x soit  de  la 

..  o 

lorme  -. 
o 
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Second  cas  : lus  deux  valeurs  de  x s’aecordenl  entre  elles,  ce  qui 


d' 


d"  — d 


entraîne  la  relation  — - = o, 

a — a a — a 

ou  d'a’  — da"  — ad'  — a’ d" -h  da’  ■+■  ad"  = o; 

et  alors  les  deux  valeurs  de  r et  de  a se  réduisent  à - .comme celle 

o 

de  x.  Mais  tandis  que  la  valeur  de  x est  rie  terminée  et  égale 
v d'  — d d"  —d  ...  . 

a —, ou  —r, , celles  de  y et  de  z sont  indéterminées , 

a — a a — a 

puisque  l’on  n’a  plus  entre  ces  deux  inconnues  (pie  l'équation 
unique 


by  -f-  cz  = d — ax  = 


da'  — ad' 


Ce  cas  particulier  est  analogue  à celui  du  n°  75,  qui  se  rapporte  à 
deux  équations  à deux  inconnues. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  convaincre  que , si  le 

symbole  - dénote  toujours  un  système  d'équations  auxquelles  il 
est  impossible  de  satisfaire  , du  moins  en  nombres  finis,  le  sym- 
bole - est  tantôt  un  caractère  d 'indétermination , tantôt  un  carac- 
o 

tère  d'absurdité.  Quelquefois  aussi  (n°  75)  il  annonce  la  présence 
d'un  facteur  commun  ; et  ce  qu’on  a de  mieux  à faire  pour  inter- 
préter de  pareils  résultats , c’est  de  remonter  à l'équation  ou  aux 
équations  qui  y ont  conduit. 

77.  Lorsqu’on  opère  directement  sur  des  équations  particu- 
lières, on  parvient  à d’autres  caractères  d’absurdité  ou  d’indéter- 
mination. 


Premier  exemple.  — Soient  les  trois  équations 

ax  -4-  3 y — z = iG , 

5x  — 2 y -(-73  = 21, 

7*  -+-  ^ -4-  6z  = 3 7, 

dont  la  dernière  résulte  de  l’addition  des  deux  premières  membre 
à membre.  En  calculant  D,-N  , N',  IN",  d’après  les  formules  géné- 
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raies,  et  conformement  aux  principes  du  n"  «9,  on  trouve  suc- 
cessivement D = o , N = o,  N'  = o,  N"  = o.  Ainsi  les  valeurs  de 

x,  y,t,  sont  toutes  trois  de  la  forme-;  mais  opérons  directement 

sur  ces  équations. 

Si  l’on  élimine  z entre  la  première  et  la  seconde  équation , 
puis  entre  la  première  et  la  troisième,  d’après  les  méthodes 
connues , on  parvient  aux  deux  équations 
ic^r  ty  = 1 33, 
tgx  4-  19/  = 1 33, 

d’où,  retranchant  de  nouveau  ces  deux  équations  l’une  de 
l’autre,  0 = 0, 

égalité  qui  n’apprend  rien  ni  pour  x ni  pour  y. 

En  remontant  à l’une  des  deux  équations  precedentes  , qui  , 
toute  simplification  faite  , devient 

* -h  y = 7, 

on  pourra  donner  à x toutes  les  valeurs  imaginables,  ce  qui 
fournira  pour  y des  valeurs  correspondantes  tirées  de  cette  der- 
nière éqnation.  Reportant  ces  valeurs  de  x et  de  y dans  l’une 
des  trois  équations  proposées,  on  obtiendra  autant  de  valeurs 
correspondantes  pour  z. 

Soit  fait , par  exemple , x = 1,2,  3,4»  — • » 
il  en  résulte  y =’6,  5,  4*  3,...., 

d’où  , substituant  dans  la  première  équation  du  système  donné, 

z = 4 » 3,  2,  1,....; 

et  tous  ces  systèmes , en  nombre  infini , vérifient  les  trois  équa 
lions  proposées 

Le  symbole  -,  obtenu  dans  cet  exemple  pour  les  trois  in- 
connues , correspond  donc  ici  à une  indétermination  , comme 
l’égalité  o = o , à laquelle  on  est  parvenu  en  opérant  directe- 
ment sur  les  équations. 
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Second  exemple.  — Soient  les  équations 


7.x  -h  3/  — i = 16, 

5x  — y 7*  = ai , 

3.r  — 5r  -t-  8a  = ia. 

I’onr  former  la  troisième , on  a retranché  la  première  de  la 
seconde  , en  ajoutant  toutefois  le  nombre  7 au  second  membre  de 
l'équation  résultante.  Le  système  est  donc  absurde  ; aussi , en 
calculant  les  valeurs  de  D,  N,  N',  N",  au  moyen  des  formules 
générales,  on  obtiendrait  successivement 

D = o,  N = t33,  N'  = — t33,  IS"  = — 1 33  , 

ce  qui  donnerait  pour  les  trois  inconnues  des  valeurs  de  la 

forme  — . 
o 

Mais  en  éliminant  directement  a entre  la  première  et  la  se- 
conde équation,  puis  entre  la  première  et  la  troisième,  on  par- 
vient aux  équations 

19a:  -4-  197  = 1 33  , et  1 gx  -4-  19/  = 1 08  ; 
d'où  , retranchant  de  nouveau  ces  équations  l’une  de  l’autre, 

’ lV 

O = 25, 

égalité  absurde  qui  fait  ressortir  l’incompatibilité  des  équations 
proposées. 

Troisième  exempte.  — Soient  les  deux  systèmes 

x 4-  gy  + 6s  = 16  | j 4-  97  4-  62  = i6  ^ 

ax  -H  3r  -4-  7.1  — 7 > (1),  jx  + 3y  4-  aî  = 7 \ (2) 

3x  4-  67  4-  42  = |3  ) 3-r  4-  67  4-  4*  — ‘9  ' 

que  l’on  peut  considérer  comme  un  cas  particulier  du  dernier 
exemple  général  discuté  n°  76  ; car  en  divisant  les  deux  membres 
de  la  première  équation  de  chaque  système  par  3 , et  les  deux 
membres  de  la  troisième  équation  par  a,  on  obtient  les  nou- 
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vclles  équations 


1 , 16 

3*  + 3r  + « = y, 
?..r  -+-  3 y 4-  22  = 7 

3 _ i3 

-j  -4-  3/  4-  2s  = — , 

2 2 


- |6 

3-C  -+-  3j  -r-  2S  = y, 

et  2 x -H  3jr  -4-  22  = n , 

3 . . 10 

-X  -+-  3v  -(-22  = S. 

2.  2 


11  y a toutefois  entre  les  deux  systèmes  cette  différence  que , 

. • , a • d'~  d d"—d  / . 

pour  le  premier,  la  relation  -7 = — (du  n°  70)  est  sa- 
ri— a a — a ' 

tisfaite,  et  qu’elle  ne  l’est  pas  pour  le  second. 

Cela  posé  , l’élimination  de  z entre  la  première  et  la  seconde  équa- 
tion , puis  entre  la  seconde  et  la  troisième  du  système  (i),  donne 
les  deux  résultats  identiques,  x=  1 , x = 1.  Substituant  cette 
valeur  dans  les  trois  équations  du  même  système  (1),  011  parvient, 
toute  réduction  faite,  aux  ('■quations 

3y  -+-  22  = 5 , 3/  4-  22  = S , 3jr  -4-  22  = 5 , 

qui , par  l’élimination  de  y ou  de  z,  donnent  lieu  à l’égalife 

0 = 0. 

Ce  résultat  correspond  aux  valeurs  de  la  forme  ° , trouvées 

pour  les  trois  inconnues  au  moyeu  des  formules  générales.  Il 

faut  se  rappeler  toutefois  (n°  70)  que  le  symbole  -,  obtenu 

pour  x,  avait  une  valeur  déterminée  qui  est  ici  x=  1 , et,  que 
le  même  symbole  obtenu  pour  y et  2 indiquait  une  indétermi- 
nation. 

En  répétant  lé*  mêmes  calculs  par  rapport  au  système  (2), 
on  obtient 

x = 1 , et  x = — .5. 

La  valeur  x = 1 portée  dans  la  première  et  dans  la  seconde  des 
équations  du  système (2),  donne 

h 4-  sis  = 5 ; 


if 


A 
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et  la  valeur  x — — 5 portée  dans  la  seconde  ou  la  troisième 
équation  du  même  système , donne 

3y  -+-  2Z  = 1 7 ; 

égalité  absurde  qui  correspond  à la  valeur  - trouvée  pour  .r , 

• ‘A 

et  aux  valeurs  de  la  forme  - obtenues  pour  y et  pour  z. 

Les  résultats  o = o , o = A , auxquels  on  parvient  quelque- 
fois en  traitant  directement  des  équations  particulières,  ont 

o A » 

donc  la  même  signification  que  les  symboles  - , — , que  l’on 

obtient  en  appliquant  les  formules  générales  à des  exemples  parti- 
culiers. 

78.  ÎVous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier 
degré  par  l’examen  d’un  cas  très-important.  C’est  celui  où,  dans 
les  équations  générales , on  suppose  nulles  à la  fois  lotîtes  les 
«quantités  connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce 
cas , il  suit  évidemment  de  la  loi  de  formation  des  numéra- 
teurs pour  les  valeurs  générales  des  inconnues  (n“  68),  que  ces 
numérateurs  s’anéantissent  tous  en  même  temps , c’est-à-dire  que 
l’on  aA=o,  B = o, . •.  . Comme  d'ailleurs  il  n’existe  aucune  rela- 
tion particulière  entre  les  coefficients  a,  b,  c,a',  b',  des 
inconnues,  la  valeur  deD,  qui  résulte  d’une  certaine  combinaison 
3®  ces  coefficients , est  généralement  différente  de  o.  Ainsi  l’on  a, 
potr-valeurs  des  inconnues , x = o,  y—o,  z — o , ...  ; et  ces 
valeurs  vérifient  évidemment  les  équations  proposées. 

, Si  cependant,  outre  l’hypothèse  que  les  quantités  connues 
du  second  membre  soient  nulles  à la  fois , on  a encore  entre  les 
' coefficients  des  inconnues , la  relation  D = o,  les  valeurs  géné- 
• r 0 

raies  se  réduisent  à la  forme  x — -,  y — -,  etc . . . . 

> o o 

Orqe  dis  que,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées, 
Huais  que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  détermi- 
nés , qu’on  peut  obtenir  à l’aide  des  équations  proposées. 
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Soient  on  effet  les  trois  équations 
ax  -+-  by  + cz  = o , b' y 1 -t-c'i  = u,  ax  -f-  b" y c"z  — o , 

clans  lesquelles  on  suppose  (n°  67  ) que  l’on  ait  D = o , ou 
ab'c" — ac'b"-\-  ca'b" — ba’c"+  bd  a " — eb'a"—  o, 

Elles  peuvent  ctre  mises  sous  la  forme  * ■ s 

• «c  » 

a-+b^  -tre— o,  = o,  a"--hb"£  + c"  =of 

Z % Z Z Z Z 

Or , on  tire  des  deux  premières , en  traitant  - et  - comme 

S Z 


deux  inconnues , . . . . 


bc'  — cb' 


y _ 


ca'  — ad 


D’où  l’on  voit  qu’en  donnant  à i.  (1rs  valeurs  entièrement  ai 
bitraircs,  les  valeurs  de  x et  de  y s'obtiendront  à l’aide  de  ees 
deux  proportions  dont  tes  seconds  rapports  sont  constants  et  égaux 
à des  rjuantités  connues.  q »• 

Mais  il  reste  à savoir  si  ees  valeurs  satisfont  à la  troisième 
équation , qui  devient  alors  une  équation  de  condition.  Or,  on 
trouve  en  les  substituant  dans  cette  équation , 

,,  bc'  — cb'  , ,,  ca'  — ad  WH 

^ - . 1*. 

ou,  réduisaut  et  écrivant  les  termes  dans  un  ordre  convenable, 

ab'c'—  ac'b"-h  ca'b"—  biéd'-S-  bd  a"—  cb'a"—  o , 
condition  qui,  par  hypothèse,  est  satisfaite. 

70.  Ceci  nous  conduit  naturellement  ù l’examen  d’une  circon- 
stance dont  le  second  problème  du  testament,  résolu  n°  49  , nous 
a offert  un  exemple  : c’est  celle  où  l’énoncé  de  la  question  condnit 
à un  nombre  d’équations  réellement  différentes,  plus  grand  que 
celui  des  inconnues  à déterminer. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  renferme 
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n inconnues,  et  donne  lien  à m équations  differentes,  m elant]>«. 
Il  faut  d’abord  combiner  entre  fîtes  un  nombre  n r les  équations  pro- 
posées, pour  en  tirer  tes  valeurs  ries  n inconnues  ; substituer  en- 
suite ces  valeurs  dans  les  (ni  — n)  équations  restantes,  ce  qui  donne 
lieu  à autant  de  relations  entre  les  données  ; et  ces  dernières  rela- 
tions doivent  être  vérifiées,  pour  que  le  problème  soit  possible , tel 
qu’il  a été  énoncé.  Les  ( m — n)  relations  ainsi  obtenues  se  nomment 
des  équations  de  condition. 

80.  Récapitulation  de  ta  discussion  précédente.  Il  résulte  de  cette 
discussion  , i ° qu’un  système  d’équations  du  premier  degré  à pa- 
reil nombre  d’inconnues,  ne  peut  être,  en  général,  satisfait  que 
d’une  seule  manière  (n°  67)  ; 

2°.  Que  toute  valeur  positive,  trouvée  pour  une  inconnue,  ré- 
pond directement  aux  équations  du  problème  , sans  répondre  tou- 
jours k l’énoncé  (n°  70); 

3°.  Que  toute  valeur  négative  ne  répond  qu’indirectement  à 
l'énoncé  ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  algébrique, 
mais  répond  toujours  aux  équations  considérées  dans  un  sens 
purement  algébrique  (n°‘  89  et  71)  ; 

4°.  Que  toute  expression  de  la  forme  —,  trouvée  pour  une 

ou  plusieurs  des  inconnues,  indique  une  incompatibilité  dans  le 
système  d’équations  propose  , du  moins  l’impossibilité  d’y  satis- 
faire en  nombresyf/1/.t  pour  toutes  les  inconnues  (n”‘  74,  74,  et  70); 

S”-.  Que  le  symbole  - , obtenu  pour  une  ou  plusieurs  incon- 


nuês,  correspond,  soit  k une  indétermination,  soit  k une  in- 
compatibilité (n*  74,  74,  78,  76),  soit  k la  présence  d’un  facteur 
commun  entre  les  deux  termes  de  chaque  fraction  qui  s’est  réduite 
k cette  forme  (n”  75); 

6°.  Que,  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d’équations  pro- 
pose sont  nuis,  les  valeurs  se  réduisent  généralement  k o ; que 
si',  k cette  hypothèse  , on  ajoute  celle  que  le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  des  inconnues  soit  o , le  nombre  des  systèmes  de 
valeurs  est  infini ; mais  ces  valeurs  sont  assujetties  k avoir  entre 
elles  des  rapports  constants  (n"  78)  ; 
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7°.  Que,  lorsque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que 
celui  des  inconnues , le  problème  n’est  possible  qu’autant  que  les 
valeurs  des  inconnues  déterminées  par  un  nombre  d'équations  égal 
à celui  des  inconnues,  satisfont  aux  autres  équations  (n°  79). 


91 . Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  susceptibles  de 
discussion,  ou  dont  la  résolution  présente  quelque  interet  : 
Quatorzième  problème.  — Un  banquier  a deux  espères  de  mon- 
naie; il  faut  a pièces  île  la  première  pour  faire  un  écu  ; il  faut  h 
pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  même,  somme.  Quelqu'un  vient 
et  demande  c pièces  pour  un  écu.[Combien  le  banquier  lui  don- 
nera-t-il de  pièces  de  chaque  espèce,  pour  te  satisfaire  ? 

^Rcp...  i •*  espèce  , 2'  espèce , 

\ a — b a — b J 


Quinzième  problème.  - — Trouver  les  deux  côtés  contigus  d'un 
rectangle , en  supposant,  i® — que  ces  deux  côtés  soient  entre  eux 
dans  un  rapport  donné  m : n ; 2°  — que , si  l'on  augmente  ou  dimi- 
nue tes  côtés  de  ce  rectangle  des  quantités  données  a et  b , la  sur- 
face soit  augmentée  ou  diminuée  de  la  quantité  p. 

En  supposant  les  côtés  augmentés,  on  trouve. 

x _ m (P  a b)  _ n{p  — ab) 

na  mb  ’ na  -f-  mb 

Seizième  problème.  — On  demande  les  biens  île  trois  personnes, 
A , B , C , sachant,  l® — que  ta  somme  du  bien  de  A et  de  1 fois 
les  biens  de  B et  C est  égale  à p ; 2“  — que  la  somme  du  bien 
de  B et  de  m fois  les  biens  de  A et  C.  est  égale  à q ; 3®  — que 
la  somme  du  bien  de  C et  de  n fois  tes  biens  de  A et  B est  égale  à r. 

(Celte  question  est  susceptible  d’ètre  résolue  assez  simplement 
par  l’introduction  d’une  inconnue  auxiliaire  dans  le  cours  du  cal- 
cul : cette  inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

* m 

Dix-septième  problème.  — Trouver  les  biens  de  6 personnes 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  d’après  les  conditions  suivantes:  i"  — la 
somme  des  biens  de  A et  B est  a;  celle  des  biens  de  C et  D est  b ; 

Alg.B.,tféd.  9 
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la  somme  des  biens  de  E et  K est  c ; 2“  — le  bien  de  A vaut  111  fois 
le  bien  de  C;  le  bien  tic  1)  vaut  n fois  le  bien  de  E ; le  bien  de  F 
vaut  p fois  le  bien  de  B. 

(Ce  problème  peut  être  résolu  par  le  moyen  d’une  seule  équa- 
tion à une  seule  inconnue.) 

Ces  differents  énoncés  sont  extraits  de  / 'Algèbre  de  M.  Lhuillier 
de  Genève , ouvrage  recommandable  par  le  choix  des  questions 
qu'il  propose  pour  exercices. 


CHAPITRE  III. 

Résolution  des  Problèmes  et  Equations  du  secorui 

degré. 


82.  I.vtroduction.  — Lorsque  l’énoncé  d’uu  problème  conduit 
à une  équation  de  la  forme  ax ’ = b , dans  laquelle  l'inconnue  est 
multipliée  par  elle-même , l’equation  est  dite  du  second  degré , 
et  les  principes  établis  dans  les  deux  chapitres  précédents  sont 
insuffisants  pour  sa  résolution;  mais  comme,  en  divisant  les  deux 

membres  par  a , on  obtient  -r’  = - , il  s’ensuit  que  la  question 

a 

se  réduit  à trouver  un  nombre  qui , multiplié  par  lui-même  , peut 
produire  le  nombre  exprimé  par  c’est  l’objet  de  V extraction 
de  la  racine  carrée. 

Nous  avons  expose,  dans  notre  Arithmétique,  avec  tous  les 
details  convenables,  les  divers  procédés  d’extraction  de  la  racine 
carrée  des  nombres  particuliers  , soit  entiers,  soit  fractionnaires  ; 
nous  n’avons  donc  à développer  ici  que  les  règles  relatives  à l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  expressions  algébriques. 
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§ I . — Formation  du  carré  et  extraction  de  la  racine 
carrée  des  quantités  algébriques. 

83.  Considérons  d'abord  lu  cas  d'une  quantité  monôme  ; et  pour 
découvrir  le  procédé  de  l’extraction  de  la  racine  carrée' , voyons 
comment  on  forme  le  carre  d’un  monôme. 

On  a , d'après  les  règles  de  la  multiplication  des  monômes, 

( n°  16) , (Sa’é’c)’  = 5a7b‘c  X 5aJb3c  =r  i5a'b'c‘\ 

c’est-à-dire  que  , |>our  élever  un  monôme  au  carré , il  faut  élever 
son  coefficient  au  carré,  et  doubler,  chacun  des  exposants  des  dif- 
férentes lettres.  Donc,  pour  revenir  d’un  monôme  carré  à sa  ra- 
cine , il  faut,  i°  — extraire  la  racine  carrée  du  coefficient , d'après 
les  règles  exposées  en  Arithmétique  ; 2°  — prendre  la  moitié  <le 
chacun  des  exposants.  * 

Ainsi  l’on  a J&fa'b'  = 8 a b1  ; et  en  effet , 

(Sa'b1)1  — üa3b3  X 8 a3b3  —ü^alb' . 


De  même  \ fo.Sa'b'c*  = itiab'c1  ; 
car  (î5  oô'cJ),=  ôîiw’i't'. 

Il  resuite  de  la  règle  précédente  , que  pour  qu’un  monôme  soit 
le  carré  d ’un  autre  monôme  , il  faut  que  son  coefficient  soit  un 
carré  parfait,  et  que  tous  ses  exposants  soient  pairs.  Ainsi  (fia b' 
n’est  pas  un  carré  parfait,  parce  que  98  n’est  pas  un  nombre  carré 
parfait,  et  que  a est  affecté  d’un  exposant  impair. 

Dans  ce  cas  , on  fait  entrer  la  quantité  dans  les  calculs  , en 
l’affectant  du  signe.  J , et  on  l’écrit  ainsi  : ^98/76*. 

On  appelle  cés  sortes  d’expressions , des  monômes  irrationnels, 
et  plus  spécialement , des  radicaux  du  second  degré. 

64.  On  peut,  toutefois,  faire  subir  à ces  expressions  quelques 
simplifications  fondées  sur  le  principe  suivant  : La  racine  carrée 
du  produit  de  deux  ou  plusicurt  facteurs  est  égale  an  produit 
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des  racines  carrées  de  ces  facteurs  ; ou  , en  langage  algébrique , 
\‘abcd.  . . = V a • f.  \r-  f---- 

Pour  démontrer  ce  principe,  observons  que,  d’après  la  défini- 
tion de  la  racine  carrée  d'un  nombre  , on  a 

(^ abcd . ...)*  = abed.  . . . 

x t 

D’un  autre  côté,* 

(y£x  fbxf..  .Y  = (fa)',  (fb)'.(fc)'.. . =abc. . . . 

Donc  , puisque  les  carrés  de  ftbed...  et  de  \ja.  \[b.  yjc.  y !d. . . . 
sont  égaux,  ces  quantités  sont  .elles* mêmes  égales. 

Cela  posé,  l’expression  ci-dessus  , y/g8 ab' , peut  se  mettre  sous 
la  forme  fg b1  X-  ta  = y;  49^'  X f a. 

Or,  y^F se  réduit  (n°  85)  h 76’;  donc 

\Jgfiab'  = 7 b\  y 2 a. 

On  a de  même 

y 4 5a'êJcV/=:  y^g a‘b7c'  X 5 bd  = 3 abc.  \‘5bd, 
y^864 ’à'b'c''  — 1 44 a'b'c"  X 6 bc  — itab'c*.  y^6 ~bc. 

En  général , pour  simplifier  un  monôme  irrationnel , mettez  en 
évidence  tous  les  facteurs  carrés  parfaits,  et  extraycz-cn  la  racine 
(n°  85)  ; puis , placez  le  produit  de  toutes  ccs  racines  en  avant 
du  signe  radical,  sous  lequel  vous  laissez  d'ailleurs  les  facteurs 
non  carrés  parfaits.. 

Dans  les  expressions  7 b7  y 2 a , 3 abc  \j5bd,  1 lab^c*  fbc , les 
quantités  76-,  3 abcs  l aaé’c*,  s’appellent  les  coefficients  du  radical. 

85.  Jusqu’à  présent  nous  n’avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
le  monôme  peut  être  affecté.  Cependant,  puisque,  dans  la  réso- 
lution des  questions , on  est  conduit  à considérer  des  quantités 
monômes  précédées  du  signe  ou  du  signe  — , il  faut  savoir 
comment  opérer  sur  ces  sortes  de  quantités.  Or,  le  carré  d’un 
monôme  étant  le  produit  de  ce  monôme  par  lui-même,  il  s'en- 
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suil  (n°  09)  que,  quel  que  suit  Sun  signe , le  carré  île  ce  monôme  est 
positif  ; ainsi , le  carré  de  4-  5a1  b*  ou  de  — 5 a'b‘,  est  4-  a5  a' b'. 

D’où  l’on  peut  déjà  conclure  que,  si  un  monôme  est  positif, 
sa  racine  carrée  peut  Are  indifféremment  affectée  du  signe  4-  ou 
du  signe  — ; ainsi,  V9«‘  =±  3fl’;  car  -+-  3a.1  ou  — 3a’,  élevé 
au  carré  , donne  également  -H  <yi‘.  Le  double  signe  ± dont  on  af- 
fecte la  racine,  s’énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monôme  proposé  est  négatif,  l'extraction  de  sa  racine 
est  impossible,  puisqu’on  vient  de  voir  que  le  carré  de  toute 
quantité,  positive  ou  négative,  est  essentiellement  positif.  Ainsi 
y' — g,  y/ — 4“:  » ✓ — 5,  sont  des  symboles  algébriques  qui  repré- 
sentent des  opérations  impossibles.  On  les  .désigne  sous  le  nom 
de  quantités  ou  plutôt  ô' expressions  imaginaires  : ce  sont  des  sym- 
boles d’absurdité  que  l’on  rencontre  souvent  dans  la  résolution 
des  problèmes  du  second  degré. 

On  fait  toutefois,  par  extension,  subir  à ces  symboles  les  mê- 
mes simplifications  qu’aux  expressions  irrationnelles  qui  offrent 
des  opérations  exécutables.  C’est  ainsi  que 

* • , 0 * 

y/ — 9 revient  (n°  84)  à y'y  . ^ — ,i  , ou  3 y^—  t ; 

de  même  , ^ — 4 n*  ==  ^4°’  • V"  — i = %a  ^ — i , 

^ — 8 a'b  = V 4«3  X — 2 b = ■. la  V — 2Ô  = la  ^ib  . V — i . 

80.  Tâchons  maintenant  de  découvrir  pourle  carre  d’un  poly- 
nôme quelconque,  une  loi  de' formation  dont  noifc  puissions  dé- 
duire un  procédé  pour  l’extraction  de  la  racincatarrée. 

On  a déjà  vu  (n6  19)  que  le  carre  d’un  binôme  , a-Ç-b,  est  égal 
à a’  -f-  iab  4-  b1. 

Soit  actuellement  à former  le  , carré  d’un  trinôme  a-f-b-4-c. 
Désignons , pour  le  moment , Vj-hô-  par  une  seule  lettre  s-,  il  vient 

(a  4-  b +f)\=Js-f  cf^i1  4-  2Jr  4-cV'  • 

Or  on  a * ' 

r = (u  + b)’  — a’4-  la  b 4-  b',  ïsr  = 2 (a  -+-  b)e  = lac  4-  2 bc. 
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Donc  (a  -+-  b -H c) 7 = a7  •+-  lab-è-b7  -+-  2 ar  -+-  obc  -4-  e';  c’est- 
à-dire  que  le  carré  d’un  trinôme  se  compose  de  ta  somme  des  carrés 
des  trois  termes,  et  des  doubles  produits  de  ces  termes  multipliés 
deux  à de u,  r.  * J 

Je  dis  que. cette  loi  de  composition  est  applicable  à un  poly- 
nôme quelconque.  Eir  effet , supposons-la  vérifiée  pour  un  poly- 
nôme d'un  nombre  quelconque  de  termes,  et  prouvons  qu’elle 
peut  s’étendre  à un  polÿbôtqe  renfermant  un  terme  de  plus. 

Afind’y  parvenir  f soit  a-\-b-J(-c-\-d-\-...-\-i-\-k,  un  poly- 
nôme composé  de  m -t-  î termes  ; et  désignons  par  s la  somme 
des  m premiers  ternies,  a -4- b -+-  c ■+- d-\-  r-t-X-  représente 

le  polynôme  proposé , et  l’on  a (.»•-+-  /)’  = s7 -y  a.»/  -4-  k7,  ou,  remet- 
tant à la  place  do  s sa  valeur  , 

(.i-t-  k )’  —(a  -H. b -t-’c  -k-d-y. . .-yiy~yiï(a-yb-yc-yd.,.-yi)k-yk7 . 

Or  , la  première  partie  de  cette  expression  se  compose,  par  hy- 
pothèse , des  carrés  etc  tous  les  termes  du  premier  polynôme  et  des 
doubles  produits  de  tous'  ces  termes  multipliés  deux  à deux  ; la  se- 
conde partie  renferme  toits  les  doubles  produits  des  termes  du  pre- 
mier polynôme  par  le  nouveau  terme  introduit  k ; enfin  la  troisième 
partie  est  le  carte  de  ce  terme.  Donc , la  loi  de  composition  énoncée 
ci-dessus  , est  encorç  vraie  pour  le  nouveau  polynôme.  Mais  elle 
a été  reconnue  vraie  pour  un  tçinôme  ; donc  elle  a lieu  pour  un 
polynôme  de  quatre  termes  ; étant  vraie  pour  r/uatre,  elle  l’est 
nécessairement  pour  .cinq , et,  ainsi  de  suite.  Donc  elle  est  gé- 
nérale. ’ , 

On  peut  enopçCy  lÿ/p/  d’upje  autre  manière:  Le  carré  d’un  po- 
lynôme renferme  Iç  carré  'du  premier  terme  , plus  le  double  pro- 
duit du  premier  tenue  par  Iç  second  , plus  le  carré  de  second  ; plus 
les  doubles  p/rijups  ilr  •fhaçprr  dai  deifx  premiers  termes  par  le 
troisième,  /dus’,  te  carré  du  troisième  ; plus  les  doubles  produits 
de  chacun  des  trois  premiers  teéipcs  par  le  quatrième  , plus  le  carré 
du  quatrième  ; ‘et  ai  tpi  de.  suite'..  Cèl  énonce,  qui  est  évidemment 
compris  dans  le  premier,  nous  conduira  plus  aisément  au  procédé 
de  l’extraction  de  la  racine  carrée  d’un  polynôme. 
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On  trouvera,  d'après  cette  loi, 

(5 a1 — 4a^’)1==25«" — 4 oa'6;'-t-i6«!6'  ; / 

(3a1 — aai^-4i,),  = 9a' — 1 2a1/)  -+-  ^(i'b,-\-7.^a1b1 — i6rtéJ-t-i6ô*, 

ou,  réduisant,  f ya' — i 2«:‘ô-^-2&^16, — i6«6J-t-  i6i‘«; 

(.')/»’ — 4 abe-j-fibc2 — 30’c)1  = ?.5  a'b1- — !(oa:'b,c-\~’]$a',b1cl 

— 48oôV-(-36éV — 3ofl‘6c-4-24«l6cJ — Sfva’ôe’-f-pflV’. 

Passons  à l’extraction  de  la  racine  carrée. 

87.  Désignons  par  N le  polynôme  dont  il  faut  ob'tenir  la  racine, 
et  par  R cette  racine,  que  nous  supposons  pour  le  moment- dé- 
terminée; concevons  en  outre  que  ces  deux  polynômes  soient  or- 
donnés  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  l’une  des 
lettres  qu’ils  renferment , a par  exemple. 

Cela  posé , j’observe  d’abord  que  les  deux  premiers  termes 
de  N (en  le  supposant  ordonné),  peuvent  donner  sur-le-champ 
le  premier  et  le  second  terme  de  R ; en  effet,  il  résulte  évidem- 
ment de  la  loi  de  formation  du  carré  (nu  80),  i°  — que  le  carré  du 
premier  terme  de  R renferme  un  exposant  de  la  lettre  a, . plus 
grand  qu’aucune  des  autres  parties  qui  entrent -dans  la  composi- 
tion du  carré  de  R ; 2°  — que  le  double  prôduil  du  premier  terme 
de  R par  le  second,  renferme  aussi  un  exposant  plus  ‘élevé  • que 
élans  les  parties  suivantes.  Ainsi , les»  deux  parties  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  n’ayant  pu  se  réduire  avéc  les  autres,  sont  né- 
cessairement les  deux  termes  dé  N affectés  du  plus  haut  exposant 
de  a , et  de  l’exposant  immédiatement  inférieur.  D’où  il  suit 
que,  si  N est  réellement  un  carre  parfait,  i S son  premier 
terme  eloit  Are  un  carré  parfait,  et  la  racine  de  ce  tehne , extraite 
d’après  le  procédé  du  n°  85  , est  le  premier  terme  de  R;  2°  — son 
second  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  R ; 
et,  en  effectuant  cette  division  , on  a pour  quotient  le  second  terme 
de  R. 

Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suivants,  formons  te  cane 
du  binôme  déjà  trouvé , et  rctranehons-lc  de  N ; le  reste , que 
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nous  désignons  par  K',  renferme  encore  les  doubles  produits  du 

premier  terme  de  R par  le  troisième , du  second  terme  de  R par  le 
troisième,  plus  une  suite  d’autres  parties.  Mais  le  double  produit 
du  premier  terme  par  le  troisième  doit  renfermer  a avec  un  expo- 
sant plus  grand  que  dans  les  parties  suivantes,  et  ne  peut , par  con- 
séquent, avoir  été  réduit  avec  ces  parties.  Donc , ce  double  pro- 
duit est  le  premier  terme  de  N';  ainsi , ce  premier  terme  doit 
etre'divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  R;  et , si  l’on  effec- 
tue cette  divisiort , le  quotient  est  le  troisième  terme  de  K. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes , il  faut  former  les  doubles 
produits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième,  plus  le 
carré  du  troisième , puis  retrancher  tous  ces  produits  du  reste  IN', 
ce  qui  donne  un  reste  N"  qui  renferme  encore  le  double  produit 
du  premier  terme,  de  R par  le  quatrième , plus  une  suite  d’autres 
parties.  Mais  on  prouvera,  comine  précédemment,  que  le  pre- 
mier terme  de.  N"  est  nécessairement  le  double  produit  du  premier 
terme  de  R par  le  quatrième  ; àinsi , en  divisant  le  premier  terme 
r/e  N''  par  le  double  du  premier  terme  de  "R.,  on  a pour  quotient  le 
quatrième  terme  de  R ; et  aipsi  de  suite. 

“ f • A 

*•  ♦*»  - *■  I . «* 

,iW  B.  — i 11  est  absolument  indispensable,  après  avoir  ob- 
tenu les  deux  pVemiefs  termes  de" la  racine,  de  retrancher  le 
carré  du  binôme  trouve,  du  polynôme  N;  car  ordinairement, 
le  duré,  du  second  tertne  de  R renferme  a avec  le  même  exposant 
que  dans  Je  double  produit  du  premier  térme  parle  troisième; 
par  conséquent,  il  à du  se  réduire  avec  ce  double  produit. 
AinSi,  ce  n’est  qu’après  avoir  soustrait  ce  carré,  du  polynôme 
N,  qd’on  peut  assurer  (|ue  le  premier  terme  du  reste  est  égal  au 
double  produit  du  premier  terme  de  R par  le  troisième.  La 
même  remarque  s’applique  aux  trois,  quatre , . . . premiers  termes 
trouvés. 

Nous  laissons  aux  élèves  studieux  le  soin  de  déduire  des  raison- 
nements précédents  le  procédé  général  de  l’extraction  de  la  racine 
carrée  d’un  polynôme;  il  leur  suffira,  pour  cela,  de  réunir  toutes 
les  parties  qui  sont  en  caractère  italique.  Nous  allons  d’ailleurs 
en  faire  l’application  à un  exemple  particulier. 


Digitized  by  Google 


DES  POLYNOMES. 


.37 

Soit  proposé  d’extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 

4 ga3ô3  — 24 abi  -+-  25a*  — 3oa’ô  -4-  166*. 

25a* — 3o a’b  -4-  49flI^’ — 24flô’+  16 7 b*  ) 5<i3 — 3aô-t~4ô3 
— 25a1  -4- 3oaJ6  — ga'b7  ) 10a3 

i'r  reste.  . 4oa,^, — ityab*  -f-  166* 

— 4°a’6H-  24 ab3  — i6ô‘ 

2'  reste. . . o 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  à a , on  extrait 
la  racine  carrée  de  25a',  ce  qui  donne  5a1  que  l’on  écrit  à la  droite 
du  polynôme;  puis  on  divise  le  second  terme  — 3oa3ô  par  ion*, 
double  de  5 a3  ( on  écrit  1 on1  au-dessous  de  5a1  ) ; le  quotient  est 

— 3 ab  que  l’on  place  à la  droite  de  5a3.  Les  deux  premiers  ter- 
mes de  la  racine  sont  donc  5a3 — 3 ab.  Carrant  ce  binôme,  on 
trouve  25a*  — 3o a'b  -4-  ya‘ô3,  qui , retranché  du  polynôme  pro- 
posé, donne  un  reste  dont  le  premier  terme  est  4®a363.  Divisant 
ce  premier  terme  par  1 on*,  double  de  5 a1,  on  obtient  pour  quo- 
tient, -4-4 b’;  c’est  le  troisième  terme  de  la  racine,  que  l’on  écrit  à la 
droite  des  deux  premiers  termes.  Formant  le  double  produit  de 
5a’-3aô  par4ô’,  elle  carré  de  4Ô1,  on  trouve 4oa,ô3-  24nè>-4-  i66‘, 
polynôme  qui , retranché  du  premier  reste , donne  o pour  reste  fi- 
nal. Ainsi,  5 a*  — 3 ab  -4-  4 b1  est  la  racine  demandée  , ou  plutôt 
(n°  8J)  l’une  des  valeurs  de  la  racine  demandée.  L’autre  valeur 
est  — 5 a3  -4-  3ai  — 4 b1,  et  on  l'obtiendrait  en  écrivant  — 5a3  pour 
la  racine  carrée  de  -4-  25a',  puis  en  divisant  — 3oa36  par  — 10a3, 
et  continuant  l'opération  comme  ci-dessus.  Mais  il  est  plus  simple  , 
dès  qu’on  a obtenu  la  première,  d’écrire  ensuite  pour  la  seconde  , 

— (5a3 — 3aô  -4-4 b1). 

Les  commençants  peuvent  s’exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été 
développés  n"  86. 

88.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  affec- 
tes de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale,  il  faudrait  disposer 
le  polynôme  comme  il  a été  prescrit  pour  la  division  (n°  Î9)  ; puis 
on  appliquera  le  procédé  ci-dessus,  en  regardant  comme  une  seule 
et  même  pa  rtie,  lu  somme  algébrique  des  termes  affectés  de  la  même 
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puissance,  et  remplaçant,  <lans  l’énoncé  de  ce  procède  , les  mots  : 
premier  terme  du  polynôme  , premier  terme  du  reste , premier 
terme , second  terme,...  de  la  racine , par  les  expressions  : première 
partie  du  polynôme,  ou  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissance , 
première  partie  du  reste  , première  , seconde,...  partie  de  la  racine. 
Au  surplus,  ces  sortes  d’exemples  se  présentent  fort  rarement. 

09.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

i".  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puisqu’on 
sait  que  le  carré  du  polynôme  le  plus  simple,  c’est-à-dire  d’un 
binôme,  renferme  trois  parties  distinctes  qui  ne  peuvent  éprou- 
ver aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi , l’expression  a ’ -+-  £>’  n’est 
pas  un  carré;  il  lui  manque  le  terme  zt  iab  pour  qu’elle  soit  le 
carré  de  a rfc  b. 

2°.  Pour  qu’un  trinôme  ordonne  soit  un  carre  parfait , il  faut 
que  les  deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés,  et  que  celui  du  mi- 
lieu soit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux  autres. 
Alors  la  racine  du  trinôme  peut  s’obtenir  immédiatement.-  Ex 
trayez  les  racines  des  deux  termes  extrêmes , et  affectez  les  deux  ra- 
cines du  même  signe  ou  de  signes  contraires  , suivant  que  le  terme 
moyen  est  positif  ou  négatif.  Vérifiez  ensuite  si  le  double  produit 
<!e  ces  deux  racines  donne  le  terme  moyen  du  trinôme. 

Ainsi , g a6 — 4 8a'é’-4-  64 a'b' 

a pour  racine  cariée , fçÿ? — y/64u,ô  ‘,  ou  Sa’ — Sa  b'; 

car  3o9X  — 16  ab‘=z  — Ifôa'b'. 

4a’ -t-  1 2a  b — g b1  ne  peut  être  un  carré  parfait,  quoique  4«! 
et  gôJ  soient  les  carrés  de  a a et  de  36,  et  que  \2ab=2a'xf>b\ 
mais  — gô*  n’est  pas  un  carré. 

3°.  Lorsque,  dans  la  série  d’opérations  que  comporte  le  procède 
général , le  premier  terme  de  l’un  des  restes  n’est  pas  exacte- 
ment divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  on 
peut  en  conclure  que  le  polynôme  propose  n’est  pas  un  carre  par- 
lait. C’est  une  conséquence  évidente  des  raisonnements  que  nous 
avons  faits  pour  parvenir  à re  procède. 
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4°.  Knfin  , o»  peut , quand  il  y a lieu , appliquer  aux  racines 
carrées  des  polynômes  non  carrés  parfaits , les  simplifications  du 
n°  84. 

Soit,  par  exemple,  l’expression  \a'b  +4 a’b’-t-  ^ab'. 

La  quantité  sous  le  radical  n’est  pas  un  carre  parfait  ; mais  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ab  (a’-h  4 ab  -t-  4 b*).  Or  le  facteur 
entre  parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  a -+-  26;  d’où  l’on 
peut  conclure  (n°  84) 

yab  4-  4":&:-(- 4*i!  =(n-t-  ?.i)  y «b.  - 

1)0.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré.  — L’extraction  de 
la  racine  carrée  donnant  naissance  à de  nouvelles  expressions  al- 
gébriques, telles  que  y a,  3y'o , 7 y'2,  connues  sous  le  nom  de  quan- 
tités irrationnelles  ou  de  radicaux  du  second  degré , il  faut  établir 
<les  règles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre  opérations 
fondamentales. 

Définition.  — Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  sem- 
blable* lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  la  munie  pour 
les  deux  radicaux.  Ainsi,  3 a^b  et  5 c\b , ç)V?.  et  7 y'2  , sont  dits 
des  radicaux  semblables. 

Addition  et  soustraction.  — Pour  ajouter  ou  soustraire  des  ra- 
dicaux semblables,  on  ajoute  ou  l’on  soustrait  les  deux  coefficients , 
puis  an  affecte  ta  somme  ou  la  différence , du  radical  commun  ; 
ainsi  l’on  a 

3 a y h -f-  5c  \'b  — {3a  -4-  5c)  ^b,  3a  \ b — 5c  fb  — (3 a — 5c)  fb  ; 
de  même 

7 yM  -t-  3 \[txi  — 1 o \f7ta  , 7 y/2«  — 3 \pïâ  = 4 V ’la- 

Deux  radicaux  peuvent , au  premier  abord  , n’étre  pas  sembla- 
bles , et  le  devenir  par  les  simplifications  du  n°  04. 

Par  exemple, 

y -+-  b \J* 5a  = [\b  \[3a  -+-  5b  yOfl  = c )b  \r3a  ; 
ayp  — 3y/5  = 6 y'B  — 3^5  — 3yr5. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  fait  qu’indiquer 
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l’addition  ou  la  soustraction.  Ainsi , pour  ajouter  3\'b  à 5y  « , on 
écrit  simplement,  5 3 

Multiplication.  ■ — Pour  multiplier  deux  radicaux  entre  eux  , 
on  multiplie  l’une  par  l’autre  les  deux  quantités  comprises  sous  le 
signe  radical,  et  l’on  affecte  le  produit  du  signe  radical  commun. 


Ainsi 


V^ô  X 4 b ' = V ° X b : 


c’est  le  principe  du  n°  84,  énoncé  dans  un  ordre  inverse. 

S’il  v a des  coefficients , on  commence  par  les  multiplier  entre 
eux , et  l’on  écrit  leur  produit  en  avant  du  radical. 

Par  exemple  , 3 \/5ab  X 4 200  — > ^ > ooa'b  — i ?.o a \J b, 

•3.a  <Jbc  X 3a  \[bc  — 6a’  ^ b'c ’ = 6 a'bc , 
la  a 3 -+-  b 1 X — 3a^a,-+-b1  — — 

Division. — Pour  diviser  deux  radicaux  l’un  par  l’autre,  divisez 
les  deux  quantités  comprises  sous  le  signe,  l'une  par  l’autre,  et  af- 
fectez le  quotient  du  signe  radical  commun. 


Ainsi 


fb  Vr 


En  effet,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à la 

même  quantité  ^ ; donc,  ces  deux  expressions  sont  égales. 

S'il  y a des  coefficients , on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient 
du  a tlical.  — Par  exemple , 

5 a\jb-.3b\[bz=  ^ y/~, 


12 ac 


\]Ç)bc  ; 4r  V*2^  = ^ a ^ — 3°  v3c. 


91 . 11  existe  deux  transformations  d’un  usage  fréquent  dans 
l’évaluation  numérique  des  radicaux. 

Im  première  consiste  à faire  passer  sous  le  radical  le  coefficient 

de  ce  radical.  Soit , par  exemple,  l’expresssion  3«  \‘5b  ; on  oli 
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serve  qu'elle  revient  (n°  90)  à y g a1  X , ou  y'c)<7,5è=y^45fl,A. 

Ainsi , pour  faire  passer  sons  le  signe  d’un  radical  le  coefficient 
de  ce  radical,  il  suffit  d’élever  le  coefficient  au  carré. 

Voici  l’usage  principal  de  cette  transformation  : — Que  l’on  ait 
à évaluer  , à une  unité  près,  l’expression  6 vTâ  ? Comme  1 3 n’est 
pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  obtenir  qu’une  valeur  approchée 
de  sa  racine.  Cette  racine  est  égale  à 3 plus  une  certaine  fraction; 
mais  , en  la  multipliant  par  6,  on  a i8,  plus  le  produit  de  la  frac- 
tion par  6;  et  le  résultat  total  peut  avoir  une  partie  entière  plus 
grande  que  18.  Afin  de  déterminer  exactement  celte  partie  entière, 
on  met 

6 y/73  sous  la  forme  y/ 6’.  i3  = ^36  X i3  = ^468. 

Or  la  racine  carrée  de  468  a a i pour  partie  entière  ; donc 

6 y/73  est  égal  à 21  plus  une  fraction  qui  ne  peut  être  dé- 
terminée exactement. 

On  trouvera  de  même  que  12^7  = 3i  plus  une  fraction. 

La  seconde  transformation  a pour  but  de  rendre  rationnels  les 
. a a 

dénominateurs  d’expressions  telles  que — , —,  a,  p 

P- f-V?  p — s/q 

étant  des  nombres  entiers  quelconques  , ainsi  que  q,  qui  est  d’ail- 
leurs supposé  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à ces  sortes 
d’expressions  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

Or,  on  atteint  ce  but  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction, 
par  p — \[q  si  le  dénominateur  est  p -t-  \Jq , et  par  p -H  \fq  si  le 
dénominateur  est  p — \Jq.  En  effet,  la  somme  de  deux  quantités 
multipliée  par  leur  différence  donnant  (n°  0)  pour  produit  la  dif- 
férence des  carrés,  on  a , par  la  multiplication  indiquée  , 

a a(/>  — v^ÿ)  _a(p—  V^?)  — flVV 

p+Jï  [p  + ^/q)  P'—q  p'—q 

a a(p  -+-  Jq)  "C/'-f-y^ ap+afq 

p—'fq  Kp—'fq)  [p  + \/q)  p'—q  p'—q 

expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 
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Pour  donner  une  idée  de  l'utilile  de  cette  transformation  , sup- 
posons que  l'on  ait  à évaluer  approximativement  l'expression 


3-  V5 

cil  ■ 7 (3  -é-  V5)  , , 21-4-7^5 

Elle  revient  a — - „ , ou  bien  a — — /---  . 

9 — 5 4 


Or  7,^5  est  la  même  chose  que  \ 4gX  5,  ou  y'245  , 
quantité  dont  la  valeur  est  i5,  à une  unité  près  (*).  Ainsi 

7 2 1 -)-  1 5 une  fraction  36 

4 ~T~9’  7pres 

Si  l’on  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  expression  , 
il  suffirait  de  calculer  ^2 45  avec  un  certain  degré  d'approximation , 
d'ajouter  21  à la  racine  obtenue,  puis  de  diviser  la  somme  par  4» 
ou  d'en  prendre  le  quart. 

Prenons  pour  second  exemple  , l'expression 

v"5 


yT7  -+-  y'3  ’ 

et  proposons-nous  de  l’évaluer  à 0,01  prés. 

7 ^5  _ 7\/5(^T7— v^3)_  7 \ 55  ~ 7V^5. 

Oïl  dL  o Q * ’ * 

v/n+^3  11  3 “ 


or,  7^55=  y 55  X 49  = ^2695  = 51,91,  à 0,01  près, 
et  jy'iS  = ^>5  X 49=  V735  =27,11; 

^ 1,91  ?-7,i  t — 24,80 — 3 a , __a. 

donc,  —p=z 7=r — — Q — Q — ’Jj  1 d , » # Pres’ 

v'TT  -t-  8 8 

et  meme  à -pj-j  près,  à cause  de  la  division  par  8. 


t*)  Vojet  la  nule  au  bas  de  lu  pape  i33,  nu  03,  Arilk.,  19'  édition. 
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Un  trouverait , par  un  procède  analogue , 

3 -f-  9.  \fî  2 i.  O 

— — 3;io,  a 0,01  près. 

5yi2  — 6 y6 

N.  B.  — On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d’expressions  en 
évaluant  approximativement  chacun  des  radicaux  qui  entrent 
tant  au  numérateur  qu’au  dénominateur.  Mais  comme  on  n’aurait 
pas  une  valeur  exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait  pas 
aussi  facilement  une  idée  précise  du  degré  d’approximation  ob- 
tenu; tandis  que,  par  le  moyen  indiqué,  le  dénominateur  étant 
rendu  rationnel , on  sait  tout  de  suite  à quoi  s’en  tenir.sur  le  de- 
gré d’approximation. 

Les  principes  de  l’extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres 
particuliers  et  des  quantités  algébriques  étant  établis , nous  pou- 
vons passer  à la  résolution  des  problèmes  du  second  degre. 

§ II. — Résolution  des  Équations  du  second  degré. 

98.  On  distingue  deux  espèces  d’équations  du  second  degré,  les 
équations  à deux  termes  ou  incomplètes , et  les  équations  à trois 
termes  ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes  af- 
fectés du  carré  de  l’inconnue,  et  des  termes  tout  connus;  telles 
sont  les  équations 

3x’=5,  4x!-7=3*’-t-q, 

On  les  appelle  équations  à deux  termes  , parce  qu'au  moyen  des 
deux  transformations  générales  des  n°*  45  et  44 , on  peut  tou- 
jours les  ramener  à la  forme 

«x1  = b. 

En  effet , considérons  la  troisième  équation,  qui  est  la  plus  compli- 
quée ; on  a d’abord  , en  chassant  les  dénominateurs  , 

8.r:  — 72.  -f-  1 ox‘  = 7 — -4-  aqq, 

puis  , réduisant , 42J’  — ^78. 
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Les  équations  à trois  termes  ou  complètes  sont  celles  qui , outre 
le  carre  de  l’inconnue  , renferment  la  première  puissance  de  cette 
inconnue.  Telles  sont  les  équations 


5 i 3 
5x’—  7x=34,  gx3— -x  + ^ 


8-U-X.+Î2!, 
3 t ?. 


elles  peuvent  toujours  être  ramenées  à la  forme  ax1  4 - bx  — e , 
au  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées. 

Remarque. — Souvent  une  équation  , du  premier  degré  en  ap- 
parence, se  trouve  élevée  au  second  degré  après  la  disparition  des 
dénominateurs. 


5 — ix 4x 

3 -+-  x 2 — x’ 


Soit , par  exemple , l’équadon 

si  l’on  chasse  les  dénominateurs,  clic  devient 

(5 2x)  [l  x)  = 4®  (3  -f-x), 

ou , effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

2 x5  4-  a ix  — 10. 

En  général,  toutes  les  fois  que  x entre  dans  les  dénominateurs 
d’une  équation , on  ne  peut  juger  du  degré  de  cette  équation 
qu’après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs  (n°  44)  et  opéré 
toutes  les  réductions. 

95.  Équation  à deux  termes ax’=  b. 

La  résolution  de  cette  équation  n’offre  aucune  difficulté. 

On  en  déduit  d'abord 


b 

■r1  = -. 
a 


.;  b 


Cela  posé,  si  - est  un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire, 

on  pourra  en  obtenir  la  racine  carrée , soit  exactement , soit  par 
approximation,  d’après  les  procédés  exposés  en  Arithmétique;  et 

si  - est  algébrique,  on  lui  appliquera  les  procédés  de  la  racine  ear- 
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rée  des  quantités  algébriques.  Le  résultat  obtenu  dans  chaque  cas, 
exprimera  une  valeur  de  x propre  à vérifier  l'cquation  (2). 

Mais  si  l’on  observe  que,  le  carré  de-t-m  ou  de  — m étant  éga- 
lement -t-  m1  (n°  88) , on  peut  prendre  indifféremment  le  résultat 
dont  nous  venons  de  parler,  soit  avec  le  signe  -+-  , soit  avec  le 
signe  — , on  doit  conclure  que  l'équation  (2)  a réellement  deux 
solutions  représentées  par 

X = ±\fl 

( le  double  signe  ± se  prononçant  plus  ou  moins). 

En  effet,  substituons  séparément  dans  l’équation  (1),  à la  place 

de  x , chacune  des  valeurs  -4-  v/I-v/l  il  vient 

a X 0,1  " X ^ = A,  ou  * = 

a*(-v/!ï)’=6’ 


et 


ou 


« x - = * . 


b = b. 


Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  valeurs  sont  les  seules  qui  puis- 
sent vérifier  l’équation  (2),  et  par  conséquent  l’équation  (1). 

iV.  B.  Lorsque  - est  une  quantité  négative,  les  deux  va- 
leurs de  x sont  imaginaires  (n”  88);  ce  qui  veut  dire  que  l’équa- 
tion, ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algébrique,  ne 
peut  être  satisfaite  par  aucun  nombre,  soit  exactement,  soit  ap- 
proximativement. 

Soit , pour  exemple  , l’équation 


ï x’  — 3 -+-  — x<  = i 
3 12  24 


x>+^, 

24 


on  a déjà  reconnu  (n°  99)  que  cette  équation  se  réduit  à 
42x’  =^3ç8  ; 


donc 


, 378 

X,  = -fc  = * 


et  x =5  ± 3. 


Mg.  B.,  9'  cd. 
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Soit  encore  l'equation  3x'  = 5 ; 

on  en  déduit  x = ± y/jj  = i ^ v'T'î. 

Comme  i5  n'est  pas  un  carré  parfait,  on  ne  peut  déterminer 
ces  deux  valeurs  de  x que  par  approximation. 

94,  Équation  complète ax1  bx  = c. 

Pour  résoudre  cette  équation  , divisons  les  deux  membres  par 
le  coefficient  de  x J,  et  posons,  pour  plus  de  simplicité. 


c 

0 = 1’ 


il  vient 


x’  -\-px  = q 


(0 


Cela  posé,  observons  que,  si  l’on  pouvait  ramener  le  premier 
membre,  x’  + px,  au  carré  d'un  binôme,  une  simple  extrac- 
tion de  racine  carrée  réduirait  l’équation  à une  équation  du  pre- 
mier degré.  Or,  en  comparant  ce  premier  membre  au  carré  du 
binôme  (x  -+-  a) , c’est-à-dire  à x’  ■+■  i.ax  a ’,  on  voit  que  x3-f-/>x 
se  compose  du  carré  d’un  premier  terme,  x , plus  du  double  pro- 
duit dex  par  un  second  terme  qui  est  alors  nécessairement  - (car 
a . 

on  a px  = a.  x); 

D’oii  il  suit  que,  si  l’on  ajoute  à x’  -t-  px  le  carré  de  - , ou  ~ , 

2 4 

le  premier  membre  de  l’équation  deviendra  ^x-4- . 

Mais,  pour  ne  pas  troubler  l’égalité , il  faut  aussi  ajouter^-  au 
second  membre;  et  il  vient,  par  cette  transformation  , 

KH 

d'où,  extrayant  la  racine  carree , 


<n 


W 
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(On  met  ici  le  double  signe  ± , par  la  raison  que  le  carré  de 


'\Jj  + 1 » «u  Je  — y/j  -I-  q , 

Tirant  enfin  la  valeur  de  x , on  obtient 


est  egalement  --  4-  </.) 


4 

Comme  il  est  d’ailleurs  évident , d’après  l’équation  (2),  qu’il  n’v 
a que  -+-y/j  -+•  q,  ou  — \JPj  -+-  <7  , qui  puisse  représenter  la 

ü 

valeur  de  x h — , il  s’ensuit  nécessairement  que 


■S+v'? 


et  — 


Vf 


sont  les  seules  valeurs  de  x qui  puissent  vérifier  l’équation  (2) , et 
par  conséquent  la  proposée  (1)  dont  l’équation  (2)  n’est  qu’une 
transformée. 

Ainsi , l’inconnue  de  toute  équation  du  second  degre  a deux  va- 
leurs et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

On  peut  d’ailleurs  établir  cette  règle  generale  pour  résoudre 
une  équation  complète  du  second  degré  : — Après  avoir  ramené 
l’équation  à la  forme  x1  -+•  px  = q , ajoutez  aux  deux  membres  le 
carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x , ou  du  second  terme  ; extray  ez 
la  racine  carrée  des  deux  membres  en  ayant  soin  d’affecter  ta  ra- 
cine du  second  membre,  du  double  signezh  ; tirez  enfin  la  valeur 
de  x de  cette  nouvelle  équation. 

La  double  valeur  de  x , à laquelle  on  parvient  par  ce  moyen  , 
peut  s’énoncer  ainsi , en  langage  ordinaire  : la  moitié  du  coefficient 
de  x , pris  en  signe  contraire  , plus  ou  moins  la  racine  carrée  de  la 
somme  algébrique  du  carré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x , et  du 
terme  tout  connu. 


■ o. 
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Suit,  pour  premier  exemple,  l'équation 

5 i 3 2 

F* X -h  7 = 8—  5 X X1 

024  3 


273 

12 


On  trouve  d'abord  , en  chassant  les  dénominateurs , 

1 ox’  — 6x  -f-  9 = 96  — 8x  — i2x’  -+-  273, 
ou  , transposant  et  réduisant, 

22X1  + 24T  = 3tx» , 


et 


, 2 36o 

x*  H x = . 

22  22 


Ajoutons  maintenant 
vient 


x1  H x -f- 

22 


(îi)  aux  deux  membres  ; l'équation  de- 

/ 1 y 36o  / 1 y 

\22 / 22  V22/  ’ 


d'uù  , extrayant  la  racine  carrée , 


x 


1 , /36o  / 1 y 

22  V 22  \22  J ’ 


donc 


= _±±v/S2+(j.y, 

22  V 22  \22/ 


résultat  conforme  à l’énoncé  ci-dessus. 

Il  reste  maintenant  à effectuer  les  calculs  numériques. 

36o  / i V 

Réduisons  d’abord  — — -+-  ( — | à un  seul  nombre  qui  ait  (as)1 
pour  dénominateur  commun  ; on  a 


“2 + (_!_) 

22  \22/ 


I \ ’ _ 36o  X 22  -h  I 7y?-i 


(22)’  {22f  ' 

or,  la  racine  carrée  de  792 1 est  exacte  et  égale  à 8g  ; donc 


/36o  | / 1 y_  89 
V 22  \22 / 22* 
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, i , 8o 

et  par  conséquent,  x — ±-2. 

22  22 

Séparons  chacune  des  valeurs  ; il  vient 

. 88  , 

x = h—  = — = 4. 

22  22  22 

ir__J %__<£>__45  , 

22  22  22  11* 


■49 


Ainsi , des  deux  valeurs  propres  A satisfaire  à l'équation  propo- 
sée , l’une  est  un  nombre  entier  absolu  , et  l’autre  un  nombre  frac- 
tionnaire négatif. 

Soit,  pour  second  exemple  , l’équation 


6x3  — 37  x = — 57  , 

, , 37  57 

«lui  revient  a -x3  — ~ x — 

o o 

Si  l’on  ajoute  /y^  aux  deux  membres , il  vicul 


d’où , extrayant  la  racine  carrée , 


«hmc 


-SW-ï+fêy* 


/3-\ > 5* 

Pour  réduire  g à un  seul  nombre,  obser\ons  que 

(12)’=  1 2 X 1 2.  = 6 X 24  ; ainsi , il  suffit  de  multiplier  57  par 
24,  puis  37  par  lui-même,  et  dé  diviser  l’excès  du  second  pro- 
duit sur  le  premier  parfis3). 

Or,  37  X 37  — 1 369 , 57  X 24  — 1 3fi8  . 
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ainsi 


Donc, 


x 


ou  bien 


3:  , 1 _ 38  _ '9 

~T~  Y-  9 

12  12  12  O 


12  12  12 


On  remarquera,  dans  cet  exemple  , que  chacune  des  deux  va- 
leurs est  positive  et  répond  directement  à l’énoncé  de  la  question  , 
dont  l’équation  proposée  peut  être  considérée  comme  la  traduction 
algébrique. 

Soit  maintenant  l'équation  littérale 

4a’  -I-  2x’  -+-  lax  — i Bai  — 1 86!; 


on  a d’abord  , en  transposant,  changeant  les  signes , puis  divisant 

• ** 

par  2 , x 1 — ax  — 2 a1  — pa6  -4-  pi’; 

d’où,  complétant  le  carré. 


a! pa: 

4~T 


— pa6  pi1; 


extrayant  la  racine  et  transposant, 


• a . /qo> 

x==î± ~ V1’  -t-9*1- 

°r  9"*  ■+■  9^’  a évidemment  pour  racine  ^ — 3 b\ 

^f±(3a_3N  U=  --3*. 

5 \ 2 ) } x = — o + 36. 


donc , 


Ces  deux  valeurs  seront  positives  à la  fois  si  l’on  a 2a  > 36 
et  36  > a , c’est-à-dire  si , a et  6 étant  tous  deux  positifs , on  a 

6 plus  grand  que  - , mais  plus  petit  que  ™ . 
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Nous  proposerons  pour  exercices  les  équations 

x’  — ’jx  -1-.  10  = o. . . valeurs  j 5 | ’ 

^x — 4 — x»+2x—  |x*=45— 3xM-4*|*~_Z*  ' à 0,01  près  ; 


a1  -t-  A’  — ibx  +i‘  = — — . . . , donne 
rv 

x — ibn ± J a1  m’  -t - A'  m’  — a’/»’  ). 

OS.  On  peut  résoudre  l'équation  ax’  bx  =:  c sans  faire  dis- 
paraître le  coefficient  de  x’;  mais  les  transformations  sont  plus 
compliquées. 

Le  terme  ax 1 peut  être  mis  sous  la  forme  (x  v'a)*,  et  Ie  terme  bx 

sous  celle-ci:  ax  v'a  X — — - ; d’où  il  suit  que  ax1  H-  bx  représenté 

2 v'a 

r b 

les  deux  premiers  termes  du  carré  de  x v'a  H — ; ainsi , eu 

2 ya 


ajoutant 


/ b N*  b' 

\.  vW  °Uî“ 


aux  deux  membres,  on  rendra  le  premier 


membre  un  carre  parfait. 

Effectuons  ette  transformation  ; l’équation  devient 

. A-  b' 

ax 1 -t-  Ax  -+-  -j-  = c -+-  y-; 

4a  4a 

».  .1  » 1 

r b / V • 

extrayant  la  racine  , x \a  -+-  — = = 3;  V/  c -+-  7-  j 

2 v'a  » 4a 


d’où 


'/ï=-'^±v/t  + 5;- 


Divisant  les  ileux  membres  par  y'a,  et  observant 


A A 

,o.  qlIC 7=;V'-=  --7-7=v= 

aya  a^yaj 


A 

2a’ 
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3".  que  y/r-H  ^ *.  & = \/ K ®°)’ 

, . A , /r  Â7 

on  obtient  enfin  x — ± V/  — t-7— ,, 

sn  V <1  4« 


on  bien  encore, 


— A :£  v 4 «c  -t-  A1 


20 


résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément  en  mettant  d’abord 

t b c 

l'équation  sous  la  forme  x’  -t-  - x — - ; et  nous  n’avons  exposé  la 

a a 

méthode  précédente  que  romme  un  simple  exercice  de  calcul  sur 
les  radicaux  du  second  degré. 

9fi.  Appliquons  ces  principes  à la  resolution  de  quelques  pro- 
blèmes. 

Premier  problème.  — Trouver  un  nombre  tel  r/ue  le  double 
de  son  earré , augmenté  du  triple  de  ec  nombre,  donne  pour 
somme  f>5. 

Soit  x le  nombre  inconnu  ; on  a , pour  l’équation  du  pro- 
blème , 

ax1  -t-  3x  = 65, 


. 3 . . /65  q 3 .23 

doft 


donc 


3 *3  r - * 3 23  1 3 

x=-?  + T = 5,  et  x=-7-T=_-. 


'4  4 


La  première  valeur  satisfait  à la  question  dans  le  sens  de  son 
énoncé.  En  effet, 


2 X (5)»  -t-  3 x 5 = 2 x a5  -t-  i5  = 65. 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d’abord  que,  si  l’on 
remplace  x par  — x dans  l’équation  2x’  -f-  3x  =r  65 , il  n’v  a que 
le  coefficient  de  3x  qui  change  de  signe,  car  ( — x)’  = x5.  Ainsi , 
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3 , 2.3  3 , a3 

au  lieu  d obtenir  x = — . _£  -,  , on  trouvera  x = 

4 4 4 4 

1 3 

ou  x=  — et  x = — 5,  valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes 
que  par  le  signe.  Ainsi , l’on  peut  dire  que  la  solution  né- 
gative— — , considérée  indépendamment  de  son  signe,  satisfait 

au  nouvel  énoncé  : Trouver  un  nombre  tel  que  le  double  de  son 
carré,  diminué  du  triple  de  rr  même  nombre,  donne  65  pour  diffé- 
rence. En  effet , on  a 

3 X — — — — = 65. 


Deuxième  problème.  — Une  personne  a acheté  un  certain  nombre 
de  mètres  de  drap  pour  o.^o  fr.  Si , avec  la  meme,  somme , elle  avait 
eu  3 mètres  de  moins  du  même  drap , le  mètre  lui  aurait  coûté  4 fr. 
de  plus.  On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté. 

Soit  x ce  nombre;  exprime  alors  le  prix  du  mètre.  Si, 

pour  240  fr.,  elle  avait  3 mètres  de  moins,  c’est-à-dire  x — 3 mè- 

" 24°  • », 

très,  le  prix  du  mètre  serait  alors  représenté  par  - — ÿ Mais,  d a- 

près  l’énoncé,  ce  dernier  prix  surpasse  le  premier  de  4 ; on  a donc 
l'équation 

240  240  , 

x — 3 x **  ’ 


d'où  l’on  tire,  en  chassant  le  dénominateur  et  réduisant, 
x1  — 3x  = 180. 


Donc 


ce  qui  donne 


’-Wi 


180 


3 rfc  27 
2 ’ 


x = i5  et  x = — 12. 


J.a  valeur  x = i5  satisfait  à l'énoncé;  car  t5  mètres  pour 
240  fr.  donnent  ou  16  fr.  pour  le  prix  du  mètre;  et  12  mè- 
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très  pour  ?-4°  fr.  donnent  pour  le  prix  du  mètre,  20  fr.,  nombre 
qui  surpasse  16  de  4- 

Quant  à la  seconde  solution , on  peut  former  un  nouvel  énonc“ 
auquel  elle  convienne.  En  effet,  remontons  à l'équation , et  chan- 
geons x en  — x;  il  vient 


240  240  _ 

— x — 3 — x 


ou  bien 


240  240  , 

~ x -4-  3 ~ 


équation  qui  peut  être  traduite  en  langage  ordinaire  de  deux  ma- 
nières différentes  : i°  Une  personne  a acheté  un  certain  nom- 
bre de  mètres  de  drap  pour  oJ\o  fr.  ; si  cite  avait  payé  ta  même 
somme  pour  3 mètres  de  plus , celui-ci  lui  aurait  coûté  4 fr-  êe 
moins.  — On  demande  le  nombre  de  mètres  acheté? 

2°  Une  personne  a vendu  un  certain  nombre  de  mètres  de 
drap  pour  9.40  fr.  ; si , po(ir  la  même  somme , elle  avait  vendu 
3 mètres  de  plus , celui-ci  lui  aurait  été  payé  t\fr.  de  moins.  — On 
demande  le  nombre  de  mètres  vendu  ? 

Ce  dernier  énoncé  se  rapporte  peut-être  plus  immédiatement  au 
changement  de  signe  de  x,  puisqu'un  achat  négatif  peut  être  con- 
sidéré comme  une  vente. 

En  résolvant  d’ailleurs  l’équation  de  l’un  de  ces  énoncés,  on 
trouverait  évidemment  x = 12,  x = — i5;  car  l’équation  ré- 
duite deviendrait  x’  -4-  3x  = 180,  au  lieu  de  x1  — 3x=  180. 

N.  U. — Les  deux  problèmes  précédents  offrent  une  nouvelle 
confirmation  du  principe  établi  n°  89  pour  les  problèmes  du  pre- 
mier degré  ; et  nous  en  donnerons  (n°  99)  une  démonstration  pour 
toute  équation  du  second  degré  à une  seule  inconnue. 

Troisième  problème.  — Un  négociant  escompte  deux  billets,  l'un 
<!e  8776  fr.  payable  dans  9 mois,  l’autre  de  7488  fr.  payable  dans 
8 mois ; il  paye  pour  le  premier,  de  plus  que  pour  le  second, 
1 200  fr.  On  demande  le  taux  d'intérêt  d’après  lequel  il  a dû  es- 
compter? 

Solution.  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples  , désignons  par  x 
I intérêt  de.  ioo  fr.  pour  un  mois  , ou  par  i2x  l’intérêt  pour  un  an; 
ç>r  et  8,r  sont  les  intérêts  pour  9 mois  et  8 mois  ; donc  , 1 00  -4-  9X 
et  100  -t-  8.r  représentent  ce  que  doit  devenir  le  capital  100  fr. 
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au  bout  de  9 mois  el  de  8 mois.  Ainsi , pour  déterminer  les  valeurs 
actuelles  des  deux  billets  de  8776  fr.  et  7488  fr.,  il  faut  établir  les 
proportions 


100  -t-g*:  100  ::  8776  : 
1 00  -4-  8r  : 1 00  : : 7488  : 


877600  • 


100  -t-  gr 
748800 
100  -+-  &r  ’ 


et  les  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  que  le 
négociant  a payé  pour  chacun  des  billets.  Donc  , en  vertu  de  l’é- 
noncé , on  a l’équation 


877600  748800  


200; 


too-l-ga:  100  -(-  8x 

ou , oltservant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4«o  , 

atg4 1872  _ 

1 00  4-  gr  1 00  -4-  8ir 

Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant , on  trouve 
2i6x’  -f-  43g6.r  = 2200  ; 

_ , s fi™0  , f21*)8)’ 

216  V 216  (216)’ 

_ — 2198  zfc  v^53o64o4 


d'où 


Donc 


216 


...  , — 2198  ± y 53o64o4 

ou,  multipliant  par  12,  12 x = ■ 2 J! 3_ 2., 

18  * 

Pour  obtenir  la  valeur  de  I2x  à 0,01  près,  il  suffit  d’extraire 
la  racine  carrée  de  53o64o4  à o,  1 près,  puisque  cette  racine  doit 
être  ensuite  divisée  par  18. 

La  racine  carrée  de  53o64o4  est  ?.3o3,5; 


donc 


_ — 2ig8±23o3,5 

iax_  ^ ; 


io5,5  _ 

par  conséquent , i ix  = — = 5,86,  , 

i o 


ÜH 
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et 


I ir  ~ 


— 45° ! ,5 
|H 


?.5o,o8. 


La  valeur  positive,  i2x  = 5,86,  représente  donc  le  taux  d’in- 
térêt cherche. 

Quant  à la  solution  négative,  elle  ne  peut  être  regardée  que 
comme  liée  à la  première  par  une  même  équation  du  second  de- 
gré. En  effet,  si  l’on  remontait  à l'équation,  et  qu’on  changeât  x 
en  — x,  on  traduirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dans  un 
énoncé  analogue  à celui  du  problème  proposé. 

Quatrième  problème.  — Un  homme  achète  un  cheval  qu'il  vend 
au  bout  de  quelque  temps  pour  ?4  louis.  A cette  vente , il  perd 
autant  pour  ioo,  du  prix  de  son  achat,  que  le  cheval  lui  avait 
coûte.  — On  demande  te  prix  de  l’achat? 

Solution.  Soit  x le  nombre  de  louis  que  le  cheval  lui  a coûtés; 
x — 24  est  une  première  expression  de  la  perte  qu’il  a faite.  Mais 
puisque,  d’après  l'énoncé,  il  perd  autant  de  louis  sur  100,  qu’il 

y a d’unités  dans  x,  sur  1 louis  il  perd  — — , et  sur  x louis  il  perd 

x5 

. On'a  donc  réfutation 

j 00  1 


«l’oit  x1 — toox  = — 2.400, 

/ 

et  x = 5ozb^25oo  — 24  00  = 5o±io. 

Donc  .r  = 60  et  x = 4o. 


tics  deux  valeurs  satisfont  également  à la  question. 

En  effet  , supposons  d’abord  que  60  soit  le  prix  de  l’achat  ; 
comme  24  est  le  prix  de  la  vente,  36  est  la  perte  que  l’homme 
éprouvé.  D’un  autre  côté , il  doit , en  vertu  de  l’énoncé,  perdre 60 

pour  100  de  60,  c’est-à-dire  les  ■*— — de  60  , ou  ° nombre 

1 00  1 00 

qui  se  réduit  à 36  ; ainsi , 60  satisfait  à l'énoncé. 

Soit  maintenant  4o  le  prix  de  l’achat;  16  est  la  perte  qu’il 
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éprouve.  D’ailleurs,  il  doit  perdre  4°  pour  100  de  4°>  ou 

4°  , • 1 

40  x — , nombre  (|ui  se  réduit  à 16  ; ainsi , 4«  vérifie  encore 
l’énoncé. 


Discussion  générale  de  l’éi/uation  du  second  degre. 

Jusqu’à  présent,  nous  n’avons  résolu  que  des  problèmes  du  se- 
cond degré  , dont  les  données  étaient  exprimées  par  des  nombres 
particuliers.  Mais  pour  être  en  état  de  résoudre  des  problèmes  gé- 
néraux et  d’interpréter  tous  les  résultats  auxquels  on  peut  parve- 
nir en  attribuant  aux  données  des  valeurs  particulières,  il  faut,  en 
reprenant  l’équation  la  plus  générale  du  second  degré  , examiner 
les  circonstances  qui  résultent  de  toutes  les  hypothèses  possibles 
faites  sur  les  coefficients.  Tel  est  l’objet  que  nous  nous  proposons. 

97.  Mais  avant  de  passer  à cette  discussion , nous  ferons  con  - 
naître  un  fait  analytique  qui  n’est,  du  reste,  qu’un  cas  particulier 
d’une  proposition  dont  la  généralité  sera  démontrée  par  la  suite 
pour  toute  équation  d’un  degré  quelconque  à une  seule  inconnue. 

Soit  l'équation  générale 

x7  4-  px  = q , ou  plutôt  x7  ■+■  px  — <7  = 0, 
pour  laquelle  on  a_ trouvé  (n°  94) 


Transportons  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  de  ces 
deux  dernières  égalités  , ce  qui  donne 

x+P--\JPj  + q=°,  X+P-+  4-  q = o; 

et  multiplions  ces  nouvelles  égalités , membre  à membre , en  ob  • 
servant  que  les  premiers  membres  peuvent  être  considères,  l’un 
comme  la  différence , l'autre  comme  la  somme  des  deux  quantités 
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ü vient  (•r4-i),-(|+'/)  = ü’ 

ou  , réduisant , x3  -+-  px  — 1/  — o. 

D’où  l’on  voit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du  se- 
cond degré  ramenée  préalablement  à la  forme  x’-f -px — q-=  o, 
est  le  produit  de  deux  facteurs  du  1 "degré  en  x,  qui  ont  x pour 
partie  commune  , et  pour  partie  non  commune  chacune  des  valeurs 
de  x changées  de  signes  ; en  sorte  que , si  l’on  désigné  par  x',  x", 
ces  deux  valeurs,  on  a l’identité 

x3  -+- px  — q — (x  — x')  (x  — x"). 

C’est  probablement  cette  propriété  qui  a fait  donner  le  nom  de 
racines  aux  valeurs  de  l’inconnue  [puisque  ces  valeurs  étant  obte- 
nues, on  peut  recomposer  l’équation]. 

En  général , on  appelle  bacink  d’une  équation  , toute  expres- 
sion, numérique  ou  algébrique,  reelleou  imaginaire,  qui,  substi- 
tuée à la  place  de  l'inconnue  dans  l'équation  , rend  le  premier 
membre  identiquement  égal  au  second.  Ce  mot  est  pris  ici  dans 
uqe  acception  différente  de  celle  qu’on  lui  avait  attribuée  jus- 
qu’alors par  rapport  aux  nombres. 

98.  La  propriété  precedente  peut  encore  être  démontrée  par 
un  moyen  susceptible  de  conduire  à des  conséquences  assez  im- 
portantes. 

Appelons  a une  quantité  de  nature  quelconque , et  divisons  par 
,r  — a et  le  premier  membre  de  l’équation  x3  -t- px  — q = o. 

!x  — a 
— 

i + fl+/) 

1 er  reste ...  -t - [a  p)  x — q ; 

2'  reste. . . -t-  a3  -+-  pa  — q. 

La  division  du  premier  terme  x‘  du  dividende  par  le  premier 
terme  x du  diviseur  donne  pour  quutient  x,  et  pour  t'r  reste 
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(a  ri-  p)  x — q \ la  division  du  icr  ternie  (ari-p)  x de  ce  reste  par  x, 
donne  pour  nouveau  quotient  a -f-  p,  et  pour  nouveau  reste 
a1  -f-  pa  — q , quantité,  indépe  ndante  de  x. 

Cela  posé,  si  a est  racine  de  l’equation  x7-hpx — q — o , on 
a nécessairement  a’  -f-  pa  — qz=o\  ainsi  le  2e  reste  de  la  division 
ci-dessus  étant  nul  , la  division  totale  est  exacte , et  le  premier 
membre  de  l’équation  proposée  est  divisible  par  x — a. 

Réciproquement , si  la  division  de  x’-f  px  — q par  x — a est 
exacte , on  a nécessairement  a'+pa  — q—o,  c’est-à-dire  que  a 
est  racine  de  l’équation. 

Comme  , dans  le  cas  où  a est  racine , x — a divise  exactenient 
x'+px — q,  et  donne  pour  quotient  xri-a  ri-p , réciproquement 
x -f-  a -f-  p divise  exactement  x 1 -+-  px  -t-  q , et  donne  pour  quo- 
tient x — a;  d’où  l'on  peut  conclure  que  la  quantité  — a — p 
est  elle- même  une  racine  de  la  proposée. 

Ainsi,  l’identité  x’  -t-  px  — q = (x  — a)  (x  ■+■  a -+-  p)  démon- 
tre la  propriété  du  n°  97.t 

Voici  maintenant  les  conséquences  : 

On  vient  de  voir  que,  si  a est  racine  de  l’équation  x’-t -px — q=z o, 
— a — p est  la  seconde  racine  de  cette  équation. 

Or,  i°  si  l’on  ajoute  les  deux  quantités  a,  — a — p,  il  vient 
|>our  résultat  — p. 

2°  La  relation  a1  ri-pa  — q — o revient  à celle-ci 
a{—a—p)  = — q. 

D'où  l’on  voit  que,  dans  toute  équation  du  second  degré,  ra- 
menée à la  forme  x’  -+-  px  — 7=0,  le  coefficient  p du  second 
terme , pris  en  signe  contraire , est  égal  à la  somme  algébrique 
des  racines  ; et  le  tlernier  terme  — q est  égal  au  produit  de  ces 
mêmes  racines- 

C’est  au  reste  ce  qu\>n  peut  vérifier  directement  sur  les  valeurs 
obtenues  dans  le  n°  93. 
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En  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à membre,  on  trouve 
x ->T  x — — /j; 

et  en  les  multipliant, 


N.  B.  — Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  toutes  ces  pro- 
priétés supposent  que  l’équation  soit  ramenée  à la  forme 
x1-\-px — </  = o ; c'est-à-dire,  i°  qu’on  ait  d'abord  divisé  toute 
l'équation  par  le  coefficient  de  x1  ; a°  que  tous  les  termes  soient 
transposes  et  ordonnés  dans  le  premier  membre. 


Discussion. 


99.  Reprenons  l’équation  générale  x1  -f-  px  — q,  qui , étant  ré- 


solue , donne 


Pour  que  cette  expression , qui  renferme  un  radical , puisse  être 
évaluée,  soit  exactement,  soit  par  approximation  , il  faut  (n°  8i$) 

que  la  quantité  soumise  au  signe  radical,  c’est-à-dire  q- y-,  soit 

4 

positive.  Or,  ~ étant  nécessairement  positif,  quel  que  soit  le  signe 

P' 

de  p,  il  s’ensuit  que  le  signe  de  la  quantité  q+  j dépend  princi- 
palement de  celui  de  q,  ou  de  la  quantité  toute  connue. 

Cela  posé , soit  d’abord  q positif, 

Auquel  cas  l’cquation  est  de  la  forme  .r1  rfc/xr  = q ( les  signes 
des  coefficients  sont  mis  ici  en  évidence); 


on  en  déduit 


x = qp-  ± 
^ 2 


Or,  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  r seront  toujours  nielles 

• t • tP 

et  pourront  être  déterminées,  soit  exactement  si  q-'t-y  est  nu 

4 
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carré  parfait,  soit  avec  tel  degré  d'approximation  que  l'on 
voudra. 

«J» 

Toutefois,  de  ces  deux  valeurs,  la  première  sera  positive  et 
répondra  directement  à l’équation  [ou  au  problème];  car,  le 


\f‘ 


P ’ 


radical  V/ *y  - \-‘-f  étant  numcriqiiement  plus  grand  que  - , 

l’expression  -t-  y/ q ■+■  ~ est  nécessairement  tle  même  signe 
que  le  radical. 

La  seconde  valeur  est,  par  la  même  raison  , essentiellement  né- 
gative, puisqu’elle  doit  avoir  le  même  signe  que  celui  dont  le 
radical  est  affecté.  Considérée  indépendamment  de  son  signe , cette 
valeur  répond , non  plus  à l’cquation  telle  qu’elle  a été  établie , 
mais  à cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x par  — x , 
c’est-à-dire  à x1  zçpx—  q. 


En  effet , celle-ci  donne 


: = ±P-±)Jq 


P ’ 

4* 


valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

11  est  d’ailleurs  remarquable  que  la  même  équation  lie  entre 
elles  deux  questions  dont  les  énonces  diffèrent  neamuoins  par  le 
sens  de  certaines  conditions.  ( Voyez  les  deux  premiers  problèmes 
du  n"  90.) 

Soit  actuellement  q négatif; 

Auquel  cas  l’equation  est  de  la  forme  x1  zfc px  = — q , 


et  donne 

Pour  que  l’extraction  de  la  racine  puisse  s’effectuer,  il  faut  que 
l'on  ait 

Cette  condition  étant  satisfaite , les  deux  valeurs  sont  réelles. 


'<f 


Comme  d’ailleurs,  y/ ~ — q est  numériquement  plus  petit  que 
Alg.  B.,  $ éd.  1 1 
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, il  s’ensuit  que  ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives  si  p est 

positif  dans  l’équation , c’est-à-dire  si  cefte  équation  est  de  la 
forme  -c3  +P*  = — <7  ; 

Et  elles  sont  toutes  deux  positives  si  p est  négatif,  c'est-à-dire  si 
l’cquation  est  de  la  forme  x ■ — pi r = — 17. 

Les  propriétés  du  n"  98  conduisent  au  même  résultat.  En 
effet,  soient  a ci  b les  deux  racines  de  l'équation  du  second  degrc 

x7  px  — <p, 

on  a entre  ces  racines  et  les  coefficients  les  relations 

• • a -1-  b = — p,  ab  = — q. 

Cela  posé , si  <7  est  positif  dans  le  second  membre,  et  par  consé- 
quent négatif  dans  le  premier,  il  s’ensuit  que  les  deux  racines 
sont  de  signes  contraires,  puisque  leur  produit  est  négatif.  D'ail- 
leurs, leur  somme  algébrique  est  négative  ou  positive,  suivant 
que  p est  positif  ou  négatif;  ce  qui  veut  dire  que,  des  deux  ra- 
cines, la  plus  grande  numériquement  est  de  signe  contraire  au 
coefficient  p. 

Si  au  contraire,  <7  est  négatif  dans  le  second  membre,  et  par 
conséquent  positif  dans  le  premier,  comme  le  produit  des  deux 
racines  est  alors  positif,  il  faut  nécessairement  qu’elles  soient 
de  même  signe,  savoir  : toutes  les  deux  négatives  quand  p est  po- 
sitif, et  toutes  les  deux  positives  quand/)  est  négatif. 

100.  Le  cas  où  les  deux  racines  sont  positives  mérite  une  at- 
tention particulière. 

L’équation  étant  alors  de  la  forme  x 1 — px  = — q, 
devient , par  un  simple  changement  de  signe , 

px  — x1  = q,  ou  x (/?  — x)  = q, 

et  peut  être  considérée  comme  la  traduction  algébrique  de  ce  pro- 
blème : 

Partager  un  nombre  donné  p en  deux  parties  dont  le  produit 
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soit  égal  à un  autre  nombre  donné  q ( p et  q sont  supposés  ici  des 
nombres  absolus). 

En  effet , x désignant  l’une  des  parties , p — x est  l’expression 
de  l'autre  partie , et  x [p — x)  l’expression  de  leur  produit,  qui, 
pat*  hypothèse , doit  être  égal  à q. 

Cela  posé,  comme  l’équation  est  toujours  la  même,  soit  que 
l’on  désigne  par  x la  plus  grande  partie,  soit  que  x représente  la 
plus  petite , il  s’ensuit  qu’elle  ne  doit  pas  donner  l’une  des  parties 
plutôt  que  l’autre;  elle  doit  donc  les  donner  toutes  deux  à la 
fois.  Ceci  explique  pourquoi  l’équation  admet  deux  solutions  di- 
rectes. 

Toutefois,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x soient  réelles,  c'est- 
à-dire  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l’on  ait 


?< 


4 ‘ 


Et  en  effet,  quelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées,  on 
peut  toujours  désigner  leur  différence  par  d ; et  comme  leur  somme 
est  p,  on  aura  (n°  \)  pour  les  expressions  de  ces  deux  parties , 


p d p d 

-H et . 

7.  2 2 2 


Effectuant  le  produit  de  ces  expressions , on  trouve  (n°  K) 


■UsnViaf’: 


p‘  d 1 

i~  v 


. p ■ 


quantité  essentiellement  moindre  que  à moins  que  l’on  ne  sup- 

îfï  i\ 

pose  d — o ; auquel  cas  les  deux  parties  sont  égales , et  leur  pro- 
duit  est  Il  est  donc  absurde  d’exiger  que  le  produit , qu’on 

avait  d’ailleurs  représenté  par  q,  soit  plus  grand  que  7-. 

4 

De  là  résulte  cette  conséquence  : 

Le  plus  grand  produit  qu’on,  puisse  obtenir  en  décomposant  un 
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nombre  absolu  en  deux  parties  , et  multipliant  ces  deux  parties  entre 
elles  , est  te  carre1  de  la  moitié  du  nombre. 

Soil , par  exemple,  56  le  uombre  à partager. 

On  a 56  = 36  -H  20,  et  36  X 20  = 720; 

56  = 3i  -4-  25,  et  3i  X 25  = 775; 

56  = 29  + 27,  et  29  X 27  = 783; 

56  = 28  -1-  28,  et  28  X 28  = 784. 

On  voit  ici  (pie,  plus  la  différence  des  deux  parût»  est  petite, 
plus  leur  produit  est  grand  ; et  ce  produit  atteint  sou  maximum 
quand  les  deux  parties  sont  égales. 


Examen  de  quelques  cas  particuliers. 

101.  i°.  Si,  lorsque  q est  négatif,  c’est-à-dire  lorsque  l'équation 
est  de  la  forme  x’  4-  px  = — q(p  étant  de  signe  quelconque) , on 

suppose  q égal  à C le  radical  — q des  deux  valeurs  de  x 

devient  nul , et  ces  valeurs  se  réduisent  l’une  et  l’autre  à x = — -. 

On  dit  alors  que  les  deux  racines  sont  égales. 

En  effet , si  l’on  remonte  à l’équation  , et  qu’on  y remplace  q 

par  ^ , elle  devient  x1  -4-  px  = — ^ , d’où  l’on  tire 


P 

x*  -+-  px  -4-  ’-j  — o,  ou 

4 


Dans  ce  cas,  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs 
égaux.  On  peut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de  l’équation  sont 
égales , puisque  alors  les  deux  facteurs  égalés  à zéro  donnent  la 
même  valeur  pour  x. 

2?.  Si,  dans  l’équation  générale  x'  + px  — q , on  suppose  7=0, 
les  deux  valeurs  de  x se  réduisent  à 


x = 


ou  x=  o, 


et  à x = 


P P 

- , ou  X — — P 

2 2 


Et  en  effet , l’equation  est  alors  de  la  forme  x’  px  = o , ou 
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x (x  "+■  P)  — 0 » équation  que  l'on  peut  vérifier,  soit  en  {Misant 
x ~ o , soit  en  posant  x -y  p = o,  d’où  x = — p. 

3°.  Si , dans  l’équation  générale  x!-t- px  = q,  on  suppose p~o, 
il  en  résulte  x*  = q , d’où  j?  — -t-  y ; 
c’est-à-dirç  que , dans  ce  cas  , les  deux  valeurs  de  x sont  égales 
et  de  signes  contraires,  réelles  si  q est  positif,  et  imaginaires  si 
q est  négatif. 

L'équation  rentre  dans  la  classe  des  équations  à deux  termes 
(n°  05 

4°.  Supposons  à la  fois  p — o , q — o; 

l'équation  devient  x’  = o,  et  donne  pour  x deux  valeurs  nulles. 

100.  Il  nous  reste  à examiner  un  cas  singulier  qui  se  ren- 
contre souvent  dans  les  applications,  particulièrement  dans  la  Géo- 
métrie analytique. 

Pour  cela,  il  faut  reprendre  l’equation  ax‘  -y  bx  — c. 


Cette  équation  résolue  donne 


— b rh  q b1  -t-  4«<' 
2 a 


Supposons  maintenant  que  , d'après  une  hypothèse  particulière 
faite  sur  les  données  de  la  question  , on  ait  a — o; 


l’expression  de  x devient  x = 


— b dtz  h 


o 
“ * 

O 

hb 

o 


La  seconde  valeur  se  présente  sous  la  forme  de  l’infini,  et 
peut  être  regardée  comme  une  réponse  si  toutefois  la  question 
proposée  peut  admettre  des  solutions  de  cette  sorte  (n°  Vi). 

Quant  à la  première  il  faut  tâcher  de  l’interpréter. 

D'abord , si  l’on  remonte  à l'équation , on  voit  que  l’hypothèse 
a — o la  réduit  à bx  = c\  d’où  x expression  finie  et  dé- 

terminée qui  doit  être,  dans  le  cas  actuel , regardée  comme  repré- 
sentant la  vraie  valeur  de  - 
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, c , . 

Or  , ceîte  valeur  - peut  être  déduite  de  l’expression 

— b -+-  ^b‘  -f-  /\ac 
aa 

au  moyen  d’une  transformation  convenable.  A cct  effet,  multiplions 
les  deux  termes  de  cette  expression  par — b — y b‘  ■+-  \ac  ; elle  de- 
vient 

b'  — (b1  + 4 ac)  — 4 ac 

?.a  ( — b — y'ï’  -+-  4«c)  2 a ( — b — \b’  -t-  4ac) 

ou  , supprimant  le  facteur  2a  commun  aux  deux  termes , 


— b — y b%  — 4 ac 

Maintenant , l’hypothèse  a—  » , introduite  dans  cette  dernière 

— 2(j  C 

expression  , la  réduit  à — ^ , ou  ^ , résultat  trouvé  ci-dessus. 

j Cette  transformation  a eu  pour  objet  de  faire  ressortir  dans 
les  deux  termes,  le  facteur  a dont  la  présence  avait  réduit  l’ex- 
pression à la  forme  -j.J 

Soit  supposé  à la  fois  a — o,  b — o.  Les  deux  valeurs  de  x 

prennent  l’une  et  l’autre  la  forme  g. 

Or,  si  l’on  remonte  à l’équation  elle-même , on  reconnaît  qu’elle 
se  réduit  à c = o , et  qu’elle  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune 
valeur  finie  de  x , tant  que  c n’est  pas  nul. 

Mais  je  dis  que , dans  ce  cas  , les  deux  valeurs  de  x sont  infinies. 


Kn  effet , la  première,  x 


_ — b 4-y  ê’-+-4* 


c 

sc  réduisant  d’abord  à ^ , par  l’hypothèse  a — a , 

C 

devient  - lorsqu'on  y joint  l’hypothèse  b—  o. 
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Quant  à la  seconde,  x = - ~*~4ac 

la 


en  faisant  subir  à cette  expression  la  même  transformation  qu’à 
la  première,  c'est-à-dire,  en  multipliant  les  deux  termes  par 

— à -h  yb*  -h  4 ne , et  supprimant  ensuite  le  facteur  2 a commun 
aux  deux  termes  , on  la  change  en  celle-ci  : 


— ic 

— b -4-  y b‘  -f-  fiar  ’ 

expression  qui  se  réduit  aussi  à — , par  la  double  hypothèse 

a = o,  b~o. 

Enfin , lorsqu’on  suppose  en  même  temps  a—  o , b — o,  c=o, 

les  deux  valeurs  de  x se  présentent  sous  la  forme  - , sans  qu'au - 

o . 

cune  transformation  puisse  conduire  à des  valeurs  déterminées 
de  x.  Et  en  effet,  l’équation,  se  réduisant  alors  à o = o,  est  tout 
à fait  indéterminée. 

C est  le  seul  cas  d’indétermination  que  présente  l’équation  du 
second  degré. 

On  peut  parvenir  aux  conséquences  précédentes  au  moyen 
d une  analyse  beaucoup  plus  simple,  qui  aura  d’ailleurs  l’avan- 
tage de  s appliquer  par  la  suite  à des  équations  d’un  degré  quel- 
conque. 

Reprenons  l'équation  a j1  -4-  bx  z=  c , 


et  posons 
il  en  résulte 


bien  cy'  — by  — a = o 


(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant). 

Cela  posé,  soit  d’abord  a =0;  cette  dernière  équation  devient 


cy'  — by  — o, 

■% 
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et  donne  deux  valeurs. 


Substituant- ces  valeurs  dans  la  relation  x 


- , on  en  déduit 

y 


Si , outre  l’hypothèse  a — o , on  a encore  b = o , 

c c 

la  valeur  x = r devient  elle- même 

h o 

Et  en  effet,  l’équation  cy* — by — a = o,  se  réduit,  dans 
cette  double  hypothèse,  à cyJ  = o,  équation  dont  les  deux  ra- 
cines sont  égalés  à o.  Ainsi  les  valeurs  de  x correspondantes  sont 
toutes  les  deux  infinies. 

Quant  au  cas  où  l’on  a en  même  temps  a — o,  b = o,  c — o , 
l’équation  cy1 — by  — a = o se  réduit  à o = o,  comme  l’équa- 
tion «x!  y-  br  — c , et  admet  une  infinité  de  valeurs  pour  y,  d’où 
il  résulte  une  infinité  de  valeurs  pour  x. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  cette  dis- 
cussion générale  à divers  problèmes  qui  donneront  lieu  a foutes 
les  circonstances  qu’on  peut  rencontrer  dans  les  problèmes  du  se- 
cond degré. 


PROBLÈME  DES  LUMIERES. 


C"  À C B C. 

103.  Cinquième  problème.  — Trouver  sur  la  ligne  qui  joint 
deux  lumières  A et  B d'intensités  différentes , le  point  où  elles 
éclairent  également. 

(On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique , que  \ 

Les  intensités  relatives  d'une  meme  lumière  a deux  distances  I 
différentes , sont  en  raison  inverse  des  carrés  de  ces  distances.  ■ 

Solution.  Nommons  a la  distance  AB  des  deux  lumières,  b l’in- 
tensité de  la  lumière  A,  à l’unité  «le  distance,  c l’intensité  «le  la 
lumière  B à la  même  distance. 
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Soit  d’ailleurs  C le  point  cherché;  et  faisons  AC=x,  d'où 
BC  — a — x. 

Puisqu’en  vertu  du  principe  de  Physique  , l’intensité  de  A à la 
distance  1 étant  b,  son  intensité  relative  aux  distances?.,  3,  4>--- 

est  7,  -,  -i,...,  il  s’ensuit  qu’à  la  distance  x elle  doit  être  ex  pri- 
4 9 to 

mée  par  On  a de  même,  pour  l’intensité  relative  de  B à la 

distance  a — x,  - — — - or,  d’après  l’énoncé,  ces  deux  intensi- 
té x) 

tes  doivent  être  égales  ; ainsi  l'on  a l’équation 

b c 

x‘  (a  — x)1  ’ 

d’où  l’on  tire,  en  développant  et  réduisant, 

(b  — c)  x’  — 2.abx  — — a‘b. 

abzh  fi’  b’ — 0*6(6  — r) 


Donc 


ou,  réduisant, 


b — c 

a ( b zïzfic) 


. b-c  ’ 

expression  qui  se  simplifie  encore  si  l’on  observe  , 
i°.  Que  b±fic  peut  se  mettre  sous  la  forme 

fi  ■ fi±  fi  .fi,  ou  fi . (vt6±y£)  ; 

2.".  que  b — c=z(fb)' — {fief  —{fib  H-  fi)  {fi — fi)- 

Ainsi , en  considérant  d’abord  le  signe  supérieur  de  l'expression 
ci-dessus , on  a 

afi.  {fi -h  fi)  a fi 

{fi -{-fi)  (fi — fi)  fi — fi 

On  obtient  de  même  pour  la  seconde  valeur, 

a fi  (fi  — fi)  afi 

(yb-{-fi)  fi  — fi)  fi  -H  fi 
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Au  reste,  ces  valeurs  simplifiées  pouvaient  s’obtenir  immédia- 
tement d'après  l’équation  proposée.  En  effet , l’équation 

b c . (a  — x)1  c 

— = r-  revient  à ; — 

x1  ( a — x)5  x!  b 


Or,  si  l’on  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres,  il  vient 

x —Va 


fi  ' 


d’où  , en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant , 

a fi 


a \ L — xy  b —±xfi\  donc 


fizh^c 


N.  B.  — On  a d'abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus 
compliquée,  parce  que  l’équation  a été  résolue  par  la  méthode  gé- 
nérale , qui  est  moins  simple  que  la  précédente. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiées.  On  a 


a fi 


fi  -t-  y /c’ 
a fi 

' X I 

~fi-fi' 


d’où  l’on  tire 


a fi 

J b fi  ’ 

_ — a fi 
V !b  — <Jc 


Soit  d'abord  b^>c. 


La  PREMIÈRE  VALEUR  de  X, 

fi 


a fi 

fi -h  fi 


, est  positive  et  plus  petite 


que  a , car  — — — est  une  fraction  ; ainsi  cette  valeur  donne 

y'A-f-  y'c 

pour  le  point  également  éclairé , un  point  C situé  entre  les  points  A 
et  B.  On  voit  en  outre  que  ce  point  est  plus  voisin  de  B que  de  A; 
car  , à cause  de  b c , on  a 


fi  + fil  ou'  2 fi>fi-*-fi,  <r  OÙ 


fi 


■> 

fi  + fie  2 
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et  par  conséquent  ^ Cela  doit  être  en  effet,  puis- 

fi  -h  fi  2 

qu'on  suppose  l'intensité  de  A plus  forte  que  celle  de  B. 


La  valeur  de  a — x correspondante , 


a fi 


fi-¥>]  1 

plus  petite  que  - , comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 


, est  positive  et 


La  seconde  valeur  de  x, 
plus  grande  que  a ; car  on  a 


a fi 


fi  — \[c 

fi 


, est  encore  positive,  mais 
>'• 


fi—  fi 

Cette  seconde  valeur  donne  donc  un  second  point  C'  situé  sur 
le  prolongement  de  AB,  et  à droite  des  deux  lumières. 

On  conçoit  en  effet  que  les  deux  lumières  se  répandant  en  tous 
sens,  il  doit  y avoir  sur  le  prolongement  de  AB  un  autre  point 
également  éclairé;  et  ce  point  doit  être  plus  voisin  de  la  lumière  B 
dont  l’intensité  est  la  moins  forte. 

On  peut  reconnaître  à posteriori  pourquoi  ces  deux  valeurs  sont 
liées  par  la  même  équation.  Si , au  lieu  de  prendre  AC  pour  l’in- 
connue x,  on  prend  AC',  il  en  résulte  BC'  = x — a; 

b c 

ainsi  1 on  a 1 équation  — = r-  : 

1 x’  (x  — a)’ 

or,  comme  (a! — a)1  est  identique  avec  (a — .r)’,  la  nouvelle  équation 
est  la  même  que  l’équation  déjà  établie , qui , par  conséquent,  ne 
doit  pas  plutôt  donner  AC  que  AC'.  1 j?* 

La  seconde  valeur  de  a — x,  est  négative,  ce  qui 

fi  — fi  x 

doit  être  , puisque  l’on  a x > a ; mais , en  changeant  les  signes 

l „ " 1 J#  tf'.  •*! 

, — a fi 

de  1 équation  


a — x = 


fi -fi' 


on  trouve 


aie 

x — a=  — — 

fi>  — fi 
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et  cette  valeur  île  x — n représente  la  valeur  absolue  de  BC'. 


Soit  b <■  c. 


. » . ayJb 

La  premiers  valeur  de  x,  — s— est  toujours  positive, 

\ b -j- 

, a . 

mais  plus  petite  que  - , puisque  1 on  a 


<J1>  fi  yj  b - (-  fi>^>  l^b. 


La  valeur  de  a — x correspondante , ou 
tive  et  plus  grande  que 


a yjc 


\Jb  -+-  y]  c 


, est  posi- 


Ainsi,  dans  l’hypothèse  que  l’on  considère,  le  point  C,  situe 
entre  les  points  A et  B,  doit  être  plus  voisin  de  A que  de  B. 


La  seconde  valeur  de  .»■ , • 


a fi 


a y b 


, est  essen- 


yfb  — fie  , ^ b — fi 

bellement  négative. 

Pour  l’interpréter,  changeons  x en  — x dans  l’equation  ; elle 


devient  ' 


(a4-x)» 


Or,  a — x exprimant  d'abord  la  distance  de  B au  point  cherché, 
a x doit  maintenant  exprimer  cette  même  distance  ; ce  qui 
exige  que  le  point  cherché  soit  à gauche  de  A , en  C " par  exem- 
ple. Et  en  effft , puisque  l’intensité  de  la  lumière  B est , par  hypo- 
thèse, plus  forte  que  celle  de  A , le  second  point  cherché  doit  être 
plus  voisin  de  A que  de  B. 

a fie 


La  valeur  de  n — x correspondante , ~ ° - 7^,  ou 


fib-fie 


Je  — J b 


est  positive;  et  cela  tient  à ceque,xétant  négatif,  a — xexprime 
réellement  une  somme  arithmétique . 
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Les  deux  premières  valeurs  de  x et  de  a — x se  réduisent  à - ; 

ce  qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  également 
éclairé  Ce  résultat  est  conforme  à l’hypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à — — , ou  deviennent  in- 

o 

finies-,  c’est-à-dire  que  le  second  point  également  éclaire  est  situé  à 
une  distance  des  points  A et  B plus  grande  qu’aucune  quantité 
assignable.  Ce  résultat  répond  parfaitement  à l’hypothèse  présente  ; 
car,  si  l’on  suppose  que  la  différence  b — c,  sans  être  tout  à fait 
nulle,  soit  extrêmement  petite,  le  second  point  également  éclairé 
existe,  mais  à une  distance  très-grande  des  deux  lumières;  c’est 


ce  qu’indique  l’expression 


a \ b 


=,  dont  le  dénominateur  est  ex- 


fb-yfi' 

trémement  petit  par  rapport  au  numérateur;  et  lorsqu’on  suppose 
enfin  b — c,  ou  y b — y/c  = o,  le  point  cherché  ne  peut  plus 
exister,  ou  doit  se  trouver  situé  à une  distance  infinie. 

Observons,  en  passant,  que  dans  le  cas  de  b — e,  si  l’on  con- 
sidérait les  valeurs  non  simplifiées, 

_a{b-h<Jbc ) __a(b  — \/bc) 

b^c  X~  TTc  ’ 


la  première,  qui  correspond  à x=r  - S ^ . deviendrait  et 

° if 

la  seconde,  nui  correspond  à x = - deviendrait  -, 

4-  \/c  « 

Maison  n’obtient  la  forme- qu’à  cause  de  l’existence  d’un  facteur 
o 1 

commun , sjb  — ÿc,  entre  les  deux  termes  de  la  valeur  dex.  ( Voyez 
ce  qui  a été  dit  n“  73  et  102.) 

Les  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi  le 

r r 

facteur  commun  yb  + yc-,  mais,  en  le  supprimant , on  trouve 
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expression  qui  se  réduit  encore  à <lans  l’hypo- 


thèse de  b = e. 


Soient  b = c et  a = o. 


Le  premier  système  de  valeurs  de  x et  de  a — x se  réduit  à o , 
et  le  second  système  à -. 


Ce  dernier  caractère  est  ici  le  symbole  de  Y indétermination  ; 
car  si  l’on  remonte  à l’équation  du  problème, 


équation  qui  peut  être  satisfaite  par  un  nombre  quelconque  mis 
pour  x.  Et  en  effet,  puisque  les  deux  lumières  ont  la  même  inten- 
sité et  sont  placées  au  meme  point,  elles  doivent  éclairer  également 
chacun  des  points  de  la  ligne  AB. 

La  solution  o que  donne  le  premier  système  , est  une  de  ces  so- 
lutions, en  nombre  infini,  dont  on  vient  de  parler. 


Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à o ;.ce  qui  prouve  qu’il  n’y 
a,  dans  ce  cas,  qu’un  seul  point  également  éclairé  : c'est  celui  où 
les  deux  lumières  sont  placées. 


La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la  préci- 
sion avec  laquelle  l’Algèbre,  répond  à toutes  les  circonstances  de 
l’énoncé  d’un  problème. 

104.  Sixième  problème.  — Trouver  deux  nombres  tels  </uc  la 
différence  de  leurs  produits  par  tes  nombres  respectifs  a cf  b soit  égale 


O 


( b — c ) x’  — labx  = — a'b , 
. * > •* 

elle  se  réduit , dans  l’hypothèse  actuelle , à 

o.x1 — o.x  = o, 


Soit  enfin  a = o , b étant  différent  de  c. 


^ L’équation  se  réduit  alors  à 


( b — c)x*  = o, 

* 

et  donne  les  deux  valeurs  égales , x = o,  x = o. 
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h un  nombre  donné  s , et  que  la  différence  de  leurs  carrés  soit  égale 
à un  autre  nombre  donné  q. 


Solution.  — Soient  x et  y les  nombres  cherchés  ; on  a les  deux 
( ax  — bjr  — s. 


équations 


I ■*’  — y*  = q- 


De  la  première  on  tire  x = 


h 


■ , valeur  qui , substituée  dans 


la  seconde , donne 


(») 

donc 


(a1  — b1)  y7  — nbsy  =r  s'  — a 7q  ; 


y= 


b s +•  a \js7  — q(a7  — b7) 


a 7 — b7 


Reportant  cette  valeur  dans  l'expression  de  x en  /,  on  trouve 


J” bs ± a ^ s 7 — q (a7  — b7) 
a7  — b 7 


-h  s 


d’où 


. as  i b ^ s 7 — q (a7  — b7) 

1 ~ fl»  — b7  * 


(Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que , dans  ces  valeurs  de  y et  de  x, 
les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent , ainsi  que  les  signes  in- 
férieurs.) 

Discussion.  — Nous  supposerons , dans  tout  ce  qui  va  suivre , 
que  a,  b,  q,  s,  soient  des  nombres  absolus  : s’il  enétaitautreraent , 
certains  termes  des  valeurs  de  x et  d ey  changeraient  de  signe,  et 
il  faudrait  opérer  ces  changements  avant  de  discuter. 

Soit  a^>  b , d’où  a1  — h7 positif  . 

D’abord , pour  que.  les  deux  valeurs  de  x et  de  y soient  réelles  , 
il  faut  que  l’on  ait 

q(a7—  b7)<s7,  d’où  q<—L~. 
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• r .» 

Supposons  cette  dernière  condition  remplie , et  déterminons  les 

signes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  affectés. 


as  -4-  b \/r’  — q ( a' — b7) 


I.F.  PREMIEE SYSTÈME  EST 


a’  — b1 


j 

I bs  -+-  a \/s7 — q(a7 — b') 

r a 7 — b 7 


Les  deux  valeurs  de  ce  système  sont  nécessairement  positives,  et 
forment  par  conséquent  une  solution  directe  du  problème , tel  qu’il 

a été  établi.  _ 

as  — b \Js7  — q (a*  — b *) 


Le  SECOND  SYSTÈME  EST 


X = 


a'  — 6’ 

bs  — a \/.r’  — q[a7 — b') 
a'— b1 


La  valeur  de  x est  essentiellement  positive;  car  de  b on 


tire  as  bs , et  à fortiori , as  b s/s1  q (a1  b1) , 

puisque  le  radical  est  plus  petit  que  s. 

Quant  à celle  de/,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 

Pour  qu’elle  soit  positive , il  faut  que  1 on  ait 


bs  ]>  a ^s'  — q (a'  — b ’); 
d’où,  en  élevant  au  carré,  b' s7  ~^>a7s7 — a7q(a7 — b7). 

Ajoutons  a7q(a 7 — b7)  aux  deux  membres,  et  retranchons-en 
frs7-,  il  vient  a7q  (a7— b7)>  s7  (a7  — b7). 


d’où , en  divisant  par  a7 (a2  — b7). 


f>~.- 


Ainsi , pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution  réelle 

s7 

et  directe,  il  faut  que  l’on  ait  en  même  temps  q <.  ^ , 

s7 

et  q — , c’est-à-dire,  que  q soit  compris  entre  les  deux  nom- 
a7 

, *'  *' 

bres  — et  — r> 

a 7 a7  — b7 
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S* 

[Observons , en  passant , que  la  condition  7 ]>  — pouvait  être 

obtenue  plus  facilement  au  moyen  de  l’équation  en  y : 

Cette  équation  étant  (o!  — à')  y'1  — ïbsjr’  = s1  — a%q  , on 
voit  que , dans  l’hypothèse  de  a b , elle  est  de  la  forme 
. , s3 

x’ — px  — — 7,  si  l'on  a a7q~^>  s7,  ou  7 ^>  — ; et  l’on  sait 

a3 

(n°  IOO)  qu’alors  les  deux  racines  sont  à la  fois  positives.] 

J* 

Si  l’on  avait  au  contraire  7<^— , auquel  cas  on  aurait,  à plus 

s3  , 

forte  raison  , 7 , la  valeur  de/  du  second  système  serait 

a7  — b1 

négative ; et  ce  système  (abstraction  faite  du  signe  de  ■/) , ne  serait 
plus  une  solution  de  l’énoncé  tel  qu’il  a été  établi  , mais  bien  de 

....  - • • t ax  -h  bjr  —s  ) 

celui  dont  les  équations  seraient  { > , 

( x’  — /’  = 7 J . 

et  qui  ne  différerait  du  précédent  qu’en  ce  que  s exprimerait  une 
somme  au  lieu  d’une  différence. 

Ainsi , dans  le  cas  de  b , le  problème  admet  deux  solutions 
réelles  et  directes  toutes  les  fois  que  l’on  a 


7>i;,  mais  n<~/ 


— b *’ 


.et  elle  n’en  admet  qu’aac  seule  si  l’on  a 7 < — . 

En  prenant  pour  a,  b , s , des*nombre$  absolus  quelconques , 
pourvu  toutefois  que  a soit  b , et  choisissant  ensuite  pour  7 un 

* v lit  S7  S 7 

nombre  compris  entre  les -deux  limites  — et  on  sera 

r a1  a1  — b 7 

certain  d'obtenir  deux  solutions  directes. 

Soient , par  exemple  , n—  6,  b — 4,  s — i5, 
d’où  l’on  déduit 


s*  225  ^ 1 

â7  ~16  ~ 4’ 

d/g.  B.,  9'  éd. 


s* 

a7  — b7 


225  _ I 

20  4 
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On  pourra  supposer  </  = 10,  par  exemple , et  il  viendra 


6 X 1 5 dz  4 V 225  — 20X10 qo  rh  20  11  _ 7 

20  20  22’ 

4 X i5  rfc  6 v'  225  — 20  x 10  60  dt  3o  q 3 

y ZX  — — = — - et  — . 

20  20  2 2 

Les  solutions  fx  = — ' - , r = 2 I et  [x  = - , r = - | , 

L 2 2 J I.  2 J aj 

forment  évidemment  deux  solutions  directes  des  équations 

l 6x  — 4 r = >5  i 
( x’  — y*  = 10  ) 

Mais  si  l’on  supposait  a — 6,  b = 4 , s = r5,  <7  = 5 , il  serait 
facile  de  reconnaître  que,  des  deux  systèmes,  le  premier  seul 
donnerait  une  solution  directe. 

Cas  particuliers  qui  se  rapportent  à l’hypothèse  de  a b. 

Soit  q = * d’où  q (a1  — i3)  = f3. 

Les  deux  systèmes  de  valeurs  de  x et  de  y se  réduisent  à 
x = ; " y s=  -j  Ainsi,  dans  cette  hypothèse  , il  n’y 

a qu’une  solution  du  problème  ; et  elle  est  directe. 

i»  ,,  v 

Soit  encore  q — — ; d o ù s’  — a'q  et  .*  = a\  q-, 

é as  -h  b \ Idq  rt’H-i3 

le  premier  système  devient . . . / 


jr 


a * — è’  a‘  — b 
bs-ha\Jb’q  lab 


a 1 — b1 
as  — b y b7q 


a'-h>  fi  ’ 


= vV< 


le  second. 


bs  — a\  b'q 

y=—, — rr-=°- 
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Et  en  effet,  supposons  x3  = a'q  dans  lcqnation  en  y ; 
elle  se  réduit  à (a’  — A3)  y'  — 2 bsy  = o ; d’où  l’on  déduit 

o.bs  7.ab 


y = o, 


X = 


a’  — b'  a1— b 


y vV 


Reportons  chacune  de  ces  valeurs  dans  x — 


by 


il  en  résulte  x = - — sjq , x = ■ . y 7 . 

a a1  — o1 

Soit  maintenant  a b ; d’où  a1  — b!  négatif. 

Les  expressions  de  x et  de/-  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

_ — asz+:b  \] s 3 -H  7 (b’’  — a7  I 

X~  b^7'  ’ 

— bszfzb  y /x1  -f - q (b1  — a1 ) 

X ~ b1  — a' 


Ces  valeurs  sont  toujours  réelles,  puisque  la  quantité  sous  le  ra- 
dical est  essentiellement  positive. 

Quant  aux  signes , la-première  valeur  de  x est  essentiellement 
négative , et  il  en  est  de  meme  de  la  première  valeur  de  y.  Ainsi 
ces  valeurs , abstraction  faite  de  leur  signe , répondent  non  aux 
équations  proposées , mais  aux  équations  by — ax~s,  x3 — y7=zq, 
dans  la  première  desquelles  l’ordre  de  la  différence  entre  tes  pro- 
duits ax  et  by  est  renversé. 

La  seconde  valeur  de  x est  nécessairement  positive  ; car  de 
A^a,  on  déduit  b v^x3-f-ÿ(è3 — a?)^>ax,  puisque  le  radical  est 
numériquement  plus  grand  que  x. 

Mais  la  seconde  valeur  de  y n’est  pas  toujours  positive.  Pour 
qu’elle  le  soit , il  faut  qu’on  ait  la  relation 

a v^x3  q (A3  — a3)  Ax, 

d’où  , en  élevant  au  carré , a3x3-f-  a'q  (A3 — a3)  A3x;, 

ou,  transposant  a3x3,  a3</(A3  — n'JXi3 — a3)x3, 

s 3 

et  divisant  par  a3  (A3  — a3),  7 

1*2. 
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F.n  donnant  à a , b , s,  q , des  valeurs  particulières,  telles  que 

J1  ^ 

l’on  ail  et  , Ie  problème  sera  encore  susceptible 

d'une  solution  directe . 

•So/'f  r/i/fri  a = 6;  f/W  a*  — b7  = o. 

Le  premier  système  de  valeurs  devient , dans  cette  hypothèse , 


las 

o 


las 


et  le  second , 


o 
o ’ 


r = - 


o 

r=o 


Mais  si  l’on  remonte  à l’équation  (a3  — 

b')  y7 — îbsy=zs7  — a7q. 

qui,  lorsqu’on  fait  a — b,  se  réduit  à 

— lasy  — s7 — a7q. 

V, 

1 

S 

1 

> 

las 

, by .t 

et  1 expression  de  x en  7,  x=  — , 

a7q  -1-  s7 

donne  x — . 

las 

( 


On  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  imitant  l’un  des  procé- 
dés suivis  n°  102,  c’est-à-dire  en  faisant  dans  l’équation  en  y, 

y = -,  ou  bien , en  mettant  en  évidence  le  facteur  commun  a3 — b 
Z 

dans  celles  des  expressions  dey  et  de  x , qui  se  sont  réduites  à la 
formel.  1 

o / 

. i • fl’a  “1"  ■*’  a’a  — s7  . , 

Pour  que  la  solution  x = — ï , y = - —,  soit  rf/- 

?.a.( 


rvctc , il  faut  qu’on  ait  (/]>—. 

fl’ 

Ztc.c  transformations  qu’on  peut  faire  subir  aux  inégalités. 

tOo.  Dans  le  cours  de  la  discussion  des  deux  problèmes  pré 
cédents , nous  avons  eu  occasion  déposer  plusieurs  inégalités , sur 
lesquelles  ont  été  exécutées  des  transformations  analogues  à celles 
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qu'on  exécute  sur  les  égalités.  C’est  en  effet  ce  qu’on  est  souvent 
obligé  de  faire , lorsqu’on  discutant  un  problème  , on  veut  éta- 
blir entre  les  données  les  relations  nécessaires  pour  que  le  pro- 
blème soit  susceptible  d’une  solution  directe  ou  du  moins  réelle, 

et  fixer,  à l’aide  de  ces  relations  , les  limites  entre  lesquelles  doi- 
vent se  trouver  les  valeurs  particulières  de  certaines  données  pour 
que  l’énoncé  tombe  dans  telle  ou  telle  circonstance.  Or,  quoique 
les  principes  établis  pour  les  équations  soient  en  général  applicables 
aux  inégalités,  il  y a néanmoins  quelques  exceptions  dont  il  est 
nécessaire  de  parler , afin  de  mettre  les  commençants  en  garde 
contre  des  erreurs  qu’ils  pourraient  commettre  en  faisant  usage 
tles  signes  d’inégaiités.  Ces  exceptions  proviennent  de  l'introduc- 
tion des  expressions  négatives  comme  quantités,  dans  les  calculs. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  allons  passer  en  revue  les  diverses 
transformations  qu’il  est  permis  de  faire  subir  aux  inégalités , en 
ayant  soin  de  faire  ressortir  en  même  temps  les  transformations 
dont  l’emploi  doit  être  interdit.  . 

Transformation  par  addition  kt  soustraction.  — On  peut, 
sans  aucune  exception,  ajouter  aux  deux  membres  d'une  inégalité 
quelconque , ou  en  retrancher  une  même  quantité;  l’inégalité  sub- 
siste toujours  dans  le  même  sens. 

Ainsi,  soit  8 >3  ; on  a encore  8 -|- 5]> 3-f-5,  et  8 — 5T>3 — 5. 

Soit  de  même  — 3 — a ; on  a encore  — 3-1-6  <^—  2 + 6 , et 

— 3 — 6< — 2 — 6.  Cela  résulte  des  principes  établis  au  nu- 
méro C5. 

La  transformation  précédente  sert,  comme  dans  les  équations  , à 
faire  passer  certains  termes  d'ièn  membre  de  l'inégalité  dans  l’autre  : 
Soit , par  exemple  , l’inégalité  -+-  b 1 36’  — 2 a1  ; 

il  en  résulte  o1  H-  2a’ 3b1 — b 7 ou  3a,^>2é’. 

On  peut , sans  exception,  ajouter  membre  à membre  deux  ou  plu- 
sieurs inégalités  établies  dans  le  même  sens ; on  obtient  ainsi  une 
inégalité  de  meme  sens  que  les  proposées . 

Ainsi,  a~jj>b,  çjj>d,  e^>f,...,  donnent  «4-  c + iT>  b -\-d-\-f 
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l8l 

Mais  il  n 'en  est  pas  toujours  de  mime  si  l'on  soustrait  membre 
à membre  deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  te  mime  sens. 

Soient  les  inégalités  4*^7  <>l  2<3, 

on  a bien  4 — 2<C7  — 3,  ou  2<^4- 

Mais  soient  les  inégalités  g<^io,  et  6<[8; 
il  vient  parla  soustraction,  g — 6^>io  — 8 ou  3]>a. 

On  doit  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transformation  ; 
ou,  lorsqu'on  l'emploie,  s’assurer  s'il  y a inégalité  dans  le  résultat, 
et  de  quel  sens  est  celle-ci. 

Transformation  par  multiplication  f.t  division. — On  peut 
multiplier  les  deux  membres  d’une  inégalité  par  un  nombre  posi- 
tif ou  absolu  : il  y a inégalité  de  mime  sens,  dans  les  résultats. 

Ainsi  de  a <^b,  on  tire  3a < 3b  ; 

et  de  — a<Z. — b,  on  déduit  — 3 a<^ — 3 b. 


Ce  principe  sert  à faire  disparaître  les  dénominateurs. 

ai c2—d 1 

Que  l’on  ait  l’inégalité  — > — = ; on  en  déduit , en 

2 d ia 

multipliant  les  deux  membres  par  6ad, 

3 a ( a 1 — é’)  ?.<•/  (cl — d’  ). 


Même  principe  pour  la  division. 

Mais  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d’une  iné- 
galité par  une  quantité  négative,  oh  obtient  une  inégalité  de  sens 
contraire.  • 

Soit,  par  exemple,  8 ^>7  ; en  multipliant  les  deux  membres 
par  — 3 , on  a , au  contraire , — 24  <C — 2 1 ■ 


8 87  7 

De  même,  8>7  donne  — ou — ~ V ou — J' 


Ainsi,  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d’une 
inégalité,  par  un  nombre  exprimé  algébriquement , il  faut  s’as- 
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surer  si  le  multiplicateur  ou  le  diviseur  ne  peut  devenir  négatif; 
car,  dans  ce  dernier  cas , l’inégalité  serait  de  sens  contraire. 

Dans  le  problème  du  n°  104  , de  l’inégalité 

a'q  (a1  — A5)  s1  ( a ’ — AJ), 

on  a pu  déduire  — , en  divisant  par  a3  ( a ■ — A1),  parce  que 

fl5 

l’on  avait  supposé  af>  b , ou  a' — b‘  positif. 

Il  n'est  pas  permis  de.  changer  les  signes  des  deux  membres 
d’une  inégalité,  à moins  qu'on  établisse  l’inégalité  résultante  en 
sens  contraire  ; cette  transformation  revient  évidemment  à multi- 
plier les  deux  membres  par  — I. 

Transformation  par  élévation  au  carré.  On  peut  élever 
au  carré  les  deux  membres  d’une  inégalité  entre  des1  nombres  ab- 
solus, et  l’inégalité  subsistera  dans  le  même  sens. 

Ainsi,  de  5 ^>3,  on  déduit  25  ^>9. 

De  a-\-b~f>c,  on  tire  (a  + A)’ ^>c’. 

Mais  si  les  deux  membres  de  l’inégalité  sont  de  signes  quelcon- 
ques, on  ne  peut  pas  assurer  d’avance  dans  quel  sens  l’inégalité 

résultante  aura  lieu. 

% § 

Par  exemple,  — 2 <3  donne  ( — a)’  ou  4<^9> 

et  — 3 >—  5 donne,  ou  contraire,  (-3)1  ou9<(— 5)’  ou  a5. 

On  doit  donc,  avaMt  d'élever  au  carré,  s’assurer  si  les  deux 
membres  peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus. 

Transformation  par  p.xtraction  he  racinf.  carrée.  — On 
peut  extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d’une  inégalité 
entre  des  nombres  absolus;  et  l’inégalité  subsiste  dans  le  même  sens, 
entre  les  valeurs  numériques  de  ces  racines  carrées. 

Observons  d’abord  qu’on  ne  peut  proposer  d'extraire  la  racine 
carrée  des  deux  membres  d’une  inégalité  , qu’oNMiK  qu'ils  sont  es- 
sentiellement positifs  ; car  autrement , on  serait  conduit  à des  ex- 
pressions imaginaires  qu’on  ne  pourrait  comparer. 

Mais  que  l’on  ait  9 <^a5  ; on  en  déduit  v 9 ou  3 < y 25  ou  5. 
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De  a'*'f>  A1,  on  déduit  a ]>  A,  si  a et  A expriment  des  nombres 
absolus. 

De  même,  l’inégalité  a1^»^  — A)’  donne 

a^>  c — A si  l’on  suppose  déjà  c plus  grand  que  A ; 
et  a^>  A — c si , au  contraire , A est  plus  grand  que  c. 

En  un  mot,  lorsque  les  deux  membres  d’une  inégalité  sont  com- 
posés de  termes  additifs  et  île  termes  soustractifs , on  doit  avoir 
soin  d'écrire  , pour  In  racine  carrée  de  chaque  membre , un  poly- 
nôme dans  lequel  les  soustractions  soient  possibles. 

100.  Voici  les  énonces  de  nouveaux  problèmes  : 

Septième  problème.  — Deux  marchands  vendent  chacun  d’une 
meme  étoffe , à des  prix  différents;  le  second  en  vend  3 mètres  de 
plus  que  le  premier,  et  ils  en  retirent  ensemble  35  écus  de  5 francs. 
Le  premier  dit  ad  second  : J'aurais  retiré  de  votre  étoffe  24  écus  ; 
l’autre  répond:  Et  moi  j'aurais  retiré  de  ta  vôtre  12  écus  y.  — 
Combien  de  mètres  ont-ils  vendu  chacun ? 


( *jp- 


1er  marchand 

2r 


X 

y 


i5 

18 


ou  bien 


Huitième  problème.  — Un  négociant  doit  un  billet  de  6240  fr. 
payable  dans  8 mois , et  un  autre  billet  de  7 63 2 fr.  payable  dans 
cj  mois.  Il  retire  ces  deux  billets,  et  remet  à leur  place  un  billet 
de  t4256 fr.  payable  dans  tin  an.  — On  demande  le  taux  de  l'in- 
térêt. (^Rép.  10  fr.  33  c.  pour  l par  an.) 

[On  suppose  ici  que  chacun  des  trois  billets  ait  etc  réduit  à sa 
véritable  valeur  (voy.  Arithm.,  n"  228,  19'  édition)  à l’instant 
même  de  l’échange  des  billets;  car  il  est  bon  d’observer  que  la  ques- 
tion peut  être  traitée  de  diverses  manières , et  donne  lieu  à des 
résultats  tout  à fait  différents , suivant  les  époques  auxquelles  on 
ramène  les  valeurs  des  billets.] 

Neuvième  problème. — Une  personne  possède  i3ooo  fr.,  qu’elle 
partage  en  deux  portions  placées  à intérêt,  de  manière  qu'elle  en 
retire  des  revenus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  la  première  portion 
sur  te  même  pied  que  la  seconde , elle  retirerait  pour  cette  partie 
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36o  fr.  d'intérêt  ; et  fi  elle  faisait  valoir  la  second»,  portion  au 
meme  taux  que  la  première,  elle  retirerait  4go  fr.  d'intérét.—  On 
demande  les  deux  taux  d'intérêt  ? ( Rép.  7 et  6.) 

[L’équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  simplement 
que  par  la  méthode  générale.] 

Dixième  problème.  — Trouver  deux  rectangles  dont  on  cannait 
la  somme  q des  surfaces  , la  somme  a des  bases , et  dont  on  con- 
naît les  surfaces  p et  p',  quand  à la  base  de  chacun  d'eux  on  donne 
la  hauteur  de  l'autre , c’est-à-dire  quand  on  alterne  les  hauteurs. 

(Rép.  Base  du  premier,  , = &E±^jÇEM .) 

[Résoudre  et  discuter  ce  problème.] 

Onzième  problème.  — Partager  deux  nombres  a et  b,  l'un  et 
l’autre  en  deux  parties,  de  manière  que  le  produit  d’une  partie  de 
a par  une  partie  de  b soit  égal  à un  nombre  donné  p,  et  que  le 
produit  des  parties  restantes  de  a et  b soit  aussi  égal  à un  nombre 
donné  p'  ? — Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Douzième  problème.  — Trouver  un  nombre  tel  que  son  carré 
soit  au  produit  des  différences  entre  ce  nombre  et  deux  autres  nom- 
bres donnés  a et  b , dans  un  rapport  connu , p ; q ? — Résoudre 
et  discuter  ce  problème. 

Nous  recommandions  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non-seu- 
lement parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applications  des 
principes  sur  les  inégalités , mais  encore  parce  que  les  formules 
auxquelles  on  parvient  renferment  implicitement  les  solutions 
d’une  foule  de  questions  analogues  , dont  les  énoncés  ne  diffèrent 
que  par  le  sens  de  certaines  conditions. 

Questions  sur  les  maximums  et  minimums.  — Propriétés  des 
trinômes  du  second  degré. 

107.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qu’on  rencontre 
surtout  dans  la  Géométrie  analytique , et  qu’il  est  souvent  possi- 
ble de  résoudre  à l’aide  des  théories  précédentes.  Ce  sont  ceux 
qui  ont  pour  objet  de  déterminer  la  plus  grande  nu  la  plus  petite 
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QUESTIONS 


valeur  que  puisse  recevoir  le  résultat  de  certaines  opérations  arith- 
métiques effectuées  sur  des  nombres. 

Soit  proposée  cette  première  question  : — Partager  un  nombre 
donné  2a  en  deux  parties  dont  te  produit  soit  le  plus  grand  possi- 
ble, OU  U/1  MAXIMUM. 

Désignons  par  x l’une  des  parties  , l'autre  sera  20  — x , et  leur 
produit,  x (20  — x). 

Si  l’on  donne  à x différentes  valeurs , ce  produit  passera  par 
différents  états  de  grandeur  ; et  il  s’agit  d’assigner  à x la  valeur 
qui  doit  rendre  ce  produit  le  plus  grand  possible. 

Désignons  par  y ce  plus  grand  produit  dont  la  valeur  est  incon- 
nue pour  le  moment  ; on  aura,  d'après  l’énoncé,  l’équation 

x (2<i  — x)  = y. 

Regardant  y comme  connu,  et  tirant  de  cette  équation  la  valeur 
de  x , on  trouve  x = a ± y'  a‘  — y. 

Or,  ce  résultat  fait  voir  que  x ne  peut  être  réel  qu’autant  que 
l'on  aura^-<7i5,  ou  , tout  au  plus , y =.  a1  ; 

D’où  l’on  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  qu’on  puisse 
donner  à y , c’est-à-dire  au  produit  des  deux  parties , est  à1. 

Mais  si  l'on  fait  y = a1,  il  en  résulte  x — a. 

Donc , pour  obtenir  le  plus  grand produit , il  faut  diviser  te  nom- 
bre dqnné  2a  en  deux  parties  égales;  et  le  maximum  qu’on  obtient 
ainsi , est  le  carré  de  la  moitié  du  nombre ; 

Résultat  que  l’on  a déjà  trouve  par  un  autre  moyen  (n°  100). 

Solution  plus  simple.  — Appelons  2x  la  différence  qui  existe 
entre  les  deux  parties  ; puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée 
par  2 a , la  plus  grande  de  ces  parties  ^era  (nu  4)  représentée  par 

2fl  — 2.T 

, ou  a - 1-  x,  la  plus  petite  par  a — x; 

Et  l’on  aura  pour  l’équation , (a  -+-  x)  (a  — x)  = y, 
ou , effectuant  les  calculs , 

a7  — x*  = y,  d’où  x = ziz\Ja' — y. 

Pour  que  cette  valeur  de  x soit  réelle , il  faut  que  y soit  tou* 
au  plus  égal  à o’  ; or , en  faisant  y = «%  on  obtient  x = o, 
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Ce  qui  prouve  que  les  deux  parties  doivent  dire  égales. 

Ce  moyen  de  résolution  a l’avantage  de  conduire  à une  équation 
du  second  degré  à deux  termes. 

108.  2V.  B.  Dans  les  équations 

x{7.  a—x)=y,  et  (a  -f-  x)  (a  — x)  = y , 

x est  dite  une  variable , et  x (la  — x)  ou  (a  -h  x)  (a  — x)  une 
certaine  fonction  de  la  variable. 

Cette  fonction , représentée  par  y,  est  elle-même  une  autre 
variable , dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu’on  attribue  à la  pre- 
mière; et  c’est  pour  cela  que  les  analystes  désignent  quelquefois 
celle-ci  sous  le  nom  de  variable  indépendante , tandis  que  la  se- 
conde, ou  y,  reçoit  des  valeurs  dépendantes  de  celles  qu’on 
attribue  à x. 

En  résolvant,  par  rapporta  x,  les  deux  équations 

x (2a  — x)  = y,  et  (a  -+-  x)  (a  — x)  = y, 

ce  qui  donne  x = a ± y'  a'  — y,  et  x = ± y'  à1  — y , 

on  peut  regarder,  à son  tour,  y comme  une  variable  indépen- 
dante, et  x comme  une  certaine  fonction  de  cette  variable. 

109.  Proposons-nous,  pour  seconde  question,  de 

Diviser  un  nombre  2a  en  deux  parties , telles  que  la  somme 
des  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soit  un  maximum. 

Appelons  x’  l’une  des  parties  ; 2 a — x1  sera  l’autre  partie , et  la 
somme  de  leurs  racines  carrées  aura  pour  expression, 

x y 2 a — x ‘ : 

c'est  cette  expression  dont  il  faut  déterminer  le  maximum. 

Posons  x -+-  ^ 2a  — x’  = y . 

Pour  résoudre  cette  équation,  il  faut  chasser  le  radical.  On  a 
d'abord , en  transposant  le  terme  x dans  le  second  membre , 

V2fl  — x*  = y — ar. 
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<l’où , élevant  au  carre , ia  — x1  = y1  — ixy  4-  x‘ , 

ou,  ordonnant  par  rapport  àx,  2X1  — ixy  — la  — y1, 

Y 

équation  d’où  l'on  tire  x = -± 


ou,  simplifiant, 


Pour  que  les  deux  valeurs  de  x soient  réelles,  il  faut  que  y'  soit 
tout  au  plus  égal  à 4 « ; 

Donc  ? \jti  est  la  plus  grande  valeur  que  puisse  recevoir  y. 

Si  l’on  fait  y = 2 y/u,  il  en  résulte  x = y a , 

D'où  l’on  déduit  x1  — a,  et  la  — x’  = a. 

Ainsi , le  nombre  donné  2a  doit  être  divisé  en  deux  !>arties  égales 
pour  que  la  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soit  un 

MAXIMUM. 

Ce  maximum  est  d’ailleurs  égal  à 2 y a. 

Soit , par  exemple , 72  le  nombre  proposé  ; 


on  a 72  = 36  4-  36  ; d’où  ^36  4-  ^36  = 12  ; 

C’est  le  maximum  de  valeur  qu’on  puisse  obtenir  pour  la  somme 
îles  racines  carrées  des  deux  parties  de  72. 

Et  en  effet,  décomposons  72  en  64  4-  8;  on  a y^  = 8, 
et  y 8 = 24-  une  fract.  ; d’où  y'64  4-  y 8 — 10  + une  fract. 

Soit  encore  72  — 4g  4-  a3  ; on  a y^9=  7,  y *3  =4  -+•  fract.  ; 
donc,  y^4g4-y/23=  1 1 4- une  fract. 

Considérons,  pour  3'  exemple,  l'expression  - — - — — ~ , qu’il 
s 'agit  de  rendre  un  minimum  (m  étànt  suppose  n). 


Posons 


m’x3  4-  n1 
(ni- — n’)x  ' 


d’où  m'x’1  — (né  — n*\y.xzx:  — n'\ 


...  . (m1 — n1)  y , 1 r. ; 

on  en  déduit  x=' - — db  y dm' — n1)' r1 — 4 nén‘ 

or»1  ’ ' ' J 


Or,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x,  correspondant  à une  valeur 
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de_>-,  soient  réelles,  il  faut  évidemment  que 

(m1 — n’Y  y7  soit  au  moins  égal  à t^m’n' , 

, . . . , , o.mn 

et , par  conséquent , que  y soit  au  moins  égal  a — . 

Ainsi , — °fl!L — est  le  minimum  des  valeurs  qu’on  puisse  don- 
m1  — n'  ’ r 

ner  ky.  . 

Si  l’on  v fait  y = — — , dans  l’expression  de  x,  le  radical 

disparaît,  et  la  valeur  de  x devient 

m'  — n’  o.mn  n 

x=  — X — ; r = — • 

2 né  né  — n1  m 


Cette  valeur,  x — 


H 

m 


posée  un  minimum. 


est  donc  celle  qui  rend  l'expression  pro- 


ÜO.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  marche 
qu’il  faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions. 

Après  avoir  formé  l'expression  algébrique  de  la  quantité  sus- 
ceptible de  devenir,  soit  ex  maximum  , soit  un  minimum  , on  l’égale 
à une  lettre  quelconque  y.  Si  l'équation  que  l’on  obtient  ainsi  est 
du  second  degré  en  x \x  désignant  la  quantité  variable  qui  entre 
dans  l’expression  algébrique] , on  la  résout  par  rapport  à x ; puis 
on  égale  à zéro  la  quantité  Soumise  au  radical , et  l’on  tire  de  cette 
dernière  équation  une  valeur  de  y qui  représente  alors  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  cherché.  Substituant  enfin  cette  valeur  de  y 
dans  l expresion  de  x,  on  obtient  la  valeur  de  X,  propre  à satis- 
faire à l’énoncé. 


N.  B.  — S'il  arrivait  que  la  quantité  sous  le  radical  restât  po- 
sitive quelle  que  fût  la  valeur  de  y,  on  en  conclurait  que  l’ex- 
pression proposée  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  pos- 
sibles ; en  d’autres  termes,  qu’elle  a l’infini  pour  maximum  et  o 

pour  MINIMUM. 


Soit,  pour  nouvel  exemple,  l’expression 


4 x*  + qx  — 3 

6(2X-t-  l) 
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On  demande  si  cette  expression  est  susceptible  d’un  maximum 
ou  d’un  minimum  ? 

4x’  -f-  4-*  — 3 

Posons  —~n ; r—  = Y. 

6(2J+l) 

Il  en  résulte  l’équation  4X’  — 4 (3/  — 1 ) x = 6y  4-  3 , 
d’où  l'on  déduit 


* = — ±iVftr’-+-4- 


Or,  quelque  valeur  qu’on  donne  à y,  la  quantité  sous  le  radi- 
cal sera  toujours  positive.  Ainsi,  y,  ou  l’expression  proposée, 
peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

Dans  les  exemples  précédents,  la  quantité  soumise  au  radical 
de  la  valeur  dex,  ne  renfermait  que  deux  parties,  l’une  affectée 
de  y ou  l’autre  toute  connue;  et  il^a  été  facile  d’obtenir  le 
maximum  ou  le  minimum  dont  la  fonction  était  susceptible.  Mais 
il  peut  arriver  que  cette  quantité  soit  un  trinôme  du  second  degré 
de  la  forme 

my'  -h  ny- 1-  )>. 

Dans  ce  cas,  la  question  devient  plus  difficile;  et  pour  mettre 
en  état  de  la  résoudre  complètement,  il  est  nécessaire  de  démon- 
trer plusieurs  propriétés  relatives  à ces  trinômes. 


Propriétés  des  trinômes  dû  second  degré. 

iil.  On  appelle  trinôme  du  second  degré  toute  expression 
telle  que  my'  — ny-rip 

[m , n et  p étant  des  quantités  connues  de  signes  quelconques, 
Y désignant  d’ailleurs  une  variable , c’est-à-dire  une  quantité  que 
l'on  fait  passer  par  différents  états  de  grandeur]. 

Ainsi  3y\ — Sy-h'J  — cgr'  + 2y  + 5, 

(a  — b 2 c)  y ' 4 b'y  — lac'  -+-  3 a' b , 

sont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en  y. 
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Si  l'on  cgale  à o le  trinôme  my 1 -f-  ny  -+■  p,  ce  qui  donne 

mr1-hnr-yp  = o,  d’où  y= ± — Jn1 — kmp, 

J im  J.m  'r 

on  peut  faire  trois  hypothèse*  principales  par  rapport  à la  naturj- 
des  valeurs  de  y qu’on  vient  d’obtenir  : 

i"  n’  — 4 /w/>  >°  » 

les  deux  racines  sont  alors  réelles  et  inégales  ; 

2°  n ’ — 4 mP  = o ; 

auquel  cas,  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales  ; 

3"  ré  — 4 

les  deux  racines  sont,  dans  ce  cas,  imaginaires. 

Cela  posé,  voici  les  propriétés  relatives  à ces  différents  cas  : 

Premièrement.  — Toutes  les  fois  qu’un  trinôme  du  secônd  degré 
est  tel  qu’en  l’égalant  à o et  résolvant  l’équation  qui  en  résulte,  on 
obtient  deux  racines  réelles  et  inégales  [désignés  quelconques], 
toute  quantité  [ positive  ou  négative]  comprise  entre  les  deux  ra- 
cines , substituée  à la  place  de  y dans  le  trinôme , donne  néces- 
sairement un  résultat  de  signe  contraire  à celui  dont  le  coefficient 
de  est  affecté  ; mais  toute  quantité  non  comprise  entre  les  deux 
racines,  et  différente  de  chacune  d’elles , substituée  à la  place  de  y, 
donne  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y’. 

En  effet , soit  l’équation 

my*  + ny+pz=  o; 

et,  pour  fixer  les  idées,  représentons  par  /'  la  racine  qui  se  rap- 
proche le  plus  de  V infini  négatif,  c’est-à-dire  la  plus  petite  racine, 
et  par  y"  l’autre  racine. 

Cela  |K>sé , le  premier  membre  peut  ( n°  97  ) se  mettre  sous  la 
forme  m(y  — y’)(y  — x")i  ainsi  l’on  a l’identité  . 

my'-hny+p  = m(y—  y')  (y — J-*); 
ce  qui  signifie  ( n°  42  ) que  cette  égalité  doit  exister,  quelque  valeur 
qu’on  donne  à y. 
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Soit  maintenant  a une  quantité  comprise  entre  y’  et  y" , c’est-à- 
dire  telle  que  l’on  ait  a ' >y mais  a < y"  ; 

il  en  résulte  a — y’  ^>o,  mais  a — y"<^.o; 

d'où  l’on  voit  que  les  facteurs  a — y',  a — y",  sont  de  signes  con- 
traires ; ainsi  leur  produit(x — y')  (a  — y"),  est  négatif. 

Donc,  m (a  — y')  (a  — y"  ),  ou  sa  valeur  est 

de  signe  contraire  à celui  dont  m est  affecté. 

Soit,  au  contraire,  el  à fortiori  a.  <fy  ", 

d’où  l’on  déduit  a — y'  <^o  et  a — y"  <^0. 

Les  deux  facteu  rs  sont  de  même  signe  ; donc  ( a — y ' ) ( « — y") 
est  positif  ; par  conséquent , 

m(a  — y')(<*  — }'")■>  ou  m a}  + nu. p , 
est  de  même  signe  que  m. 

Même  raisonnement  pour  le  cas  de  uf>y"  et  à fortiori  y'\ 

C.  Q.  F.  D. 

Secondement.  — Si  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales,  toute 
quantité  différente  de  celle  qui  réduit  le  trinôme  à o , substituée 
dans  ce  trinôme,  donne  un  résultat  de  même  signe  que  le  coeffi-. 
dent  de  y’. 

En  effet , puisque  les  deux  racines  sont  égales , on  a la  relation 
n 1 — 4 mp  = o , d’où  l’on  tire  p — -, — ; 

, 4 m 

dès  lors,  le  trinôme  my  ‘ -f-  ny  -t- p ou  m ( y*  +—  y - f-  — 

\ m m 

peut  être  écrit  ainsi  : ■ 

tn  ( y‘+  — y -t-  7~ï)  ou  m ( y -+-  — V 

\ m 4 m J \ un) 

Or,  il  est  évident  que  pour  toute  valeur  de  y,  autre  que  — — , 

7.m 

la  quantité  ^ y 4-  ~ j sera  positive. 
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Ainsi , m ( y -+-  — ) ou  my  ’ -+-  ny  -f- p aura  le  signe  de  m ; 

\ 7171 J 

C.  Q.  F.  D. 

Troisièmement.  — Enfin,  si  les  deux  racines  sont  imagi- 
naires, toute  quantité  réelle , positive  ou  négative,  substituée  à la 
place  de  y,  donnera  un  résultat  de  meme  signe  que  te  coefficient 
de  y’. 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imaginaires,  on  a la  relation 
zi’  — f\mp  o , d’où  l\mp  n ’ ; 


p n7 

ou  bien  ( n"  103),  divisant  par  A"'1,  - ^ -, — ;• 

' ' ' 1 m 4OT 

p n7  . , 

Soit  donc  — = h b’  [/■’  désignant  une  quantité  essen- 

m q 

dcllement  positive]  ; il  en  résulte 


mr'+njr+p=m  (r+^J  -+-**», 


quantité  qui  restera  toujours  de  même  signe  que  m , quelque  va- 
leur que  l’on  y substitue  pour  /. 

112.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  à parler 
d’une  proposition  qui  est  d’un  fréquent  usage  dans  l’analyse. 

Toutes  les  fois  qu’un  trinôme  du  degré,  my ’ -f- ny -f- p , 
est  un  carré  parfait,  on  a entre  ses  coefficients  la  relation 

nJ  — 4n,P  = °- 

En  effet,  si  ce  trinôme  est  un  carré  parfait  et  de  la  forme 
( m >y  -f-  n • y , les  deux  racines  de  l’équation  rnfi  + ny  p = o 
doivent  être  égales.  Or,  pour  qu’elles  soient  égales,  il  faut  que  la 
quantité  sous  le  radical , ou  n’  — 4 mP  > s0*1  nulie-  On  a donc  la 
relation  n*  — 4 mP  = °- 

Réciproquement  : — Si  l’on  a entre  les  coefficients  la  relation 

4 mp  = o , le  trinôme  est  un  carré  parfait  ; car  on  déduit  de 

Aig.  B.,  9e  éd.  >3 
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p — 7-  ; « ou 

4 m 


cette  relation 

my'  -+-  ny 


p = my*  + ny  -t- 


4"»  \ 2^m/ 


US.  Voyons  actuellement  l’usage  de  ces  propriétés , dans  la 
résolution  des  questions  sur  les  maximums  et  minimums. 

Soit  proposé  de  déterminer  si,  lorsqu’on  fait  varier  x,  la 

, X1—  2X-+-2I  , 

fonction  — g- — peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 


Posons 


X1 IX  -+-  2 1 

6x— 14  —y* 


d’où 


x7  — 2(3y-+-i)x  = — ai  — i4/. 


Il  en  résulte  x = iy  ■+■  1 ± y'pr’  — 8j  — 20 

Pour  que  x soit  réel,  il  faut  que  — 8r  — 20  soit  positif.  Or, 
si  l’on  égale  cette  quantité  à o , il  vient 

y7  — - y — — = 0,  d'où  y=à  et  y = — — . 

9 9 ' 9 

Ces  deux  valeurs  de  y étant  réelles , il  suit  de  la  première  des 
propriétés  ci-dessus,  que,  dès  qu’on  donnera  à y des  valeurs 

comprises  entre  — et  2 , telles  que  — 1,0,  1 , la  valeur  du  tri- 
nôme sera  négative , puisque  le  coefficient  de  y'  est  positif.  Mais 

en  donnant  à y des  valeurs  non  comprises  entre  — — et  2 

9 

comme  — 3, — 2,...,  3,  4>"->  on  obtiendra  un  résultat  positif. 

On  voit  donc  que  2 est,  en  nombres  absolus , le  minimum  des 
valeurs  que  doit  recevoir.)-,  pour  que  x soit  réel;  et  si,  dans  l’ex- 
pression de  x ci-dessus  , on  fait  y = 2,  le  radical  disparait,  et  l’on 
trouve  x = 7 . 

. x>  — 2x  4-  2 1 

En  effet,  I expression  — — — 

6x  — 14 


Digitized  by  Google 


APPLICATIONS  DF.S  PIOPIIITO  PRF.C.KUF.NTKS.  I g5 

, ■ . , 4e» — »4  + ai  56 

devient , lorsqu  on  v pose  x = 7 , 1 — = -^  = 2. 

n r ‘ 42  — 14  28 

La  racine/  = — ÿ-  est , en  nombres  négatifs,  le  maximum  des 

valeurs  que  y peut  recevoir;  et  la  valeur  de  x correspondant  h ce 

îo  7 

maximum  , est  i=3X 1-  1 — — tt. 

9 3 


N.  B.  — Lorsque,  x étant  exprimé  en  y,  le  coefficient  de  jr* 
sous  le  radical  est  négatif,  et  que  les  deux  valeurs  de/,  déduites 
du  trinôme  égalé  à zéro,  sont,  l’une  positive,  l’autre  négative,  la 
valeur  positive  est  un  maximum , puisque  toute  valeur  plus  grande 
donnerait  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y\  et 
par  conséquent  négatif;  la  valeur  négative  est  un  minimum  parmi 
les  valeurs  négatives  que  / peut  recevoir. 

Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d’examiner  les  autres  circon- 
stances qui  peuvent  se  présenter  : par  exemple,  le  cas  où,  le 
coefficient  de  /’  étant  positif,  les  deux  valeurs  de  y sont  positives; 
celui  où,  ce  même  coefficient  étant  positif,  les  deux  valeurs  sont 
imaginaires.  Ils  pourront  d’ailleurs  s’exercer  sur  les  questions  sui- 
vantes : 

i“.  Partager  un  nombre  donné  2.a  en  deux  parties , de  ma- 
nière que  la  somme  des  quotients  qu'on  obtient  quand  on  divise 
mutuellement  ces  deux  parties  l'une  par  l'autre  , soi:  un  mi- 
nimum. 

(Rép.  Les  deux  parties  doivent  être  égales,  et  le  minimum 
est  2.) 

2°.  Soient  a cf  b deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x 


une  valeur  telle  que  l'expression 

MUM  ? 


(x  + a)  (x  - b) 


xJ 


soit  un  maxi- 


^ Réponse  : x — 


lab 


■ b' 


et  le  maximum  correspondant  est 


(a  -4-  b)1 


)' 


3°.  Soient  a et  b deux  nombres  absolus  ; on  demande  pour  x 

• i3. 
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une  valeur  telle 
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.,  (a  -h  x)  (b  -4-  x) 

(/ue  I expression — — 


.«CM? 

^Rép.  On  trouve  ici  deux  valeurs,  savoir  : 


x—  4-  y nl> , à laquelle  rorresjwnd  un  minimum  y =.  (y fa  4-  ^ h)1-. 
et 

x=  — y fâb,k  laquelle  correspond  un  maximum  y = (y'a — 


§ III.  — Des  équations  et  problèmes  du  second  degré 
à deux  ou  plusieurs  inconnues.  — Nouvelles  opé- 
rations  sur  les  radicaux  du  second  degré,  réels  ou 
imaginaires. 


114.  Nous  ne  pouvons  donner  ici  une  théorie  complète;  car 
nous  ferons  voir  bientôt  que  la  résolution  de  deux  équations  du 
second  degré  à deux  inconnues  dépend  en  général  de  la  résolu- 
tion d’une  équation  du  quatrième  degré  à une  seule  inconnue  ; 
mais  nous  allons  nous  proposer  quelques  questions  qui  ne  dépen- 
dent , en  dernière  analyse , que  de  la  résolution  d’une  équation  du 
second  degré  à une  inconnue. 

Premier  problème.  — Trouver  deux  nombres  tels,  que  ta  somme 
de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a et  b,  soit  égale  à 2s, 
et  que  leur  produit  soit  égal  à p. 

Soient  -r  et  y les  deux  nombres  cherchés  ; on  a les  équations 

ttx  -+-  b y — a.ç, 
xy  = p. 

2^  dje 

De  la  première  on  tire  y = g ; 

d’où  , substituant  dans  la  seconde  et  réduisant, 

ax7  — 7.sx  — — bp. 
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Dont  x — — ± - yV  — abp . 

a n 

et  par  conséquent,  y = ^ zp  ~ y/r:  — abp . 

Comme  a,  b,  p,  sont  supposes  ici  des  nombres  absolus,  le 
problème  est  susceptible  de  deux  solutions  directes , car  s est  évi- 
demment ~^>^s7  — abp'. 

Mais,  pour  qu’elles  soient  réelles,  on  doit  avoir  ou  = abp. 
Soit  a — b = i ; les  valeurs  de  x et  de  y se  réduisent  à 

x = .v zfcyV — p et  y = s s7 — p. 

D’où  l'on  voit  que  les  deux  valeurs  de  y sont  égales  à celles 
de  x prises  dans  un  ordre  inverse  ; ce  qui  veut  dire  que  , si 
s -+-  y'*1  — p représente  la  valeur  de  x,  s — ^s7  — p représente 
la  valeur  correspondante  de  r,  et  réciproquement. 

On  interprète  cette  circonstance  en  observant  que  les  équations 

se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à j X ^ 

( — P, 

et  alors , la  question  revient  à Trouver  deux  nombres  dont  la 
somme  soit  2S  et  dont  le  produit  soit  p , ou  , en  d’autres  termes  , 
à Partagez  un  nombre  2S  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  égal 
à un  nombre  donné  p. 

Or,  on  a vu  (n°  100)  que  les  deux  parties  sont  nécessairement 
liees  entre  elles  par  une  même  équation  du  second  degré 

x7  — isx  p = o , 

t/ut  a pour  coefficient  du  second  terme,  la  somme  2S  prise  en 
signe  contraire  m et  pour  dernier  terme , le  produit  p des  deux 
parties. 

115.  Second  problème.  — Trouver  quatre  nombres  en  propor- 
tion géométrique,  connaissant  la  somme  2S  des  extrêmes,  la 
somme  2s'  des  moyens,  et  la  somme  4c!  des  carrés. 

Désignons  par  »,  x,  y , z,  les  quatre  termes  de  la  proportion  ; 
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iy8  équation  générale  du  second  degré 

on  a,  pour  les  équations  du  problème  , en  vertu  des  données  et  de 

la  propriété  fondamentale  des  proportions , 


« -t-  z — i s, 
x -4-  y = a a', 
uz  = xy , 
u ' -+-  x‘  -(-/’-f-  z 1 = \r\ 


Au  premier  abord , il  peut  paraître  difficile  de  trouver  les  va- 
leurs des  inconnues;  mais,  à l’aide  d’une  inconnue  auxiliaire,  on 
parvient  à les  déterminer  simplement. 

En  effet,  soit  p le  produit  inconnu  des  extrêmes  ou  des  moyens  ; 
on  a 

, " . iu-hz=z2st  . , (u  = t-+-^s7  — p 

1".  les  équations  J • qui  donnent  < 

( uz — P)  ( z = s — yj* — p 


(voyez  le  problème  precedent  ; , 


2°.  les  équations 


\x+jr=2t') 

\ xr  —p  i 


qui  donnent 


(X 

Ir 


= /-+-  v//1— />i 


On  voit  donc  déjà  que  la  détermination  des  quatre  inconnues  ne 
dépend  plus  que  de  celle  du  produit  p. 

Or , si  l’on  substitue  ces  valeurs  de  u , x , y,  z , dans  la  dernière 
des  équations  du  problème,  il  vient 

(.v  -+-  \js- — — y *1 — p y 
■4-  (P  4-  — — = 


ou,  développant  et  faisant  les  réductions, 

4 s1  — 4 — 4 P =4**}  donc  p — s1  — c’. 

Reportant  cette  valeur  de  p dans  les  expressions  de  u,  x,  y,  z, 

l u = s -+■  y/c1  — s' 3,  x = s'  ■+■  Je1  — x’  if 
on  trouve  enfin  { ( • 

* z — s — yc3  — *'7i  y —s’  — yr3  — s1  ’ 

Ces  quatre  nombres  constituent  évidemment  une  proportion  ; 
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ui  = (s  -+-  c*  — s ' 1 ) (s  — y/c’  — / ’ ) = s1  — ri  -+-  s' 1 , 

xy  — (r'-t-  c’  — s~)  {/ — ^ c’  — j’  ) = f'  ’ — c!  -I-  s1 . 

jV.  H.  — Ce  problème , que  nous  avons  extrait  de  Y Algèbre  de 
M.  Lhuilier,  est  propre  à faire  voir  combien  l’introduction  d’une 
inconnue  auxiliaire  dans  un  calcul , peut  faciliter  la  détermination 
des  inconnues  principales.  On  trouve , dans  l’ouvrage  que  nous 
venons  de  citer,  d’autres  problèmes  du  même  genre , qui  condui- 
sent à des  équations  d’un  degré  supérieur  au  second  , et  que  néan- 
moins , on  peut  résoudre  à l’aide  d’équations  du  premier  et  du 
second  degré , en  introduisant  des  inconnues  auxiliaires. 

116.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donnerait 
lieu  à deux  équations  quelconques  du  second  degré  à deux  in- 
connues. . 

Une  équation  à deux  inconnues  est  dite  du  second  degré,  lors- 
qu’étant  mise  sous  forme  entière , elle  renferme  des  termes  dans 
lesquels  la  somme  des  exposants  des  deux  inconnues  est  égale  à i , 
et  que,  dans  aucun  terme,  cette  somme  ne  surpasse  pas  a (*). 

Ainsi,  3x!  — t±x  y- y' — ay — 5y-+-6=o,  "]  xy  — fyx  y -y  = o, 

sont  des  équations  du  second  degré  (*). 

Il  suit  de  là  que  toute  équation  du  second  degre  à deux  incon- 
nues , est  de  la  forme  ay  -t-  bxy  -+-  ex’- 1-  dy  -+-fx  -f-  g — o 

[a,  6,  c, . . . représentant  des  quantités  connues,  soit  numériques, 
soit  algébriques]. 

Soient  donc  proposées  les  équations 

ay'  -+-  bxy  -+-  ex'  -4-  dy  -+-  fx  ■+■  g = o, 
a' y'  -t-  b' xy  -t-  c'x1  -t-  d'y  -t-  f'x  -y-  g'  — o. 

On  peut  ordonner  ces  deux  équations  par  rapport  à x et  il 


(*)  M sut  fit  au  surplus , si  IVquation  a des  dénominateur»,  que  x el/ 
nVntrtfiil  pas  lions  ccs  dénominateur».  {Voyez  la  remarque  du  vi°  ) 
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vient 

ex7  + (4/  + /)  i + V'  + ify  + S = o, 
c'x 7 + (b'y  -y  f)  x -y  a' y'  -4-  d'y  -y  g'  = o. 


Cela  pose,  si  les  deux  coefficients  de  x7  étaient  les  mêmes  dans 
les  deux  équations , on  obtiendrait , en  retrancliàiît  ces  deux  équa- 
tions l'une  de  l’autre,  une  équation  du  premier  degré  en  x qui 
pourrait  être  substituée  à l'une  des  équations  proposées  ; de  cette 
équation  l’on  tirerait  la  valeur  de  x en  y,  et,  reportant  cette  va- 
leur dans  une  des  équations  proposées , on  parviendrait  à une 
équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l’inconnue  y. 

Or,  si  l’on  multiplie  la  première  équation  par  c'  et  la  seconde 
par  c , il  vient 

ce'x2  -H  (by  -y  /)  c'x  -+-  (ay1  -h  dy  -y  g ) d o, 
tc'x7  -y  (b' y -y/')  ex  -+-  {a' y7 -y  d'y -y.  g1)  c = o, 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes , et  dans  lesquel- 
les le  coefficient  de  x ’ est  le  même. 

En  soustrayant  la  seconde  delà  première,  on  trouve 

[(bc'-^cb')  y -yfd — ç/v]  x -+-  (tic' — en')  y7  -y  (de1 — cd')y 

+ gc'—cg'  = o, 


équation  qui  donne 


(ça' — ar'jy  - -)-  (cd' — dc')y-ycg' — gc' 
\bc' — cb')y  -y-  fc' — çf' 


Cette  expression  de  x , substituée  dans  l’une  des  équations  pro- 
posées, donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Mais,  sans  effectuer  cette  substitution  qui  conduirait  à un  ré- 
sultat assez  compliqué , il  est  facile  de'  reconnaître  que  l’équation 
en  y doit  être  en  général  du  quatrième  degré  ; car  le  numérateur 
de  l'expression  dex  étant  delà  forme  my7-yny-yp,  son  carré, 
on  l’expression  de  x’,  est  du  quatrième  degré  ; or , ce  carré  forme 
l’une  des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général , la  résolution  de  deux  équations  du  second  de- 
gré à deux  inconnues  dépend  de  celle  d'une  équation  du  quatrième 
degn '•  h une  seule  inconnue. 


117.  Il  est  une  classe  d'équations  du  quatrième  degre,  dont  on 
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peut  ramener  la  résolution  à celle  des  équations  du  second  degre  ; 
ce  sont  les  équations  de  la  forme 

x'-\-px'-\-q  = 0. 

% 

' On  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées,  parce  qu’elles  ne 
contiennent  que  trois  espèces  de  termes  : des  termes  en  x*,  des  ter- 
mes en  x%  et  des  termes  tout  connus. 

Pour  résoudre  cette  équation,  posons  x-  —y, 

* 

elle  devient  y'  -\-py  -+-  q = o, 


d’où  l’on  tire 


Mais  l’équation 


donc 


x1  = y donne  x = dt  \Jy  ; 


On  reconnaît , par  le  fait  même  de  la  résolution  de  l’cquation , 
que  l’inconnue  a quatre  valeurs,  puisque  chacun  des  signes  -t- 
et  — qui  affectent  le  premier  radical , peut  être  successivement 
combiné  avec  chacun  des  deux  signes  qui  affectent  le  second; 
mais  ces  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires  deux  à deu  r 


Soit,  par  exemple,  l’équation 
si  l’on  pose  x1  —y,  il  vient 
d’où  l’on  tire 


x1  — 25x’  = — *44  » 
y1  — 25  y = — *44  > 
y = 16,7=9. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’equation  x3  = y,  on  obtient 
i0.x*=i6,  d’où  x = ±4 ; 2°.  x,=9,  d’où  x = ±3. 

Ainsi , les  quatre  valeurs  sont  + 4»  — 4 > H-  3 et  — 3. 

.T3r\  • JM 

Soit  1 


Posons 
d’où 


it  encore  l’ê^'uation  - •,  x’  — rjx1  c=  8. 

ns  x’  =y.i  i'.é^atihn  deÿipt  * y'— 7r=8», 


y = & et  y — 1. 
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TRANSFORMATION 


Donc  i°.  xJ=:8,  et  x = ±2^2; 

2°-  -r!  = — i,  et  -r  = zfc  \J — i; 

les  deux  dernièi'es  valeurs  de  x sont  imaginaires. 

Soit  l'équation  algébrique 

x*  — ( 2 bc  ■+■  4 a1)  x'  — — b'c ’ : 

posons  x1  — y,  l'équation  devient 

y1  — f zbc  -t-  4a’  ) / = — b’c1; 

d’où  l’on  déduit  r=  bc + ia'±ia^bc  ■+■  a\ 

et  par  conséquent , x =r  zfc:  ^ bc  la1  ±2 a^bc  -+-  a3. 

H8.  La  résolutiou  de  l’équation  trinôme  du  4*  degré  donne 
naissance  à une  nouvelle  espèce  d’opération,  savoir  : L’extraction 
de  la  racine  carrée  d’une  quantité  de  la  forme 

A ± , 

A et  B désignant  des  quantités  commensurables  de  signes  quel- 
conques. 

Soit  d’abord  à former  le  carré  de  l’expression  3dt  \J5. 

On  a (n°  19)  (3dr\/5)’  =9 ±6^5-+-  5=  i4±6v5; 

donc,  réciproquement,  \/i4±6  ^5  = 3±  y^5. 

De  même , 

(^7  ± sn)' — 7 ±2  V77  -t- 1 1 = 18  ±2  ^77  ; 

donc , réciproquement , y'  1 8 ± 2^7 7 = v'7 ± *fï~i . 

D’où  l’on  voit  qu’une  expression  telle  que  y A zfc  peut  quel- 
quefois être  ramenée  à la  forme  A'±  ylP,  ou  ^Â'dzy^B';  et  lors- 
que cette  transformation  est  possible , il  est  important  de  l’effectuer, 
puisqu’on  n’a  plus  qu’une  ou  deux  racines  carrées  simples  à ex- 
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■ aire,  tandis  que  l’expression  \'A±  y/B  exige  qu’on  extray e une 
racine  carrée  de  racine  carrée. 

Nous  nous  proposerons  donc  cette  question  : 

Une  quantité  de  la  forme  A -+-  yB  étant  donnée  (il  est  inutile  dt 
considérer  ici  le  double  signe  db , parce  qu’il  est  implicitement 
renfermé  dans  l’indice  du  radical  y/  ) , reconnaître  si  elle  est  le 
carré  d’une  autre  quantité  de  la  forme  A'  -)-  ou  yjh!  4-  yfë\ 
A , B,  A',  B',  étant  rationnels  ; et  déterminer  cette  dernière  quantité 
lorsqu’elle  existe. 

Cette  recherche  est  fondée  sur  un  principe  qui  trouvera  par  la 
suite  de  fréquentes  applications  ; c’est  que , toutes  les  fois  que  l’on 
a une  égalité  de  la  forme 

m 4-  ^n  = i/i'  + y n' , 

m,  m',  n,  n' , étant  rationnels,  on  doit  avoir  séparément 
m — m'  et  \n  — y n' . 

En  effet , on  déduit  de  l’égalité  hypothétique , 

y'«  = m'  — m 4-  ^n'  ; 
d’où , élevant  au  carré , 

« = (/«'  — m 4-  «'  4-  2 ( tn'  — ni  ) qn' , 
ou  bien  , n — n'  — ( m ' — m)7  = — m)  y//? . 

Or,  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  un  nombre, 
commensurable  ; donc  il  doit  en  être  de  même  du  second  ; mais 
yV  étant , par  hypothèse  , incommensurable  ,i(m'  — m)\Jn'  est 
aussi  incommensurable.  Ainsi , pour  que  l’égalité  subsiste , il  faut 
que  cette  irrationnelle  disparaisse , ce  qui  exige  que  l’on  ait 

ni'  — m = o , d’où  m'  = ni , 
et  par  conséquent,  <Jn  = qn' , ou  n — n'. 

C.  Q.  F.  D. 
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Oeia  pose,  désignons  par  p et  q les  deux  parties  dont  se  coin 
pose  la  racine  carrée  de  A -+-  y B lorsqu'elle  existe;  p et  q sont 
alors  deux  monômes  irrationnels , ou  bien,  l’un  une  quantité 
rationnelle , l’autre  un  monôme  irrationnel  du  second  degré  , 
en  sorte  que  p 1 et  q1  sont  nécessairement  rationnels.  On  a l’é- 
quation 

(t)  p -f-  q — V A -f-  ^B  , 

d’où , élevant  au  carré , 

/>’  -i-  ■/’  4-  ipq  = A -+-  VB- 

Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  étant  irrationnel , 
il  doit  en  être  de  même  du  premier.  Donc , en  vertu  du  principe 
démontré  ci-dessus,  l’équation  précédente  se  partage  dans  ces 
deux-ci  : 

(2)  p'  + q'z=\, 

(3)  ipq  — y'B. 

On  pourrait  tirer  de  l'équation  (3)  la  valeur  de  q et  la  substituer 
dans  l'équation  (2),  ce  qui  conduirait  à une  équation  trinôme  du 
4e  degré  en  p qu’on  résoudrait  facilement;  et  l’on  parviendrait 
ainsi  aux  valeurs  de  p et  de  q.  Mais  il  est  plus  simple  d’opérer  de 
la  manière  suivante  : 

Retranchons  (3)  de  (2)  membre  à membre;  il  vient 
{p  — > 7)’=  A — \/B, 

• d’où  p — q ~ VA — yB, 

équation  qui , combinée  avec  ( 1)  par  voie  de  multiplication  , donne 
p'  — q'=  vA'-B. 

O?  résultat  nous  apprend  déjà  que  p 1 — q*  est  rationnel , 
puisque  p ’ et  q1  le  sont  séparément.  Par  conséquent , A -t-  yB  ne 
peut  être  le  carré  d’une  expression  de  la  forme  indiquée  par  l’énonce 
de  la  question , qu’autant  que  la  quantité  A’  — B est  elle-même  us 
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car r k.  parfait  : Tel  est  le  caractère  auquel  on  reconnaît  la  possibi- 
lité de  la  simplification. proposée. 

A7  — B devant  être  un  carré  parfait,  désignons  par  C la  valeur 
numérique  de  sa  racine,  il  vient 

(4)  P*  — 71  = ± C. 

Actuellement,  si  l'on  combine  les  équations  (2)  et  (4)  par  addition 
et  soustraction  , l’on  obtient  successivement 


, A±C 

P = 2 ’ 

d’où 

' = ±V 

d’où 

-Q 

II 

H- 

fiT 

ce  qui  donne  enfin  pour  la  racine  demandée, 

p-hq  ou  y'A  -+-*Jb=±  ± ^/A  ^ ^ ■ 

On  s’est  dispensé  ici  de  tenir  compte  du  signe  inférieur  de  C 
dans  l’expression  de  la  somme  p q,  parce  qu’il  est  évident 
qu’il  donnerait  la  même  valeur.  Mais  il  n’en  est  pas  de  même  du 
double  signe  dont  chacune  des  valeurs  de  p et  de  q doit  être  pré- 
cédée. La  combinaison  des  deux  doubles  signes  zh  donne  lieu  à 
quatre  valeurs  représentant  celles  que  comporte  en  elle-même 

l’expression  V A -+•  v/B , qui , lorsqu’on  met  les  signes  en  évidence , 

revient  à ± VA  ±v^B  ; en  sorte  que  la  véritable  formule  à établir 
pour  les  applications  est  celle-ci  : 

(5)  ±vâ±7b=±(v^^±v/^  ); 

et  les  signes  qu’il  convient  de  combiner  entre  eux  dans  les  deux 
membres  pour  avoir  une  égalité  exacte,  sont  détermines  par  l’é- 
quation (3)  qui  indique  que  p et  q doivent  être  de  même  signe  ou 
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de  signes  contraires  suivant  que  y1  B est  affecté  du  signe  -4-  o 1 du 
signe  — , ce  qui  fait  que  les  signes  du  même  rang , dans  les  deux 
membres,  se  correspondent  entre  eux. 

119.  Appliquons  cette  formule  à quelques  exemples. 

Soit,  en  premier  lieu,  1’expression  numérique 

94±42V^>  0,1  94  — ^8820  ; 

on  a A = 94 , B = 8820 , 

d’où  A1  — B = 8836 — 8820=  16,  carré  parfait;  donc  C = 4 > 

et  par  suite,  p = = ± 7 , q = ^^~Â=±  3)/5. 

Ainsi  V94±4»  = 7 ± 3 y/5, 

ou  , plus' clairement, 

-+-42  s/5  = 7 + 3 v'S, 

V94  — 42  V^5  = 7 — 3 \/5. 

Soit , en  second  lieu,  l’expression  algébrique  obtenue  à la  fin  du 
n°  417,  savoir  : 


x = ± y bc  -+-  2 a1  dr  2fl  \Jbc  -y-  a7 . 


On  a 

A = bc  ■+■  2 a1,  B z= 

: 4 tt7bc  -+-  4a<  ; 

d’où 

A’  — B = 

bV,  carré  parfait  ; donc  C = bc 

et 

P = ±\J 

?bc-+-  2a7  -4-  bc 
2 

= dt  \jbc  -f-  a7,  q 

Ainsi 

\Jbc  là' 

± 2 a^bc-t-a7 

= ±^ôc-t-a’ 

ou  plutôt , 

\Jbc  - (-  2a’ 

-t-  2 a\/bc-y-a7 

= \jbc-y-a7  -\-a. 

^ bc  - 4-  2a’ 

— 2a\Jbc-\-a7 

— \J bc-ha7  — a • 
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FORME  \a  :+:  b ^ — 1 . 

On  trouvera  pareillement 

V'3  -+-  %/5  = ^ V 'O  -4-  j 

/3  — = “ V^*ô  — “ V^2  i 

V bc  -+-  2b  \/bc  — fc1  -t-  ^bc  — 2b  'Jbc  — b 1 

, » 

= 2 y 6c  — 6%  ou  26,  suivant  que  l’on  a c^>  ou  <26; 

= 2 -+-  y — ■ 3 > 

^ 1 — 4 V — ^ = 2 — y — 3; 

V — • + 4 / — ^ = v^3  -+-  2 V — t > 

/—  I _ 4 v/  — 3 = 3 — 2 /Tl  ; 
y'i6  -+-  3o  y/ — 1 -+■  y *6  — 3o  — 1 = 10, 

y 16 h-  3o  \J — 1 — y'  16  — 3o  y — 1 — 6^  — 1. 


120.  L’exactitude  de  la  formule  (5)  peut  être  vérifiée  à poste- 
riori. En  effet,  élevons  les  deux  membres  au  carré;  il  vient 


A±  v^B  = 


A -+-C 
2 


ou , observant  que  C’  A3  — B donne  B = A*  — C’, 


A ±:  y/B  = A rh  VB- 


On  voit  donc  que,  lors  même  que  A’  — B n’est  pas  un  carré 

parfait,  on  peut  encore  remplacer  l’expression  VA±yB  par  le 
second  membre  de  la  formule  (5);  mais  alors,  on  serait  loin  d’a- 
voir simplifie  l’expression  proposée,  puisque  chacune  des  quantités 
p et  q , prise  séparément,  est  de  même  forme  que  cette  expression. 

121.  C’est  surtout  par  rapport  aux  expressions  imaginaires  de 
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la  forme  \a±b  \J  — 1 , que  l’emploi  de  la  formule  (5)  est  avan- 
tageux. 

Déjà  les  derniers  exemples  du  numéro  119,  prouvent  (pie , dans 
le  cas  où  la  condition  A1  — B égal  à un  carré  parfait,  est  satis- 
faite, ces  sortes  d’expressions  peuvent  être  ramenées  à la  forme 


a'  dz  b'  ^ — i, 

a'  et  b'  étant  les  quantités  séelles,  comroensurables  ou  incommen- 
surables. Or,  je  dis  que  cela  a lieu  lors  même  que  A3  — B n’est 
pas  un  carré  parfait. 

En  effet , si  l’on  applique  la  formule  (5)  à l’expression 


A = a , 


Vfl+i  \/ — t » 

B — A3;  d’où  A3  — B = a1  A3, 


la  -+-  y'd1-)- A’  /a—  v^o’-l-A3 

et  P=±\j — ; — , v=±y — ; — > 

ou , posant  pour  plus  de  simplicité,  c = y 'fl3  -+-  A3,  quantité  géné- 
ralement irrationnelle , mais  nécessairement  réelle,  positive,  et 
plus  grande  que  a, 

/ fl  -4—  c , la  — c , /c  — fl  < 

=±V  » • =±V  — 


P 

donc 


On  obtiendrait  pareillement 

=±  (v^p  - v/^P  ■ «^)  ■ • • ■ ■ W 

Or  les  quantités  s/^s/7^  - , sont  essentiellement  réelles, 
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quels  que  soient  a et  h,  puisque  c,  ou  y 'a1  ■+■  b\  est  plus  grand  nu- 
mériquement que» 

Donc  enfin,  toute  expression  de  la  forme 
H ^a±b  ^-r-1 


peut  être  ramenée  à la  forme  ordinaire  des  imaginaires  du  second 
degré,  a'  ± b'  \J  — i , a!  et  b'  étant  des  quantités  réelles  quelcon- 
ques. 

Faisons  ressortir  par  un  nouvel  exemple  l'utilité  de  ces  sortes  de 
transformations. 

Soit  proposé  de  simplifier,  s’il  y a lieu  , l’expression 
X =r  ^3  -t-  2 — I -+-  V 3 — 2 ^ — 1 • 


En  appliquant  les  formules  (M)  et  (N),  on  trouve 

<?  = 3,  A = 2 ; d’où  c==  y/ a1  -+-  b1  =^73  ; 

donc 


...  .V3+lv^.=y^^+y/^.vCr. 

d’où , ajoutant  et  observant  que  x est  censé  représenter  ici  la 

somme  arithmétique  de  deux  radicaux , 

x = V 3 + 2^  — 1 -I-  >/  3 — 2 — 1 


3+3). 

Cet  exemple  prouve,  ainsi  que  l’avant-dernier  du  n“  H9,  que 
certaines  expressions  imaginaires , combinées  entre  elles,  peuvent 
donner  lieu  à des  résultats  réels  et  ces  résultats  pourraient  même 
être  rationnels. 


9 

4ig.  B->  9 " éd- 


>4 
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CHAPITRE  IV. 


Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 


Introduction . — Lorsque  l'énoncé  d'un  problème  fournit  moins 
d’équations  qu’il  n’y  a d’inconnues,  le  problème  est  dit  indéter- 
miné, en  ce  sens  que  (n°  Stt)  ses  équations  peuvent  être  satisfaites 
par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  attribuées  aux  inconnues. 
Mais  il  arrive  souvent  que  la  nature  de  la  question  exige  que  les 
valeurs  des  inconnues  soient  exprimées  en  nombres  entiers  ; dans 
ce  cas,  l’une  des  inconnues,  à laquelle  on  pouvait  d’abord  donner 
une  valeur  tout  à fait  arbitraire,  ne  doit  plus  recevoir  que  des  va- 
leursentières  et  telles,  que  la  valeur  correspondante  de  l’autre  in- 
connue ou  de  chacune  des  autres  inconnues,  soit  aussi  exprimée 
en  nombres  entiers.  Or  cette  condition  restreint  beaucoup  le  nom- 
bre des  solutions,  surtout  si  l’on  ne  veut  tenir  compte  que  des  so- 
lutions directes,  c’est-à-dire  des  solutions  pour  lesquelles  les 
valeurs  de  toutes  les  inconnues  sont  positives  en  même  temps 
qu'entières. 

L’objet  de  /'analyse  indéterminée  pu  premier  degré  est  de 
résoudre  en  nombres  entiers  les  questions  qui  conduisent  à des 
équations  du  premier  degré. 

§ Ier.  — Equations  et  problèmes  indéterminés 
du  premier  degré  à deux  inconnues. 

ISÏ.  Toute  équation  du  premier  degré  à deux  inconnues  peut 
(n*  87)  être  ramenée  à la  forme 

ax  4 - by=  c\ 

a , b,  c,  désignant  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs. 
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Cela  pose , remarquons  d’abord  que  , si  les  coefficients  a et  b ont 
un  facteur  h commun  qui  ne  divise  pas  le  second  membre  c,  l’équa- 
tion ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres  entiers. 

Car  soit  a — ma' , b = mb'  ; l'équation  devient 

c 

ma'x  -f-  mb'y  = c ; . d’où  a' x b' y zxi — ; 

m 

et  celle-ci  ne  peut  être  satisfaite  par  aucun  système  de  valeurs  en- 
tières de  x et  de  y,  tant  que  c n’est  pas  divisible  par  m. 

Nous  supposerons  donc  que  a et  b soient  des  nombres  premiers 
entre  eux  ; puisque , s’ils  avaient  un  facteur  commun , il  faudrait , 
pour  que  l’équation  fût  possible  en  nombres  entiers , que  c fût 
également  divisible  par  ce  facteur  ; et  alors  on  pourrait  le  suppri- 
mer dans  les  deux,  membres. 

185.  Pour  plus  de  clarté  , nous  traiterons  d’abord  des  équations 
particulières;  et  nous  généraliserons  ensuite. 

Première  question.  — Partager  1 5q  en  deux  parties , dont  l’une 
soit  divisible  par  8 et  l’autre  par  1 3 ? 

Désignons  par  x et  y les  quotients  respectifs  de  la  division  des 
deux  parties  cherchées  par  les  nombres  8 et  i3;  il  est  clair  que  8x 
et  i3jr  expriment  ces  deux  parties;  et  l’on  a l’équation 

(l)  • 8ar  -f-  1 — 1 5g , . • 


qui , d’après  l’énoncé , doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs pour  x et  pour  /. 

On  déduit  d’abord  de  cette  équation , 

i5g  — liy 

T’Î-  ■ 8 ’ «r  .y; 


ou,  effectuant  la  division  autant  que  possible, 


*=,„-r+2=*\ 


Observons  maintenanfq^e  la  valeur  de  x sera  entière  si  l’on 

■ 4- 
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n 5)'  . 

donne  1 v une  vâleur  telle  que  ' soit  un  nombre  entier. 

b 

D'ailleurs  celte  condition  est  nécessaire  ; ainsi , il  faut  et  il  suffit 

n , . 

nue  - — g-  ' soit  égal  à un  nombre  entier  quelconque.  Soit  t ce 

O 

nombre  entier  [ t est  dit  un e indéterminée]'*  il  en  résulte 


(a) 


5/ 


t,  d’où  ■ 5)'  4-  = -J , 


et  la  valeur  dex  devicht  x — 19  — y -f-  t. 

Toute  valeur  entière  de  t,  qui,  substituée  dans  l’équation  (a),  en 

donnera  une  semblable  pour  y,  satisfera  à la  condition  que  — ÿ-'- 

soit  entier  ; ainsi,  les  deux  valeurs  de  x et  de  / correspondantes 
seront  entières  et  satisferont  d’ailleurs  (n"  G6)  à l'équation  pro- 
posée, qui  résulte  évidemment  de  l’élimination  de  t entre  les  deux 
équations 

7 — 5/ 

‘-  — t,  *=19—  y+t. 


La  question  est  donc  ramenée  à résoudre  en  nombres  entiers 
l’équation  (2),  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  de 
l’équation  (1). 

n — — 3/ 

On  tire  de  l’équation  (2) / = — - — , 


ou,  effectuant  la  division  en  partie, 


y 


I t -f- 


2 — 3 1 
~~5~-  ’ 


Toute  valeur  entière  de  /,  qui  rendra  2 — 3f  un  multiple  de  5, 
donnera  aussi  pour  y un  nombre  entier , et  sera  par  conséquent 
convenable  : d’ailleurs , la  condition  que  2 — 3f  s6it  un  multiple 

2 3/ 

de  5 est  nécessaire.  Ainsi  il  faut  poser  — ^ — = t ’ [f'  étant  une 


seconde  indéterminée];  ce  qui  donne  (3)  3/-(-5/'=  2;  et  la 

valeur  de/ se  réduit  à / =r  iùvt  -H  t'. 
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fl.  équation  , 3)  résulte  d'ailleurs  de  l'élimination  de  t'  entre  ces 
deux  dernières.] 

L»  question  est  encore  ramenée  à résoudre  en  nombres  entière 
l’équation  (3),  de  laquelle  on  tire 


Posons  il  en  résulte  (4)  a/'-t*  3f"=  a, 

et  j>ar  conséquent  t — — 


De  l’équation  (4)  on  déduit 


et  jm >sant  — = t , on  en  tire  (5)  t"— 

et  j>ar  conséquent  t!  ==  i — t"  — tm.  4 • 

Comine , dans  l’équation  (5),  le  coefficient  de  t"  est  égal  à l 'unité, 
il  s’ensuit  que  toute  valeur  entière  attribuée  à t"  en  donnera  une 
semblable  pour  t" . D’ailleurs,  les  deux  inconnues  principales  x 
et  r,  et  les  indéterminées  t,  t',  t",  et  t",  sont  liées  entre  elles  par 
les  cinq  équations 

x = icj  — / -f-  t,  • . 

3=  t,  — t 4 -,t', 

t = — t'  4-  t", 

f = i - r - r, 

t"  = -u1". 

Ainsi , en  donnant  à t " une  valeur  entière  quelçoîiqife  , et  re- 
montant de  la  dernière  de  ces  équations  aux  deux  premières , on 
obtiendra  pour  x et/  des  valçurs  entières  correspondantes  qui  vé- 
rifieront nécessairement  l’équabon  proposée;  car,  d’après  les  rai- 
sonnements qui  ont  été  faits  plus  haut,  cette  équation  résulte  de 
l’élimination  de  t,  f,  r",  r",  entre  les  cinq  équations  que  l’on  vient 
d’établir. 

Mais,  afin  de  n'attribuer  à /"que  des  valeurs  auxquelles  corres- 
jmndent  des  valeurs  entgres  et  |K>sitives  pour  x et  y,  il  convient 
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d’exprimer  x et  y en  fonction  immédiate  (n°  108)  de  J’indelenni- 
née  /*,  à l’aide  des  cinq  équations  ci-dessus. 

Or,  l’expression  de  t'  devient,  lorsqu’on  remplace  t"  -par  sa  va- 
leur en/*,  ./' = i — it”—t",  ou  ./'=/ — 3/*; 

remontant  àl’expression  de  /,  t = — /'+-/"=  — i -+  3/"-+ 2/"; 

ou  réduisant,  ' / = — i -f-  5 / ".. 


On  trouvera  de  même  y = i — ( — i -t-  5/")  -1-  i — 3/*, 
d’où  / = 3 — 8f*. 

Enfin , 


x = 19  — (3 — 8/"')-+-(. — i+5/''),  ou  i5 +- i3/*. 


Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  repro- 
duisent l’équation  proposée,  par  l’élimination  de  /".  En  effet,  si 
l’on  multiplie  la  première  équation  par  1 3 , et  la  seconde  par  8 , 
et  qu’on  ajoute  les  résultats , il  vient 

1 3/  -+  8x  = 1 5i+ 

Faisons  successivement /*  = o,  1,  2,  3... , ou  bien /"= — 1, 
— 2, — 3...;  les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  va- 
leurs de  x et  de  y en  nombres  entiers,  soit  positifs,  soit  négatifs, 
propres  à vérifier  la  proposée;  mais  si,  comme  l'exige  Tcnoncc, 
on  ne  doit  tenir  compte  que  des  solutions  entières  et  positives , 
/"ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qui  rendent  3 — 8/"  et 
1 5 i3/*  positifs.  Or,  il  n’y  a évidemment  que  /*  = o et 

t"  — — t qui  satisfassent  à cette  condition  : car  toute  valeur  po- 
sitive de  /"  rend  y négatif;  et  toute  valeur  négative,  numérique- 
ment plus  grande  que  1 , rend  x négatif. 


Si  l’on  fait  successivement  /"  = o , /"  = — t, 

=s  3 


il  en  résulte 
Donc 


\r.z. 5 }■-  i !;=■:!• 

x=  i5  et  y — 3,  x = 2 et  y = 11, 
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sont  les  seuls  couples  de  nombres  positifs  qui  vérifient  l'équation 
8x  4-  i3/  = i5g. 

Quant  à la  question  dont  cette  équation  est  la  traduction  algé- 
brique, puisque  Sx  et  i3/  représentent  les  deux  parties  cher- 
chées, il  s’ensuit  que  8>£  i5  ou  120,  et  i3  X 3 ou  3g,  forment 
une  première  solution  ; que  8 X 2 oir  16,  et  i3x  n ou  >4^ , 
forment  une  seconde  solution ; c’est-à-dire  que  1 5g  peut  être  par- 
tagé, soit  en  120  -4-  3g,  soit  en  16  4-  1 4^3. 

124.  Soit,  pour  second  exemple,  l’équation 


(0  n*— 49/  = --8- 

_ 4g/  — y 


On  en  déduit  d’abord  c : 


•7 


= 2/4- 


i5/  — 8 
•7 


Pour  qu’à  une  valeur  entière  de-/  il  corresponde  une  valeur  en- 
tière de  x,  il  faut  et  il  suffit  que  i5/  — 8 soit  un  multiple  de  17. 

i5/  — 8 

— : t,  retint  une  indéterminée; 


Soit  donc 


'7 


il  en  résulte  (2)  i5/ — rjf  = 8,  - 

et  x = 2/  4- 1. 

[L'élimination  de  t entre  ces  deux  équations  reproduirait  l’é- 
quation (1).] 

J . 8-M7*  84-2* 

On  déduit  de  l’équation  (2),  y = — 'tç-  —e~*~  — jj"  > 

et  la  nouvelle  expression , — , doit  être  un  nombre  entier 

(c’est  d’ailleurs  une  condition  suffisante). 

Posant  = /',  on  obtient  (3)  2 1 — i5r'  = — 8, 

i5 


et  par  conséquent 
L’equation  (3)  donne 


y — t-h  r. 

1 5r  ' — 8 


7t'-4-h-i 
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et  si  l'on  pose  - = t",  d’où  t'  = a 1", 

on  trouve  t — jt' — \-+-t". 

Maintenant,  pour  exprimer  x et  y en  fonction  de  l’indétermi- 
née t",  rapprochons  les  quatre  équations 

x = 2/  -J-  t,  - 

' y ~ > 

t = jt'  - 4 + 
t’  = a t", 

et  remontons  de  la  dernière  aux  precedentes. 

On  a d’abord  t — r].at" — ~l">  ou  t=  l->t" — 4> 

remontant  à la  seconde , y — 1 5/"  — 4"f"  ou  1 7 — 4 > 
puis  à la  première,  x—a^jt” — 4)-t"  — 4» 

ou  bien  •*  — 49/” — ,a- 

Ces-deux  formules  reproduisent  l’équation  proposée , par  l'éli- 
mination de  t";  car,  si  l’on  multiplie  la  première  par  49 . la  se- 
.cçmde  par  1 7,  et  qu’on  retranche  les  deux  résultats  l’un  de  l’autre, 
il  vient 

1 7X — 49/ w= — ao4  ■+"  1 96 = — 8. 

On  voit  d’ailleurs  qu’en  donnant  à t"  des  valeurs  positives 
quelconques,  on  obtiendra  pour  x et  y des  valeurs  positives; 
mais  on  ne  peut  supposer  t"  négatif. 

Soit  /"  = 1,  2,  3,  4,...; 

on  trouve  y = 1 3 , 3o , 47  > 64 1 • • • » 

x = 37,  86,  i35,  184,.... 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  entières  et  positives  de 
l’équation  proposée  est  donc  infini  ; et  le  plus  petit  système  est 

x=  37,  y = 1 3. 
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Ce  couple  de  valeurs  vérifié  l’équation , car  on  a 

I > 

ij  X 37  —4gX  «3  = 629* — 63*j  = — 8. 

Nous  nous  sommes  dispense,  dans  cet  exemple,  de  reprendre 
tous  les  raisonnements  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier, 
pour  rendre  compte  de  toutes  les  opérations  j mais  il  est  facile 
aux  commençants  de  les  reproduire,  en  suivant  pas  à pas  les  trans- 
formations. 

laiJ.  On  peut  résumer  ainsi  la* méthode  précédente: 

Soit(t)  ax  -f-  by  = c l'équation  qu’il  s’agit  de  résoudre.  Tirez 
de  cette  équation  la  valeur  de  l'inconnue  qui  a le  plus  petit 
coefficient , de  x,  par  exemple,  et  effictuez  la  division  autant  que 
possible  ; vous  obtenez  une  expression  dexen/,  composée  d’une 
partie  entière  et  d’une  partie  de  forme  fractionnaire  qu’il  faut 
tâcher  de  rendre  entière.  Égalât  cette  seconde  partie  à une  pre- 
mière indéterminée  t ; il  en  résulte  une  nouvelle  équation  'en  y et  t , 
que  l’on  peut  nommer  l'equation  (a),  et  dont  les  coefficients  sont 
plus  simples  que  ceux  de  l’équation  (i);  la  valeur  de  x se  trouve 
d'ailleurs  exprimée  en  fonction  entière  de  y et  t , et  l’équation 
proposée  résulte  de  l'élimination  de  t entre  l'équation  (2)  et  l'équa- 
tion qui  donne  la  valeur  de  x en  y et  t. 

Tirez  de  l’équation  (2)  la  valeur  de  y,  et  effectuez  la  division 
autant  que  possible.  Égalez  la  partie  fractionnaire  à une  seconde 
indéterminée  t';  d'où  il  résulte  une  équation  (3)  en  t et  t',  plus 
simple  que  les  équations  (t)  et  (3).  La  valeur  de  y se  trouve  ainsi 
exprimée  en  fonction  entière  de  t et  t';  et  la  proposée  résulte  de 
l’élimination  de  t et  t'  entre  l’ét/uation  (3)  et  les  deux  équations 
qui  donnent  x en  fonction  entière  de  y et  t,  puis  yen  fonction  en- 
tière de  t et  t'. 

Opérez  sur  l'équation  [Z)  comme  sur  les  équations  (1)  ei  (2) , et 
continuez  cette  série  d’opérations  jusqu’à  ce  qu' enfin  vous  parve- 
niez à une  dernière  équation  entre  deux  indéterminées  dont  Tune 
ail  pour  coefficient  /’uhite. 

Remontez  ensuite  de  cette  dernière  équation  aux  précédentes  ; et 
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cherchez , par  des  substitutions  successives , à exprimer,  x et  y eu 
fonction  de  la  dernière  indéterminée. 

Vous  obtenez,  ainsi  deu\  formules  à l’aide  desquelles,  en  don- 
nant à l’indéterminée  restant»'  des  valeurs  entières  quelconques, 
vous  trouvez  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières , tant  positives 
que  négatives  , propres  à vérifier  l’équation  ax  -+■  by  — c. 

Si  l’on  ne  veutque  des  valeurs  entières  et  positives  pour  x et  jr , 
les  deux  formules  indiquent , par,  leur  composition , entre  quelles 
limites  doivent  être  comprises  les  valeurs  de  la  dernière  indétermi- 
née , pour  que  cette  condition  soit  remplie. 

Première  remarque.  — Le  procède  qui  vient  d’ètre  indique 
doit  toujours  conduire  à une  dernière  équation  dans  laquelle  le 
coefficient  d'une  des  indéterminées  est  égal  à l’unité. 

En  effet,  dans  la  première  opération,  on  est  amené  à diviser 
le  plus  grand  coefficient  des  deux  inconnues  par  le  plus  petit; 
dans  la  seconde,  le  plus  petit  coefficient  par  le  reste  de  leur  divi- 
sion; dans  la  troisième,  le  premier  reste  par  le  second  reste,  et 
ainsi  de  Alite;  c'est-à-dire  que'  l’on  applique  aux  deux  coefficients 
le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur.  Donc,  puisque,  par 
hypothèse  , les  deux  coefficients  sont  premiers  entre  eux  (n°  IU8), 
on  parviendra  finalement  à. un  reste  égal  à 1 , qui  servira  de  coeffi- 
cient à l’avant-dernière  des  indéterminées  introduites  dans  le  cours 
du  calcul. 

On  peut  conclure  de  là , que  l’équation  ax  -H  by  — c 
admet  un  nombre  infini  de  solutions  entières  [positives  ou  néga- 
tives] tant  que  les  coefficients  a et  b sont  premiers  entre  eux. 

Secokde  remarque.  — Lorsqu’on  applique  le  procédé  à une 
équation  dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  inconnues  ad- 
mettent un  facteur  commun  qui  né  se  trouve  pas  dans  le  sécond 
membre  [ auquel  cas  l’équation  est  impossible  en  nombres  entiers], 
la  suite  des  calculs  fait  reconnaître  cette  impossibilité,  si  on  ne 
l’avait  pas  aperçue  d’abord. 

Soit,  par  exemple,  l'equation  49 ■* — 35/  = 11. 

(Le  facteur  7 est  commun  aux  coefficients  dexet  /,  et  n’entre 
pas  dans  le  second  membre.  ) 
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On  en  déduit  y = 
i4x — 1 1 


49  J— 1 


:X4- 


14X — I I 


Posant 


Posant 


on  trouve 


35  ' 35 

: /,  d'où  /=i+t, 


35 

35/+  11  7/+  n 

x — = 2/4-  . 

>4  '4 


7/+  1 1 

4 

/=ii£l 


==  f d’où  x : 


— 2 t — I 


4 

7' 


Cette  dernière  équation  est  évidemment  impossible  en  nombres  en- 
tiers pour  t et  t',  puisque  - est  essentiellement  une  fraction.  Donc 
7 

aussi  la  proposée  est  impossible  en  nombres  entiers  pour  x et  y. 

IV.  B.  — Le  dénominateur  7 de  la  fraction  à laquelle  on  par- 
vient, est  précisément  le  facteur  commun  aux  deux  coefficients 
de  la  proposée;  ce  qui  résulte -nécessairement  de  la  nature  de  la 
méthode  employée. 

ISO.  Au  reste,  le  procédé  ci-dessus  est  susceptible  de  plusieurs 
simplifications  qu’il  est,  important  d’introduire  dans  la  pratique. 

Reprenons  l’équation  déjà  traitée , 1 7X  — 49/  = — 8 ; 

x^49/~1 

■7 

Observons  actuellement  que  49  est  égal  à 1 7 X 2-  -+-  1 5 , ou  bien 

encore , égal  à 1 7 X 3 — 2 ; donc , — - =3/  — — ; 

«7  '7 


on  en  déduit!  d’abord 


ainsi  la  valeur  de  x prend  la  forme 


* = 3/  - 


(iy  + 8)_ 

«7  ’ 


et  la  question  est  ramenée  à trouver  pour  y un  nombre  entier 


2 y -4-  8 

mais  les  deux  nombres  17  et  2 sont  premiers  entre 


qui  rende  entière  l’expression  — . Or  cette  expression  revient 

t»(/+4) 
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2 u*'  + 4)' 


soit  entier,  il  faut  et  il  suj/ii 


{Arithmétique,  ig*  édition,  n°  128)  que  ' y -t-  4 soit  divisible 
par  17. 


Posons  donc 


y -+-4. 


e,  tétant  un  nombre  entier  tout  à fait 


•7 

arbitraire;  il  en  resuite je  = 1 — 4> 

et  la  valeur  de  x devient x = 3y  — af , 

ou , remettant  pour  y sa  valeur  en  f , x = 4iH  — 1 2- 


Ces  formules  donnent  egalement  toutes  les  solutions  entières  de 
la  proposée;  car  l'élimination  de  rentre  ces  deux  équations  re- 
produit l’équation  1 7X  -a-  4f)y  = — 8. 

En  faisant  r=  1 , 2,  3,  4* > on  trouverait  des  valeurs  entières 

et  positives  pour  .r  et  /;  mais  on  ne  peut  supposer  r négatif  ou 
égal  ;i  o : autrement , x et  y seraient  négatifs. 

On  doit  sentir  de  quelle  importance  sont  les  modifications  pré- 
cédentes, puisque,  par  leur  moyen  , on  n’a  introduit  qu’une  seule 
indéterminée  dans  le  cours  du  calcul. 

Ces  modifications  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exemples, 
mais  on  ne  peut  les  expliquer  facilement  que  sur  des  équations 
particulières  ; c’est  pourquoi  nous  traiterons  encore  les  questions 
suivantes  : 

127.  Seconde  question.  — Payer  78  fr.  arec  des  pièces  de 5 fr. 
et  de  3 fr.,  sans  aucune  autre  monnaie? 

Soient  x le  nombre  de  pièces  de  5 fr.,  et  y celui  des  pièces  de 
3 fr.;  011  a l’équhtion  5 r -+-  3y  = 78,  qui  n’admet  que  des  valeurs 
entières  et  positives  comme  solutions  de  la  question. 


Cette  équation , résolue  par  rapport  à y , donne 


78— 5x 
3 ’ 


ou,  effectuant  la  division, 


y — 26  — 


X — 


2X 

T’ 


ou  bien  encore 


• ^ 
y ■—  ?.b  — ax  4-  y 
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En  considérant  la  première  forme  de  la  valeur  de  y>  on  voit 
que  la  valeur  de  y correspondant  h une  valeur  entière  de  .r,  ne 

* j 2»r  * 

peut  être  elle-même  entière  qu'alitant  que  l’on  aura  — égal  à un 


nombre  entier;  et  comme  2 est  premier  avec  3,  il  faut  et  il  suffit 
( Arith n°  128)  que  x soit  divisible  par  3. 

Soit  donc. x — 3/; 


il  en  résulte  y = 26  — .r  — 2f , ou  bien ...  y z=  26  — 6/. 

Si  l’on  considère  la  seconde  valeur,  on  voit  tout  de  suite  que  x 
doit  être  un  multiple  de  3 , ce  qui  donne  x — 3t, 

d’où  resuite  encore  r = 26  — ■xx  -f- t , ou  y — 26  — 5t. 

Ces  deux  formules  montrent  que  t doit  être  positif  et  ne  peut 

avoir  une  valeur  plus  grande  que  ou  5 f,  si  l’on  veut  obte- 

5 -5 

nir  des  solutions  positives  pour  x et  /. 


Soit  donc 

t = 0,  t, 

2, 

3, 

4,  5; 

il  en  résulte 

.x  — 0,  3, 

6, 

9* 

12,  l5, 

y = 26,  21 , 

16, 

• G 

6,  1 . 

Ainsi,  l’on  peut  satisfaire  à la  question  de  six  manières  diffé- 
rentes, savoir,  avec  26  pièces  de  3 fr.,  sans  aucune  pièce  de  5 fr.  ; 
avec  2 1 pièces  de  3 fr.  et  3 pièces  de  5 fr.;  avéc  16  pièces  de  3 fr. 
et  6 pièces  de  5 fr.;...  et  ainsi  de  suite. 

• 

N.  B.  Soit  fait  dans  les  deux  formules , t = 6 ; il  vient  x = 1 8, 
y — — 4;  et  cela  voudrait  dire  que  si,  d’une  part,  on  donne 
18  pièces  de  5 fr.,  il  faut  qu’on  reçoive  en  échange  4 pièces  de 
3 fr.,  pour  que  le  payement  soit  effectué  avec  ces  deux  sortes  de 
pièces. 

On  trouve  en  effet  5 X.18  — 3x4  — 9°  — 12  = 78. 

Ainsi,  des  valeurs  positives  pour  x,  et  des  valeurs  négatives 
pour  y,  ou  réciproquement , donneraient  encore  des  solutions  de 
la  question  , en  ce  sens  que  le  payement  aurait  lieu , moyennant  un 
échange  de  pièces  de  5 fr.  et  de  pièces  «le  3 fr. 
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Troisième  problème.  — Trouver  un  nombre  qui , étant  divisé 
par  39,  donne  le  reste  16,  et  divisé  par  56,  donne  le  reste  27 . 

Soit  N le  nombre  cherche.  Appelons  d'ailleurs  x et  / les  quo- 
tients entiers  ;de  N divise  successivement  par  3g  et  56.  On  a les 
deux,  équations 

N =3g  x -+-  16  et  N = 56/ + 27; 
ce  qui  donne  3gx  -+-  16  = 56/  -t-  27, 

ou , réduisant , ( r)  3gx  — 56/  =11. 

La  question  est  donc  ramenée  à résoudre  cette  équation  en 
nombres  entiers. 


On  en  déduit  x : 


56/  -+•  1 1 _ _ 1 7/  -j-  1 1 

39  3g 


x,-  (22 r — n).  11  (2r — i) 

ou  bien  encore , x = 2y  — v — = 2 y ~ - - 

39  39 

(On  prend  ici  le  quotient  par  excès , parce  qu’on  s’aperçoit  que 
le  facteur  1 1 peut  être  mis  en  évidence  dans  le  numérateur  de  la 
fraction.) 

Comme , dans  l’expression  — -,  le  facteur  1 1 est  pre- 

**9 

mier  avec  3g,  pour  que  cette  expression  soit  un  nombre  entier, 
il  faut  et  il  suffit  que  3/  — i soit  divisible  par  3g. 


Posons  donc 

il  en  résulte 

(*)  ■ . 


iy  — i 
3g 


= t , 


a/  — 3gr=  i, 


et , par  conséquent , x = 2/  — ut. 

L’équation  (2)  donne 
t 1 


,3gf-f-  1 


1 gr  — t— 


t 4-  1 


posant 


= t',  on  obtient  l’équation  t = it'  — 1 , 


et 


/ = igr  -1-  t',  d’où  / = 3gr'  — ig. 
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En  reportant  cette  valeur  de  y et  celle  de  t dans  l’expression 
de  x,  on  trouverait  .r  = 56 t'  — 27.  Mais  rqtte  substitution  est 
inutile;  car  puisque  , N est  l’inconnue  principale  du  problème 
(x  et  y ne  sont  ici  que  des  inconnues  auxiliaires ),  et  que  l’on  a 
N = 56/  -+-  27  , il  suffit  de  remplacer  dans  cette  équation,  y 
par  sa  valeur;  ce  qui  donne 

N = 56(3 gr' — ig)  -t-  27,  ou,  en  réduisant,  N = 2184*' — : « 037 . 

On  reconnaît , à l’inspection  de  cette  formule , que  t ' peut  avoir 
une  valeur  positive  quelconque;  mais  il  ne  peut  être  négatif,  si 
l’on  veut  que  K soit  positif. 

Soit  t'  = 1 ; il  en  résulte  N = 2184  — 1037  = 1 147.  • 

Ce  nombre  1 147  est  le  plus  petit  de  tous  les  nombres  entiers  * 
positifs  susceptibles  de  satisfaire  à l’énoncé. 

Observons  d’ailleurs  que,  du  moment  où  l’on  a reconnu 
que  1 147  satisfait  à l’énoncé,  on  est  certain  que  toutes  les  au- 
tres valeurs  de  N , correspondant  à t'  = 2 , 3 , 4 > • • • > y satisfont 
également.  En  effet,  dans  la  formule  N.  = 2184*'  — 1037  , le 
nombre  2184  étant  égal  à 3g  X 56,  les  jivpothùses  t'  — 2,  3,  4,-.. 
donneront  pour  N des  multiples  de  2184,  ou  de  3g  et  de  56 , 
augmentés  de  1 1^7  ; d’où  il  suit  que’  ces  valeurs  de  N , divi- 
sées respectivement  par  3g  et  56,  doivent  donner  les  mêmes  restes 
que  1 1 47-  ’ 

N.  B.  — Les  artifices  de  calcul  auxquels  nous  avons  eu  recours 
dans  la  résolution  des  questions  précédentes , abrègent  beaucoup 
la  déterrriination  des  valeurs  de  x et  de  y,  mais  ils  supposent  de 
l’habitude  ; c’est  pourqudi  nous  ne  saurions  trop  en  recommander 

l’usage.  • . • 

* » » 

128.  Si  l’on  compare  les  formules  propres  à donner  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  x et  de  y,  dans  les  diverses  questions  que 
nous  avons  traitées  jusqu’à  présent , aux  équations  de  ces  problè- 
mes , on  peut  facilement  reconnaître  qu’elles  jouissent  de  cette 
propriété  commune  : Les  coefficients  de  l’indéterminée  qui  entre 
dans  ces  formules  , sont  réciproquement  les  mêmes  (au  signe  près 
pour  l’un  des  deux)  que  les  coefficients  dont  les  inconnues  x et  y 
sont  affectées -dons  l’équation  proposée : c’est-à-dire  que , dans  la 
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valeur  de  x , le  coefficient  de  l’indéterrninee  est  égal  au  coefficient 
dont  y est  affecté  dans  l'équation  , et  dans  la  valeur  de  y,  le  coef- 
ficient de  l’indéterminée  est  égal  au  coefficient  de  x dans  l'équa- 
tion , pris  en  signe  contraire  ; ou  réciproquement  (quant  aux  signes 
des  deux  coefficients). 

Pour  donner  de  cette  propriété  une  démonstration  tout  à fait 
indépendante  de  la  méthode  qu’on  a suivie,  reprenons  l’équation 
générale  : 

(1)  » ax-hby  = c; 


et  supposons  que , par  un  moyen  quelconque,  on  ait  trouvé 


t 


pour  une  première  solution  en  nombres  entiers  (positifs  ou  néga- 
tifs); je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  comprises,  dans 
les  deux  formules  * 


y — g + at  I 
x — a.  — bt  ) ; 


ou  bien 


) y — S — at , 
( x ^ a -f-  bt  ; 


t désignant  un  nombre  entier  tout  à fait  arbitraire. 

Bn  effet , puisque  a et  6 forment  un  premier  système  de  valeurs 
dex  et  de  y,  en  nombres  entiers  , on  a l’égalité 

* 

(a)  aa  -f-  = c . 

Retranchant  cette  égalité , membre  à membre , de  l’équa- 
tion ( t),  ce  qui  revient  à mettre  pour  c sa  valeur  aa-f  bS  = c,  on 
obtient 

(3)  a (x  — a)  -+-  b (y  — 6)  = c, 

équation  qui  peut  remplacer  identiquement  la  proposée  (*). 


(*)  Nous  entendons  ici  par  le  mot  identiquement , que  lout  système  de  va- 
leurs  de  x et  dex  susceptible  de  vériller  l'équation  (3)  doit  aussi  vérifier 
l'équation  (i)  et  réciproquement;  ce  qui  est  évident,  puisque  U trans- 
formation précédente  revient  à remplacer  r par  sa  ’.aleur  au- t-S€ 
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Or  , l'equation  (3)  revient  à celle-ci  : 

*b  (/-«). 


?.?.5 


et  pour  que  la  valeur  de  x correspondant  à une  valeur  entière 
de  y,  soit  elle-même  entière , il  faut  et  il  suffit  que  b (y  — €)  soit 
divisible  par  a;  niais  on  sait  (n°  122)  que  les  coefficients  a et  b 
sont  premiers  entre  eux  (autrement  l'équation  ne  serait  pas  réso- 
luble en  nombres  entiers) ; donc,  en  vertu  du  principe  établi  en 
Arithmétique (n°  128),  il  faut  et  il  suffit  que/  — ? soit  un  midti- 
ple  de  a. 

Posons  donc  r — 6 = «/,  • , » 

ijk.  . * 

il  en  résulte  x — a = — ht  : 

.■IL  *•  " ▲ 

4 •Cat*.  ' JP 

et  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidemment 

y = 6 -+•  at , x = a — bt. 

Comme  le  signe  de  t est  tout  à fait  indéterminé,  on  peut  chan- 
ger t en  — t dans  ces  formules,  ce  qui  donne  encore 


f 


y = 6 — at,  x = a 


bt. 


Il  est  aisé  de  vérifier  que , quelle  que  soit  la  valeur  de  / , en 
nombres  entiers , les  valeurs  y = 6 -f-  at , x = a — bt,  satis- 
font à la  proposée. 

En  effet , si  on  les  substitue  dans  cette  équation  , on  trouve 
<j(a  — bt)  -+-  6(6  -f-  at ) = c,  ou  réduisant , ; act  -f-  AS  = c , 

égalité  vérifiée,  puisque  a et  6 forment,  par  hypothèse,  une 
solution  de  la  proposée.  * t ' 

129.  Conséquence.  Si,  dans  les  formules 

y — 6 -|-  at,  x — a — bt t 
on  fait  successivement  ’ 


II 

c 

M 

U) 

-PN 

et  f = — i , — 2,  — 3,....  , 

elles  deviennent 

, €-4-/1  ,€-4-2/7 , €-4-3/7 
x=a , a — b , a — — 3£,.. 

• i et  tf.e— ?.a,e— 3o,.-.., 

• > ' ,a-f-3i, 

Alg.  B.,  of  éd. 

i5  , 
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D’où  l’on  voit  que  toutes  les  solutions  entières  , positives  ou  né- 
gatives, île  la  proposée  , forment  deux  progressions  par  diffé- 
rence, dont  In  rnison  est , pour  h-s  valeurs  de  x , le  coefficient 
dont  y est  affecte  dons  l’équation , et  pour  les  valeurs  de  y,  lecoeffi 
rient  dont  x est  affecté  dans  la  meme  équation. 

150.  Au  trk  MKTHonr.  pour  résoudre  l'équation 
ax  -+-  j>y  — c. 

D’après  ce  qui  a été  démontré  au  n°  IÎ49,  toute  la  difficulté, 
pour  résoudre  complètement  cette  équation  , consiste  à trouver 
une  première  solution  , puisqu’on  obtient  ensuite  toutes  les  autres 
au  moyen  dés  formules 

« y = 6 -+-  at,  x = oc  — ht. 

Or,  on  peut  toujours  obtenir  une  première  solution  en  s’ap- 
’puyant  sur  les  propriétés  élémentaires  des  fractions  continues. 

En  effet , supposons  d’abord  que  l’équation  soit 
(t)  ax  — by  — c, 


a et  b étant  deux  nombres  absolus,  mais  c pouvant  être  positif 
ou  négatif. 


Convertissons  en  fraction  continue  la  fraction  ~ , qui  doit  être 


irréductible  ( n"  122),  et  formons  les  réduites  consécutives. 

La  dernière  "sera  Ç : et  si  l’on  nomme  l’avant-dernière  , on 
« * o m 

è • » i • k * > ■ ’ 

aura,  d’après  les  propriétés  connues,  la  relation 

* à;X  m'  — b X m = ± i ; 

-Me 

^ O 

savoir  : i si  la  réduite  ^ est  de  rang  pair,  et  — i si  cette  ré- 

duite est  de  rang  impair. 

Admettons,  pour  un  instant,  qu’elle  soit  de  rang  pair-,  il  en 

résulte  légalité  vérifiée a X m'  — ix»  = + li 

multiplions  ses  deux  membres  parc; 

il  vient;  - , a X me  — é X *»c  = c , 

résultat  qui>ne  diffère  de  l’équation  ax  — by  = c , 

qu’en  ce  que  x et  y sont  remplacés  par  m'e  et  me  ; 
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donc  x = m'c , r‘  = me  forment  une  solution  de  l'équation. 

. a 

Si  la  réduite  ^ est  de  rang  impair , on  a a X m’ — A X m = • — i ; 

d’où  , multipliant  par  -s-  c,  a X ( — mV)  — A X ( *—  /»c)  = 
Comparant  cette  égalité  vérifiée  avec  l’équation  ax — by  = c , 


on  en  conclut  x = — m’c,  — me,  pour  solution. 


Si  l’équation  est  de  la  forme 

iix  by  — c. 

c’est-à-dire  si  les  deux  coefficients 

a et  b sont  de  même  signe , on  peut 

la  modifier  et  l’écrire  ainsi.  . . . 

ax  — b X ( — 

X)  = c, 

DèsJors,  en  formant,  comme 

ci-dessus  , l'égalité 

a X m'c  — b X me  = c , 

ou  bien  celle-ci 

a X ( — m'c)  — 

b X (me)  = 

on  pourra  conclure  que  x = m'c. 

y = — me , 

OU 

x — — m'c,  y = me , forment  une  solution  de  l’équation. 

Ainsi  , quelle  que  soit  l’équation  proposée , on  peut  toujours , 
au  moyen  des  fractions  continues,  obtenir  une  première  solution 
de  cette  équation;  et  les  formules  y = 6 nt , x — a — bt , 
donnent  ensuite  toutes  les  autres. 

151.  Appliquons  cette  méthode  à l'équation  suivante  : 


2<pr  -+-  17/  = a5o. 

2Q 

La  fraction  — - , convertie  en  fraction  continue , donne  pour 
17 


. ...  , > 1 2 5 ft>. 

les  réduites  consecutives,  -,  -,  5 , — , 

1 1 J y 


?9 

*7 


D’où  résulte  V égalité  vérifiée  29  X 7 — 17  X 12  = — t. 
(Ici  la  réduite  — est  de  rang  impair.  ) 


'7 


Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par*—  25o;iJ 

. • -'.‘r ‘si :-*J 

\ieot 

é IJJtVl  V»  .'Wîl7»lï 

29  x ( — '75o;  — 17  X (—  3ooo)  = 2.5o; 

i5. 
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mais  ia  proposée  peut  être  écrite  ainsi  : 


29  X x — 17  X ( — y)  = 25o; 


d'où  l'on  voit  que  x = — 1 750 , 
solution. 

Les  formules  deviennent  alors 


y 3 000 , forment  une 

i y — 3ooo  -(-  2 gt; 

\ x — — 1750  — l’Jt. 


Si  l’on  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres  en- 
tiers et  positifs , il  faut  supposer  t négatif;  ainsi , changeant  le  signe 
de  t , on  a y = 3ooo — 29/,  x — — 1750-1-17/;  et  il  est  évi- 
dent que  les  valeurs  de  x et  dey  ne  seront  positives  qu’autant  que 


l’on  aura 


{ ■7<>,75°.  d,( 

) 29 1 3ooo , 


'> 


' < 


1750 

3ooo 

a9  ’ 


16  1 3 
ou , effectuant  les  divisions , tf>  102 — , mais  <"  to3 — . 

17  29 


Donc  t=  io3  est  la  seule  valeur  de  l’indcterminée  qui  rende  x 
et  y positifs.  . 

Pour  /=  io3,  on  trouve  x=  1,  y — i3,  valeurs  qui,  sub- 
stituées dans  l’équation , donnent 

29  X 1 -t-  '7  X «3  = 29  4-  221  = 25o. 


On  voit  avec  quelle  précision/  la  méthode  précédente  donne 
toutes  les  solutions  de  l’étjuation. 

132.  Dans  quelques  circonstances,  on  peut  obtenir  la  pre- 
mière solution  sans  être  oblige  de  convertir  -en  fraction  continue. 

0 


i°.  Si  l’un  des  deux  coefficients  n et  b est  un  sous-multiple  exact 
de  la  quantité  toute  connue  c,  l'equation  donne  sur-le-champ  cette 
solution. 

Soit , par  exemple , l'equation  5x  -(-  3jr  = 78  ; le  coefficient  3 
divise  78  et  donne  pour  quotient  26. 
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Donc,  si  Ton  pose  x = o et  y*  = 26,  réquation  est  satisfaite  : 
car  elle  devient  5 X o -f  3 X 26=  78; 

1 r — 3/ 

les  autres  solutions  se  trouvent  d’après  les  formules  . „ 

r ( /=  26  — 5/. 

Soit  encore  l'équation  i uc.  -f-  35/  = 1 56. 

Comme  i56  est  divisible  par  12  et  donne  t3  pour  quotient,  il 
s’ensuit  qtte  yz=o,  x = 1 3 , forment  une  première  solution;  et 
l’on  a , pour  les  formules  relatives  à l’équation  proposée , 

x = 1 3 — 35/ , y — 1 2t. 

2°.  Tontes  les  fois  qu’à  l’insjJectipn  de  l’équation  , on  reconnaît 
que  la  somme  ou  la  différence  des  coefficients  a et  b , multipliés 
respectivement  par  deux  nombres  entiers  convenables , donne  un 
sous-multiple  du  second  membre  , la  première  solution  s’obtient 
encore  sur-le-champ. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  25x — 16/ =12. 

Comme , en  faisant  x—  2,  /=3, 

* t..  1 

on  trouve  25X2 — 16  X 3 = 2 , 

multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée  par  6,  quo- 
tient de  12  par  2;  il  vient  2.5  X 12 — 16X18=12; 
ce  qui  prouve  que  x — 1 2,  / = 18,  satisfont  à la  proposée  ; 

d’où  les  deux  formules  x = 12  -f- 16/,  y — t8  -f-  25/. 

■ 

Soit  encore  l'équation  1 3x  — 4/ y = 0 • 

elle  est  évidemment  satisfaite  par  x = o,  / = o. 

Ainsi , les  formules  générales  sont  x = 4 76  / = 1 3/. 

Au  reste , ces  moyens  de  trouver  une  première  solution  ne  sont 
que  des  moyens  particuliers  à certaines  équations  , tandis  que  la 
conversion  en  fraction  continue  est  un  moyen  toujours  certain 
pour  y parvenir. 
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Nous  engageons  les  commençants  à s’exercer  également  sur  les 
deux  méthodes  que  nous  avons  exposées,  et  qui  sont  les  plus 
simples  des  méthodes  connues. 

135.  A la  seule  inspection  des  signes  de  l’equation 

a x by  — c, 


on  reconnaît  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs , est  limité  ou  infini. 

i°.  Lorsque  b est  positif  (a  peut  toujours  être  suppose  tel), 
le  nombre  des  solutions  est  limité. 


En  effet,  de  la  proposée,  on  déduit 


Or,  si  c est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  l’on  donne  a y, 
la  valeur  de  x correspondante  sera  négative;  ainsi,  dans  ce  cas, 
l’équation  n'admet  aucune  solution. 

Sic  est  positif,  on  ne  peut  donner  ky  des  valeurs  positives  plus 

grandes  que  ^ : autrement  x serait  négatif  ; d’ailleurs , à la  plus 

grande  valeur  de  y correspond  la  plus  petite  pour  x,  ef  récipro- 
quement : donc , etc. 

2°.  Lorsque  b est  négatif,  quel  que  soit  le  signe  de  c,  le  nombre 
des  solutions  est  illimité. 


En  effet , les  formules  x — a — bt,  y — 6-4 - at 

deyiennent,  le  signe  de  b étant  mis  en  cvidence, 

\ x — a -4-  ht. 


Or,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,'  celui  où  a et  6 sont  deux 
nombres  négatifs,  il  suffit,  pour  que  x et  y soient  positifs,  de 
supposer  à t des  valeurs  positives,  numériquement  plus  grandes 

p * 

crue  celles  de  r^t-.  Ainsi,  l’on  peut  donner  à t des  valeurs 
n va 

entières  quelconques  au-dessus  de  ces  deux  quotients. 
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134.  Dans  l’hypothèse  où  a , b,c,  sont  positifs  à la  fois,  on 
peut  toujours  fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  com- 
prises les  valeurs  de  l’indéterminée  : 

Pour  cela,  dans  les  deux  formules,  qui  sont  alors 

y = fi  -I-  of x — o. — ht,' 

il  suffit  de  poser  les  inégalités  fi-+-or^>o,  » — 6/^>o, 

. ë . ot 

d’où  l’on  déduit  ( n°  f OS  ) » / ]>■ , mais 


Lorsque  ces  deux  inégalités  ne  s’accordent  pas,  c’est  une  preuve 
que  l’équation  n’admet  aucune  solution  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs ; mais  si  elles  s’accordent , le  nombre  des  valeurs  entières  qu’on 

ë a . 

peut  attribuer  à t entre  les  deux  limites  — - et  ^ , exprime  le 
nombre  total  des  solutions. 


N.  B.  — Comme  la  différence  entre  la  limite  supérieure  - et 
fi 

est ; — ou  — j- 

ab 


la  limite  inférieure 


ab 


^ ou  (“  cause  de  la  rela- 


tion 


/ta.  -t-  6 fi  = c),  il  s’ensuit  que  -^,ouÿ-|-i  (q expri- 
mant la  partie  entière  du  quotient  de  c par  ab  ) , est  le  maximum  du 
nombre  total  des  solutions. 


SU  — Des  Équations  et  problèmes  à trois  ou  un  plus 
grand  nombre  d’inconnues. 

'■àfgfcte.- 

133.  Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  équations  à trois  in- 
connues. 

Soit,  pour  premier  exemple,  le  système  des  deux  équations 

(t)  5x-t-4/-t-  2=272, 

(2)  8j:  -h  9/  -t-  3z  = 656, 

dans  l’une  desquelles  l’inconnue  z est  affectee  d’un  coefficient  égal 
il  l’unité.  — Commençons  par  éliminer  z. 
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A cet  effet , multiplions  la  première  équation  par  3,  et  retran- 
chons la  seconde  du  résultat  ; il  vient 

# 

(3)  7x4-  3/  = 160, 


équation  qui  peut  remplacer  l’equation  (a). 

Appliquant  à l’équation  (3)  la  première  méthode,  ou  trouve  les 

, r 1 | x — i —3/  1 r *.*  ’ 

deux  formules  / _ > , , - 

l /=5-  + r-S 

Reportant  ces  deux  expressions  de  x et  de  y dans  la  première 
équation , on  obtient  * 


5 (1  — 3/)  4-  4 ( 5 1 4-  7/)  -t-  s us  272, 


ou  réduisant. 


z — 63  — 1 3/. 


ma 


Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  en 
/onction  entière  de  l'indéterminée  t.  Ainsi,  en  donnant  à / des  va- 
leurs entières  quelconques , on  en  obtiendra  de  semblables  pour 
x,y,  z;  et  ces  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  proposées; 
car,  d’après  ce  qui  vient  d être  dit,  le  système  des  trois  formules 
équivaut  aux  deux  équations.  ->  Vf  * 1 

Si  l’on  demande  des  valeurs  entières  et  positives  pour  x,y,  z, 
il  est  évident  que  t ne  peut  être  positif,  car  x serait  négatif; 

5i 

mais  on  peut  supposer  / = o , — i,  — 2,...,  jusqu’à  / = 


ou  — 7 -,  c’est-à-dire'  — 7,  puisque  / doit  être  entier.  / 
Faisant  donc 

t — o,  —1,  —2,  —3,  —4,  —5,  —6,  — 7, 

!*  = ».  4.  7>  IO>  l3>  >6»  19,  22; 

y = 5i,44*37»  3o,  a3>  '6,  9,  ,2; 

z = 63,  76,  89,  io2,  1 1 5 , 128,  i4 1 , i54  ; 


d'où  l’on  voit  (pie  le  prqbléiue  est  susceptible  de  huit  solutions 
différentes. 


r 


% 

A PLUS  DS  DEUX  INCONNUKS.  233 

Soient,  pour  nouvel  exemple  , les  équations 

(1)  4*=122, 

(2)  iix-f-8^- — 6z=i45. 

Pour  éliminer  z entre  ces  deux  équations,  multiplions  la  pre- 
mière par  3 et  la  seconde  par  2 , puis  ajoutons  les  résultats  mem- 
bre à membre  ; il  vient 

(3)  4°x  -+•  37/  = 656, 

a 

équation  paur  laquelle  on  trouve,  d’après  la  première  méthode, 

. ( x=3^t-hg  I 

\ jr  = 8 — 4oe  )' 

Reportant  ces  valeurs  dans  l’équation  (1),  on  obtient 

6(37?  -+->  9)  7(8  — 4of)  -4-  4*  = ,2a» 

ou  réduisant, 

(4)  " 22 29 1 = 6 . f,% 

Ici  l’inconnue  z n’est  pas,  comme  les  deux  autres,  zet/, 
exprimée  en  fonction  entière  de  l’indéterminée  ?.  Ainsi , il  faut 
encore  appliquer  à l’équation  (4)>  l’une  des  deux  méthodes 
connues. 

On  a,  d’après  l’une  des  remarques  du  n°  152,  pour  les  for- 
mules relatives  à cette  équation , 

v t = 2 ?,  z = 29?'  + 3. 

Comme,  d’ailleurs,  toute  valeur  entière  de  t , substituée  dans  les 
expressions  de  x et  de  7,  en  donnera  de  semblables  pour  ces  in- 
connues, il  s’ensuit  que  , si  l’on  y met  2/'  à la  place  de  ?,  on  ob- 
tiendra les  trois  formules 

x — 74?'  -i-  9, 

7=  8 —80?', 

3 = 29  ? ' -f-  3 , 
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qui  comprendront  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x,  y , i , 

propres  à vérifier  les  équations  proposées. 

Si  l’on  ne  veut  que  des  solutions  directes,  il  est  visible  que  /'  ne 
peut  être  positif,  puisque  alors  y serait  négatif;  et  t'  ne  peut  être 
négatif,  puisque  z et  x seraient  négatifs. 

Mais  l’hypothèse  t'  = o donne  -r  = 9,  ^ = 8,  : =r  3 ; 

donc  ce  système  est  le  seul  qui  satisfasse  aux  deux  équations. 

156.  — En  résumant  la  marche  précédente , on  en  conclut  cette 
règle  générale  : — i"  Éliminez  l'une  des  inconnues  fntre  les  équa- 
tions proposées , et  cherchez  pour  l’équation  résultant  de  cette  éli- 
mination , les  formules  qui  donnent  les  deux  inconnues  qui  y 
entrent , en  fonction  entière,  d’une  indéterminée  t.  — 2°  Substituez 
ces  expressions  dans  l’une  des  équations  proposées,  ce  qui  donne 
une  nouvelle  équation  ne  renfermant  plus  que  t et  l’inconnue  que 
l’on  avait  d’abord  éliminée.  — ■’  3°  Dctcmiinez  , pour  cette  nouvelle 
équation , les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions  îles  deux 
inconnues  qui  y entrent,  en  fonction  entière  d’une  seconde  indé- 
terminée t'.  — 4"  Substituez  enfin  l’expression  de  t dans  celles  des 
deux  premières  inconnues. 

Les  valeurs  des  trois  inconnues  se  trouvent  ainsi  exprimées  en 
fonction  entière  de  t'  ; et  il  ne  s’agit  plus , après  cela , que  de  dé- 
terminer pour  t' les  limites  entre  lesquelles  ces  valeurs  doivent  se 
trouver  pour  que  celles  des  inconnues  principales  soient  entières 
et  positives. 

2V.  B.  — Toutes  les  fois  que  l’une  des  inconnues  a pour  coeffi- 
cient l’unité  dans  l’une  des  équations,  il  est  plus  simple  d’élimincr 
cette  inconnue,  parce  qu’après  avoir  exprimé  les  deux  autres  en 
fonction  entière  d’une  même  indéterminée,  si  l’on  reporte  ces 
valeurs  dans  l’équation  où  la  troisième  inconnue  est  affectée  d’un 
coefficient  égal  à l’unité , on  obtient  immédiatement  cette  troisième 
inconnue  en  fonction  entière  de  la  même  indéterminée;  ainsi , dans 
ce  cas,  une  seule  opération  est  suffisante.  Les  deux  équations  du 
n°  1315  en  ont  offert  un  exemple.  ' 

157.  — Voici  la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trois  équations  à 
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quatre  inconnues  : — Après  avoir  éliminé  l'une  des  inconnues  , on 
exprime,  h l’aide  des  deux  équations  résultantes , et  d’après  ce  qui 
vient  d'être  dit , les  trois  autres  inconnues  en  fonction  entière 
d’une  même  indéterminée  ; et  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’une 
des  équations  proposées.  Si , dans  la  nouvelle  équation , les  coeffi- 
cients des  deux  inconnues  qui  y entrent  sont  différents  de  l’unité , 
on  établit  deux  formules  qui  donnent  ces  inconnues  en  fonction 
entière  d’une  seconde  indéterminée  ; puis  on  remplace,  dans  les 
expressions  des  trois  premières  inconnues , la  valeur  de  la  première 
indéterminée  en  fonction  de  la  seconde,  et  l’on  obtient  ainsi  les 
quatre  inconnues  primitives  en  fonction  entière,  de  la  seconde 
indéterminée. 

Meme  raisonnement  pour  quatre  équations  à cinq  inconnues,  etc. 

158.  Nous  proposerons,  pour  exercice,  les  questions  sui- 
vantes : 


Première  question.  — Un  monnayeur  a trois  sortes  d’argent. 

7 

Sur  ■ kilogramme , la  première  contient  ~ d'argent,  la  seconde 

il,  et  la  troisième  Il  veut  faire  un  alliage  de  3o  kilogrammes 

ifo  ifa 

3 

pesant,  qui  sur  i kilogramme  contienne  , d’argent.  Combien  (en 
nombres  entiers  ) doit-il  prendre  de  kilogrammes  de  chaque  sorte  ? 


1°, 

12, 

•4. 

16, 

>8, 

20, 

'5, 

10, 

5, 

.0, 

0» 

3, 

6, 

9> 

12, 

j c’est-si-dire  cinq  solutions,  en  admettant  o pour  valeurs  de  j I 
' et  de  z. 

Seconde  question.  — Trouver  trois  nombres  entiers  tels  que  la 
somme  de  leurs  produits  respectifs  par  les  nombres  3,  5,  7,  soit 
égale  à 56o,  et  que  la  somme  de  leurs  produits  par  tes  carrés 
g,  25,  49>  s°d  égale  à 2920. 

/ / x = l5,  5o,  j \ 

( Réponse.  < = 82 , 4°,  L c’est-à-dire  deux  solutions.  ) 

\ {*  = .5,  3o,J  / 
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Troisième  question.  — Trouver  un  nombre  entier  N qui,  étant 
divisé  par  1 1 , donne  te  reste  3 ; divisé  par  1 9,  donne  le  reste  5 ; et 
divisé  par  29,  donne  le  reste  10. 

(Réponse.  N = \i  28  4-  6061  f,  t étant  entier;  en  sorte 
que  4i?-8  est  le  plus  petit  nombre  entier  absolu  qui  satisfait 
à l’énoncé. 

Quatrième  question.  — Trouver  pour  x un  nombre  tel  que  les 
3-r — 10  1 ix  -|-8  i6x — 1 

expressions  , — — , , soient  des  nombres 

7175 

entiers. 

( Réponse,  x — 21 1 -t-  5iq5t.  ) 

*59.  Remarque  importante.  Si,  dans  la  dernière  question , on 

..  . , . 3x — 10  nx  + 8 idr — 1 

désigné  par/,  z et  v,  les  quotients  , — — , 

7175 

on  a pour  les  équations  du  problème, 

3x — 10=7/,  1 ix  4-  8 = 172,  i6x — 1 = 5e; 

nubien..  3x — 77  = 10,  nx  — i-jz— — 8,  i6x — 5e  = 1. 


11  faudrait  donc  leur  appliquer  la  marche  indiquée  dans  le  numéro 
précédent  pour  trois  équations  à quatre  inconnues.  Mais  nous 
allons  développer  un  moyen  beaucoup  plus  simple  de  déterminer 
la  valeur  de  x qui  est  ici  l’inconnue  principale.  Ce  moyen  est 
d’ailleurs  applicable  à toutes  les  questions  du  même  genre. 

D’abord , si  nous  considérons  la  troisième  expression  , — - , 

dont  le  dénominateur  est  le  plus  simple , elle  revient  à 


3^  4"  ’ 

ainsi,  pour  qu’elle  soit  entière,  il  faut  et  il  suffit  que  x — 1 soit 
un  multiple  de  5. 
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Posons  donc  * ■ = t ; il  en  résulte  x = i -47  5t. 

5 


• Toute  valeur  entière  de  t,  substituée  dans  cette  dernière  équa- 
tion , donnera  pour  x un  nombre  qui  satisfera  à la  troisième  con- 
dition de  l'énoncé.  ■ 

Substituons  dans  la  première  expression,  — —,  la  valeur 

7 

de  x qu’on  vient  d’obtenir  ; elle  se  change  en 

t5r — 7 ...  t 

- , ou  , réduisant , it  — i -1 — . 

7 7 

On  voit  que  celle-ci  sera  entière  si  l’on  suppose  t = 7O  d’ailleurs 
cette  condition  est  -nécessaire.  Ainsi , pour  que  la  première  et  la 
troisième  des  expressions  proposées  soient  entières,  il  faut  et  il 

suffit  que  l'on  ait x = 1 

t étant  de  la  forme  t = 7 1',  ce  qui  donne.  . . x = 1 -4-  35f '. 

1 tx  8 

Portons  dans  la  seconde-  expression , , cette  nouvelle 


valeur  de  x ; il  vient 

385f'  -+- 19 

1 

<7 


aSr'-f-  1 


2(1—30 


Or,  2 est  premier  avec  1 7 ; donc , pour  que  la  seconde  expression 
soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  1 — 3 1'  soit  divisible 
par  17. 

r,  i—3 1'  „ . , 1 — 17/" 

Posant = t ron  en  tire.  . . . . r = —l — 

17  3 


ou  , effectuant  la  division  , . 


Soit  - — i-i-  = tm,  on  obtient T?.  r"=  3/'’’  — 1, 


* 


. . t'=  — 6t"  + 


d’où  /'  = — 6(3f' — t)-*-/",  ou  t'  = — 17/*-)- 6. 
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Reportant  cette  valeur  dans  l’expression  x — i -t-  35/', 
on  obtient  , toute  réduction  faite, 

x = ni  i — 

Telle  est  la  formule  propre  à donner  toutes  les  valeurs  de  x 
susceptibles  de  satisfaire  à l’énoneé. 

Soit  t'"  = o,  on  trouve  x — ?.i  1 : c’est  le  plus  petit  de  tous  les 
nombres  cherchés. 

En  supposant  à /"'  des  valeurs  négatives  quelconques , on  ob- 
tiendrait les  autres  solutions  [en  nombres  positifs]. 

JY.  B.  — Nous  remarquerons  que  595,  coefficient  de  /'"  dans  la 
formule,  est  le  produit  7 X 17X5  des  dénominateurs  des  trois 
expressions  proposées.  Il  serait  aise  de  se  rendre  compte  de  cette 
propriété , qui  se  modifie  lorsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux  ; car,  dans  ce  cas , le  coefficient  est  égal  au 
multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs. 

140.  — Il  nous  reste  encore  à parler  des  problèmes  dits  plus 
qu'indéterminés,  c’est-à-dire,  de  ceux  pour  lesquels  le  nombre  des 
équations  est  moindre  de  deux  ou  de  plusieurs  unités  que  le 
nombre  des  inconnues. 

Soit  d’abord  l’équation  à trois  inconnues,  ax  -+-  by  -H  cz  — d. 
Si  l’on  fait  passer  le  terme  cz  dans  le  second  membre , il  vient 
ax  -+-  by  — d — cz,  ou  ax  -+-  bjr  — c' 

le'  désignant  la  quantité  d — cz,  qu’on  regarde  pour  le  moment 
comme  connue). 

Cela  posé  , l’on  établit  pour  l’équation  ax  by  = c', 

les  deux  formules  x — a — bt,  y — S -4-  at. 

Après  quoi , Von  remplace  dans  a et  6,  c'  par  sa  valeur  d — cz  ; 
alors  x et  y se  trouvent  exprimés  en  Jonction  entière  de  l’indéter- 
minée t , et  de  la  troisième  inconnue  z. 

Soit  proposé , par  exemple , de  payer  1 87  francs  avec  des  pièces 
de  5 fr.,  6 fr.,  et  20  fr.,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Désignons  par  x,  y,  les  trois  nombres  de  pièces  qu’il  faut 
donner  de  chaque  sorte  ; on  a l’equation 

5x  -4-  6y  -I-  2oz  =187, 
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<|ui  revient  à 5x  -+-  6j  = 187  — 20 2 = c . 

Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  x, 

c'  ■ — 6r 

on  a x — = — — , 

5 

» • c'  — y 

ou  bien x — — y H — . 

c'  — Y f 

Posant  — = — = t,  l'on  en  déduit  y =r  t/ — 5 f , 

5 

d'où x — — c'  6/. 

Remplaçant,  dans  ces  deux  formules,  c1  par  sa  valeur  187 — 202, 

1 r=  187  — 202 — 5 t, 

on  trouve  enfin < 

( x = — 187-+-  20*  6t. 

Tant  que  l’on  admettra  pourx  et  jr  des  nombres  entiers  , positifs 
ou  négatifs,  on  pourra  donner  à 2 et  à r des  valeurs  tout  à fait  arbi- 
traires ; mais  si  l’on  veut  satisfaire  directement  à l'énoncé,  la  forme 
même  de  l’equation  proposée , 5x  6 y -h  20*  = 187,  prouve 

que  2 ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-dessus  de  t ? ou  g — ; 

car , autrement , x ou  y serait  négatif. 

Posons  donc  sucèessivement  2=  o,  1,  2,  3, , 8,  g. 

: **. 

Si  l’on  fait  2 = o , fes  valeurs  de  x et  de  y 

deviennent.  . j 

( y = 187  — 5/;. 

formules  qui  prouvent  que  t doit  être  > mais 

I 2 

ou  3i  g,  mais <^37  g.  Donc  t peut  recevoir  six  valeurs» 
savoir  : 32,  33,  34,  35,  36.  et  37. 
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Ainsi,  pour  s = o,  on  a 


Soit  a 


i ; on  trouve 


d’où  t > ou  27  ? , mais  < ^ ou  33  g,  ce  qui  donne  en- 
core les  six  valeurs  28,  29,  3o,  3 1 , 3a  et  33. 


KQUATIOXS  INDÉTKRMlJn-'.l.S 

* ;•  t 

!t  = 3a , 33 , 34 , 35 , 36 , 37 , 
x=  5,11,17,23,29,35, 

X =27,22,17,  12,  7,  2. 

à 

t x = — 167  -+-  fi/, 

l r = '67 


5/i 


167 


Ainsi , pour  a 
/ 


| /=28,29,3o,3i,32,33, 
n 1 , on  a.  • . «\  a? ■ — 1,  25,  3 1 , 

( 7=27,22,17,  12,  7,  2; 


Pour  a = 2,  on  trouverait. 


t = 25,26,27 , 28,29, 
x=  3,  9,15,21,27, 
y =22, 17,12,  7,  2; 

< =22,23,24,  25, 


Poura  = 3 { •*  = 5,ii,i7>23, 

7 = 17,12,  7,  2, 


Pour  a = 8,  les  formules  se-  ( x=  — 27  -+-6f, 
raient ( X — 27  — 5f; 

d’où  f ">  ^ ou  4 -,  mai*  on  5 s.  Alors  t ne  peut  rece- 
^ 5 2 5 5 

voir  que  la  valeur  t = 5 ; ce  qui  donne  x = 3,  7 = 2. 

Enfin  , à l’hypothèse  a = 9,  il  ne  correspond  aucune  solution; 

car  les  formules  deviennent  x = — 7 -I-  6r,  7 = 7 — 5f , 

d’où  (>?oui  4,  mais!  <T  1 ou  1 | j résultats  contradictoires. 
06  5 5 

1 Ai . On  voit  assez  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  deux  équations 
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«quatre  inconnues,  trois  équations  à cinq  inconnues.  Cependant, 
nous  donnerons  encore  la  résolution  complète  d’une  question  de 
ce  genre,  pour  faire  voir  comment . , l’aide  de  quelques 

considérations  particulières,  on  parvient  souvent  à simplifier  les 
calculs.  s*  k*  r 

Cinquième  question.  - ünfirmier  achète  100  pièces  de  betai! 
pou  r IOO  louis,  savoir  : ries  bœufs  à .0  louis  la  pièce,  des  vaches  à 
5 loues,  des  veaux  à 2 louis,  et  des  moutons  à un  demi-ton,  s\— 
Combien  a-t-il  acheté  d'animaux  de  chaque  espèce  ? 

Soient  x,  y,  r,  «,  les  nombres  cherches;  on  a les  équations 

*+  z+  "=,001  ( 
iox+5^+2î-|--a=ioo  i ÜU*  W 

2 J . * [20X4-U y+^-Hf^ffoo. 

En  retranchant  la  première  équation 
de  la  seconde  , or*  obtient.  * . j£j_ w :! 

équation  qu’il  faudrait  trait, -r.coihmo  dans  le  n"  prêchent.  Mais  ’ 
avant  tout,  observons  qu’il  e*  préférable  d/exprh.cr  j,  et  a en 
foneteon  entecre  <fex,  ,«  parce-  qu’il  est  Aident  que  x ne  doit  pas 

avoir  de  valeurs  au-dessus  de  122  „u5  A,  parce  que  les  coef 


. cienls  de  y et  de  z ont  un  factenr  commun  ; ce  nui  entraînera 
nécessairement  une  condffion  propre  à détermine,  les  valeurs 
convenables  de  x. 

D’après  ces  considérations,  treqpposo’ns  le  <erme  iq.r^  « vient 

*■'  < * • 

. + • * V 

yr  H-  3z=  IOO  — içpr,  ou  bien,  3r  + :-u  100  ~ '9* 

# * * .3 

Or,  puisqug  l’on  demande  pour  x,  y,z,u,  des  nombres  en- 
hers  et  positifs,  il  faut  que  ^ ^ ^ 

il  n’y  a éVidemment que  x=  , et  x=  4,  qui  puissont  Mti5fairc 
a cette  double  condition.  • • r ■ 

Ainsi  déjà,  x ne  peut  avoir  pour  valeurs  que  x = i et  x = &. 

Soit  x=  i,  il  en  résulte  3^-p  * = 2,  0I1.  . .z_2,_3  ‘ 

Mg.B.,effd.  }- 
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Substituant  ces  valeurs  de  x et  de  i dans  la  première  des  équa- 
tions pro|>05<e».,  on  trouve* u — 7 a -t-2_r . 

La  premier»'  de  ces  deux  formules  montre  que  y ne  peut  pas 
étre%>g;  ainsi  , « 

f y — °>  fi  2 » 3,  4,  5,  6,  7»  8)  9* 

pour  ^ = 1,  ona  j z = 27.j 2,4 f 2 1 ► t8, t5 , 1 2 , g,  6,  3,  o; 

( ui=  72,7!, 76,^8, 80, 82, 84, 86, 88, 90. 

- 

t 


t*  = 


et 


= 4;  il  vient  3/ 
- TÈr*  T'fc  ” 

k-V-V*. 


i.=v 


d’où 


z = 8 — 3 j ; 
« = 88  -+-  2_y  . 


J, 'expression  de  z prouve  que  y ne  peut  pas  être  > 2 ; 

1 y=  o,  1,  2; 

ains^pqur x _==  4%  «U.trotfve  Ç •=  8,  5,  2; 

, * * ‘ u = 88,go,q2. 

. 4 - a.  » *•  y 

D’où  l’oit  voit  queja  (‘piCstién  proposée  n’est  susceptible  que  de 
treize  solution*’,  et  «le  </(«"*  l’<*  ctfccpüW  solutions  o. 

•' * -2  3 / *■  ~ 

/V.  /).•  — f.c  moyen  »le  sj  déification  qui  vient  d’être  indique 
devient  quelqnwoi?  Jtnt*  modification  indispensable  à la  méthode 

exposée*!"  1 j }>  ■ ^ "* 

C’esf  ce  qui  aurait  ifrti jj*ar  exemple,  pour  l’équation 

- ê Y*  ' a »■  « A 

* * tix  «-*1  Ùr  -•  1 fiz  ==»i  1 , 

•••  ‘ • 

dans  laquelle  oÿ.  roconnaij  jpte  les  trois  c (►efficients  considères 
deux  à deux*  Ont  un  factçur  .commun.  • 

4 % %r  • 1 | * ' 

I t 

142.  Le  but  fle  TAninlyse  indéterminée  du  second  degré  est, 
comme  celle  dn  pi  ertuer  ifegi  t , de  résoudre  en  nombres  entiers  les 
problèmes  qui  donnent  lieu  à un  nombu'  d'équations  moindre  que 
celui  des  inconnues.  Mais  comme , en  général , une  équation  du 
second  degrc. S deux*inconflues  donne  l’une  d’elles  en  fonction  irra- 
tionnelle de  l'autre  , il  s’ensuit  que  la  question  consiste,  i°  à dé- 
terminer , pour  l’une  des  Inconnues , des  valeurs  rationnelles 
qui  aient  la  propriété  d’en'  donner  de  semblables  pour  la  seconde; 
2"  à choisir  parmi  les  valeurs  de  la  première  inconnue,  les  valeurs 
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entières  qui  en  donnent  dissemblables  pour  la  secundo.  On  conçoit, 
d’après  cela,  que  l’Analyse  indéterminée  du  second  dogre  doit 
offrir  de  plus  grandes  difficultés  que  celle  du  premier  degré.  C’est 
en  effet  une  des  théories  les  plus  difficiles  de  l’Analyse  algébrique  ; 
et  elle  sort  tout  à fait  des  éléments.  Nous  renvoyons , pour  cet  ob- 
jet , à la  Théorie  des  nombres  de  Legendre  et  a Y Algèbre  de 
M.  Lhuillier,  ouvrage  dans  lequel  nous  ayons  déjà  puisé  les  énon- 
ces d’un  grand  nombre  de  problèmes , et  où  se  trouve  traitée  jjne 
série  de  questions  du  second  degré  à deux  inconnues  , dont  les 
équations  ne  renferment  que  le  rectangle  ou  produit  des  in- 
connues. 


CHAPITRE  Y.  • . 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Pannes 
d’un  degré  (fiielcnmjue.  • » 


Introduction.. — l)e  même  que  là  résolution  des  équations  du 
second  degré  supposé  connus  les  procédés  d?  l 'extraction  de  la  ra- 
cine carrée  , de  mcine , la  résolution  des  équations, dp  troisième  , 
quatrième....  dégre,  exige  qiioç  sache  extraire  lu  raqine^roisicme, 
quatrième....  d’une  quantité , soit  numérique1,  soit  algebjique. 

( Voyez  le  n°  8,  pour  la  définition  des  mots  puissante  et  rqrine.  ) 
L’élévation  aux  puissances  , I çxtraétibn  des  racines  de  degré 
quelconque,  et  le  calcitl  des  radicaux,  feront  l’objet  principal 
de  ce  nouveau  chapitré,  qui,  avec  le  premier,  et  une  partie  du 
troisième , constitue  l’ensemble  des  opérations  que  l’on  peqt  avoir 
à effectuer  sur  des  nombres  exprimés  algébriquement. 

Quoiqu’une  puissance  quelconque  d'un  nombre  puisse  s’obfemr 
d’après  les  régies  de  la  multiplication,  soit^rithragÿqne  ^ soit  Al- 
gébrique, cependant,  la  formation  de  celte  puissance  est  assujettie 
à une  loi  qu’il  faut  connaître  lorsqu’on  veut  revenir  de  la  puissance 
à la  racine.  Or,  comme  la  loi  décomposition  du  carié  d’une  quan- 

16. 


Digitized  by  Google 


FORMATION . DES  PUISSANCES. 

titc  numérique  ou  algébrique  est  fondée  ( n°  80)  sur  l’expression  du 
carré  d’uu  binôme , de  même  la  loi  relative  à une  puissance  de 
degre  quelconque  se  déduit  de  l’expression  d'une  puissance  de 
même  degré  d’un  binôme.  C'ést  donc  par  la  détermination  du  dé- 
veloppement d'une  puissance  quelconque  d'un  binôme  que  nous 
devons  commencer  cette  nouvelle  théorie. 

§ I <t  _ Binôme  de  Newton,  et  conséquences  qui 
en  dérivent. 


145.  Introduction.  — Si  l’on  fait  le  produit  de  plusieurs  binô- 
mes égaux  à x ■+■  a , on  parvient  aux  résultats  suivants  : 


(r -+-<*)' -t-o» 

-+-«V 

(x  + a)»î=x>-t-3ajV-+->3rt,.r  +-aJ,  p 

6o,iî  + 4aJa:  + fl‘> 

(x_f-a')‘=:.r»-+-5flx‘-l-  ioa!xJ4-  ioa,x*+5a>x-i-ai. 

En  jetant  les  jeux  sur  ces  différents  développements , on 
reconnaît  aisciqent  une  J ni  suivant  laquelle  ils  procèdent , 
quant  aux  ex  posants  de  - et  de  a ; mais  il  n*cn  est  pas  de  même 
pour  les  coefficients.  Cependant  j^ewton  est  parvenu  à en 
découvrir  une  au  moyen  de  laquelle , le  degré  d’une  puis- 
sance d^un  binyme  étant  donné,  pn  peut  former  celte  puissance 
sans  étfc  obligé  de  passer  d’abord  par  toutes  les  puissances 
inférieures.  Il  n'a  laissé- vauq|jne  trace  des  raisonnements  qui 
avaient  pu  l’y  conduire  ; mais  demîis,  on  a constaté  d’nne  ma- 
nière rigoureuse  ^existence  de  cette  loi.  De  toiles  les  démonstra- 
tions connues,  la  plus  élémentaire  eSt  celle  qui  se  trouve  fondée 
sur  la  Théorie  des  combinaisons.  Toutefois,  comme  cette  démonstra- 
tion est  encore  assez  compliquée,  nous  commencerons,  pour  en 
simplifier  l'exposition,  par  résoudre  quelques  problèmes  relatifs 
adx  condnnaisqps  ; d’où  il  sera  facile  ensuite  de  déduire  le  déve- 
loppement d’une  puissance  quelconque  d’un  binôme,  ou,  en  d’au- 
tres termes  , la  formule  du  binôme. 
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144.  On  a déjà  vu  (n°  10)  que  le  produit  d’un  nombre  n de 
facteurs  a , b , c,  ne  change  pas,  dans  quelque  ordre  qu’on 

effectue  leur  multiplication.  Or  supposons  que  l’on  veuille  déter- 
miner le  nombre  total  des  manières  dont  ces  différentes  lettres 
peuvent  être  disposées  les  unes  à la  suite  des  autres.  Les  résultats 
qui  correspondent  à chaque  disposition  que  l’on  fait  subir  à ces 
lettres , se  nomment  permutations. 

C’est  ainsi  que  deux  lettres , a et  b , donnent  un  produit  unique 
nb , mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même,  les  trois  lettres  a,  bt  c,  donnent  un  produit  unique 
abc,  mais  fournissent  les  six  permutations  abc,  acb , en  b , bac, 
bca,  cba;  et  ainsi  de  suite. 

Soit  maintenant  un  nombre  m de  lettres  a , b,  c,  d,  e,. . si  on 
les  dispose  les  unes  à la  suite  des  autres,  2 à 2,  3 à 3,  4 à 4»*  • • > 
dans  tous  les  ordres  possibles,  de  manière,  toutefois,  que,  dans 
chaque  résultat,  le  nombre  des  lettres  soit  moindre  que  celui  des 
lettres  données , on  j>eut  demander  l’expression  du  nombre  total 
des  résultats  que  l'on  obtient  ainsi.  Ces  résultats  sont  ce  qn’on  ap- 
pelle des  arrangements. 

Ainsi,  ab,  ac , ad, . . .,  ba,  br,  bd,  . . .,  ca,  cb,  cd, . . .,  sont 
des  arrangements  2 à 2 des  m lettres. 

De  même,  abc,  abd,  . . . , bac,  bad , . . . , acb , acd,  . . . sont  des 
arrangements  3 à 3 . . . 

Enfin  , lorsqu'on  dispose  ainsi  les  lettres  2à  2,  3 à 3,  4 Mv> 
on  peut  exiger  que'deux  quelconques  des  résultats  que  l’on  forme 
ne  soient  pas  composés  des  mêmes  lettres,  c’est-à-dire  qu’ils  diffè- 
rent entre  eux  au  moins  par  l’une  des  lettres;  et  l’on  peut  deman- 
der alors  le  nombre  total  des  résultats  qu’on  obtient  ainsi.  Dans 
ce  cas  , les  résultats  prennent  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi , ab,  ac,  bc,...,ad,  bd,  . . sont  des  combinaisons  2 à 2 , 
toutes  distinctes  les  unesdes  autres,  puisque deux  quelconques  des 
résultats  diffèrent  au  moins  par  l'une  tics  lettres. 
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De  même,  abc,  abd , . . . ,actl , bcd,  . . . sont  des  combinaisons 
3 à 3. . . 

H existe  donc  une  différence  essentielle  dans  la  signification  des 
mots  permutation , arrangement  et  combinaison. 

i°.  On  donne  le  nom  de  permutations  aux  résultats  qu’on  ob- 
tient en  disposant  les  unes  à la  suite  des  autres , et  dans  tous  les 
ordres  possibles,  sur  une  même  ligne,  un  nombre  déterminé  de  lettres , 
de  manière  que  toutes  tes  lettres  entrent  dans  chaque  résultat , et 
que  chacune  n'y  entre  qu'une  fois. 

20.  Le  nom  d 'arrangements  s’applique  aux  résultats  qu’on  ob- 
tient en  disposant  les  unes  à la  suite  des  autres,  et  dans  tous  les 
ordres  possibles , sur  une  même  ligne,  2 à 2 , 3 à 3 , 4 à 4>  • • ■ 1 
n à n,  un  nombre  m de  lettres  , m étant  n. 

On  peut  toutefois  supposer  n — m-,  auquel  cas , les  arrange- 
ments n à n deviennent  de  simples  permutations. 

3".  "Enfin.,  ou  appelle  combinaisons  les  groupes  d’arrangements, 
dont  lieux  quelconques  diffèrent  entre  eux  au  moins  par  l’une  des 
lettres  qui  y entrent. 

Il  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ces  défini- 
tions , pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivants. 

148.  Premier  problème.  — Déterminer  te  nombre  total  des 
permutations  dont  n lettres  sont  susceptibles. 

D’abord,  deux  lettres  a et  b donnent  évidemment  les  deux  per- 
mutations ab  et  ba.  Ainsi,  le  nombre  des  permutations  de  deux 
lettres  est  2 , ou  1X2. 

Soient  actuellement  3 lettres,  a,  b,  c.  Mettons  k part  une 
quelconque  de  ces  lettres,  c,  par  exemple,  et  écrivons  à la  droite 
des  deux  arrangements  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres , la 
lettre  c ; il  en  résulte  les  deux  permutations  dé  trois  lettres , abc , 
b(tc.  Or,  comme  on  peut  ainsi  mettre  à part  chacune  des  trois  let- 
tres, il  s'ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations  de  trois  lettres 
est  égal  à 2X3,  ou  1 X 2 X 3 (*)." 


(*)  La  place  que  nous  avons  assignée  à la  lettre  c par  rapport  aux  arran- 
gements ab,  bn,  est  de  pyir  if/mcniion.  Nous  aurions  pu  également  con- 
icnirdc  faird  occupera  la  lettre  r la  première  place  à gauche,  nu  mémo 
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En  général,  soil  un  nombre  n de  lettres.  a,  b,  c,  il,...,  et  sup- 
posons déjà  connu  le  nombre  total  dès' permutation}  de  { n — i) 
lettres , nombre  que  nous  désignerons  par  q).  . 

Considérons  à part  unedes  n lettres,  et  écrive nscette  lettre  à 
la  droite  de  chacune  des  Q permutations  que  donnent  les  -a-  t ) 
autres  lettres,  il  en  resuite  Q permuranons  de  n lettres  , terminées 
par  la  lettre  qu’on  avait  d'abord  isolée.  Or , cun^nejon  peut  ajnsi 
mettre  à part  chacune  des  n lettrcsf’il  s’ensuit  que  le  nonU/raéotal 
des  permutations  de  n lettres  est  égal  à.  Q4<  n. 

Soit  n = 2 ; Q désigne  alors  le  nombre  de»  permutations  qu’une 
seule  lettre  i>eut  donner  ; dithr  fj  ef  il  vient,  dans  «g  cas 

particulier,  Q x « = 2.  ( ' » 

• * ? * • ■ 

Soit  n = 3;  Q exprime  alors  le  nombre  des  permutation ^dc 

(3  — 1) , ou  de  2 lettres  , et «st  cg^l  à 1 X a.  ' Ainsi , 

Q X n — 1 X a X,  3.  * 

Soit  encore  « = 4 » Q désigne,  dans  ce  cas  , le  ndmbrc  des  per- 

• * * 

mutations  de  3 lettres, *ct  est  égal  à )X|^3.  Donc 

* a» 

Q X « = 1 X ? X 3 X*<T 

On  voit  donc  que  la  formule  Q X « renferme  tous  les  cas  par- 
ticuliers du  problème  proposé.  Ainsi,  en  repreAnt  les  raisonne- 
ments ci-dessus , on  peut  résoudre  immedjatement  le  cas  général  , 
sauf  à en  déduire  ensuite  tous  Ifs  (ca»  particuliers. 

i».  s V • # 

146.  Sf.conu  prohlkme.  — Un  nombre  mjfc  lettres  a,  b,  c,  d,... 
étant  donné , déterminer  le^nombrd total  des  arrangements  n il  n, 
i/ue  l’on  peut  former  avec  ces  in  lettres , m étant  supposé  plus  grand 
que  n. 

Pour  résoudre  sur-le-champ  cette  question  générale,  supposons 


<le  l’écrire  entre  les  lettres  <1  cl  Ssoii  i et  a;  mais  celte  |iluce  une  foi» 
assignée,  clic  ddit  rester  invariable  pour  toutes  les  permutation»  à cir- 
culer, sans  quoi  il  en  résulterait  des  répétitions. 
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déjà  connu  le  nombre  total  "ries  arrangements  (h — i)  à (/» — i) 
<|ne  l’on  pAt  faire  avec  1rs  m lettres;  et  désignons  ce  nombre 
pari».  ’ t* 

Considérant  un  quelconque  de  ces  arrangements , écrivons  à sa 
droite  chacune  des  lettres  qui  n’y  entrent  pas  et  dont  le  nombre 
est  ne<$*ssairemcnt  m — (il— *i)  ou  (/A--/j-h  i);  11  est  évident 
que  l’on  formera -ainsPun  nombre  (m  — «a-i)  d’arrangements 
«l«-  n lettres,  différant  tous  enftr  eux  par  la  dernière  lettre. 

Considérons  uri’nouvel  arrangeltient  de  (n  — r)  lettres,  et  écri- 
vons à(sa  droite  les  ( m — n-+-  i)  lettres  qui  n’en  font  pas  partie; 
nousobti^ndronrsncorc  un  'nombre  [m — /i-f-i)  d’arrangements 
de  « lettres,  différant  toi£  entre  eux  et  différant  des  précédents, 
au  moins  par  la  disposition  d’y  ne  des  (n — i)  premières  lettres. 
Coiuyic  d'ailleurs  on  peut  consid  érer  à part  chacun  des  P arrange- 
ments (n — i ) I (n  — t^  ,.ct  écrire  successivement  à sa  droite  les 
(m  — n-h  i ) autres  lettres,  il  s’cnsuit'que  le  nombre  total  des  ar- 
rangements de  m lettres  n à n,  est  exprimé  par 


P(” 


n 4-  O 


Veut-on  maintenant  trouver..,  comme  cas  particuliers , les  nom- 
bres d'arrangements  ue  m lettres  a à 2,  3à3,  4 ^ 4 ■ • • ^ 
Faisons  n , d’où  m — n \ — m — i;  P exprime,  dans 
ce  cas,  le  nmnbrt^tot^dé?  arrangement»  (2  — 1)  à (2  — 1) , ou  1 
à 1 , et  est , par  oonsé^ent , égal  à m ; 
donc  la*  formule  devient  m (m  — 1). 

Soit  n = 3 , d’où  m — /%-f-  1 — m — a ; P exprime  alors  le 
nombre  des  arrangements  2 à 2 , et  est  égal  à m(m  — 1)  ; 

donc  la  formule  devidüt  nj  (m  — * 1 — 2). 

* r k 

Soit  «ocore  n = 4 > <Uoù  m — n -t-  1 \Sm  — 3;  P exprime  le 

nombre  des  arrangements  3 à 3 , ou  est  égal  à.  m{m  — 1 ) (m  — 2)  ; 

donc  la  formule  devient  m[ni  — 1)  (m  — 2 ) (m  — 3). 

Kt  ainsi  de  suite. 

« 

B.  — D’après  la  manière  dont  les  ras  partioulicrs  ont  été 
déduits  de  la  formule  générale  P (m  — » + i),on  peut  conclure 
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que  celte  formule  développée  revient  à 

m(m  — i ) {m  — 2)  (m  — 3)  ( . . (m  — n - 1~  t ) ; 

c’cst-à-'dire  qu 'elle  se  compose  du  produit  des  n nombres  consécu- 
tifs, décroissant  depuis  m inclusivement  jusqu ’à’ ni  — (n  — t)  oit 
(m  — n -+-  1) , aussi  inclusivement. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  déduire  de  cette  formule  développée, 
celle  du  numéro  précédent,  c’est-à-dire  la  valeur  de  Q X n aussi 
développée. 

En  effet,  on  a vu  (n°  144)  que  les  arrangements  deviennent  ' 
«les  permutations  lorsqu’on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui 
entrent  dans  chaque  arrangement  égal  au  nombre  total  des  lettres 
considérées. 

Ainsi , pour  passer  du  nombre  total  des  arrangements  de  m 
lettres  a à n,  au  nombre  de  permutations  de  n lettres,  il  n’y  a 
qu’à  faire  dans  le  développement  ci-dessus,  m = n;  ce  qui  donne 

n[n  — 1)  {n  — 2)  (/t  — 3). ...  1 . 

Renversant  l’ordre  des  facteurs  et  observant  que  le  dernier  facteur 
étant  t,  l’avant-dernier  est  2',  le  précédent  3, . . .,  on  obtient, 
pour  le  développement  de  Q n , 

1.2. 3. 4 (n  — 2 )(n  — 1)0, 

i<j a * > . b fyj  ïv*ft>£riù.t  C ^ pwysys 

expression  dont  les  facteurs  ne  sont  autre  chose  que  les  nombres 
entiers  consécutifs , compris  depuis  1 inclusivement  jusqu’à  n inclu- 
sivement. 

1 47.  Troisième  problème.  — Déterminer  te  nombre  total  des 
combinaisons  différentes  que  l'on  peut  former  avec  m lettres  prises 
n à n. 

Désignons  par  X le  nombre  total  des  arrangements  n à n que 
l’on  peut  former  avec  m lettres , par  Y le  nombre  des  permu- 
tations dont  n lettres  sont  susceptibles,  enfin  par  Z le  nombre 
total  des  combinaisons  différentes  n à n , nombre  qu’il  s’agit  de 
déterminer. 

Il  est  évident  ijuc , pour  obtenir  tous  les  arrangements  possibles 
de  m lettres  n à n,  il  suffirait  de  faire  subir  aux  n lettres  de  cha- 
cune des  Z combinaisons , toutes  les  permutations  dont  ces  lettres 
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sont  susceptibles.  Or  une  seule  combinaison  de  n lettres  donne , 
par  hypothèse  , Y permutations  ; donc  Z combinaisons  de  //  lettres 
doivent  donner  Y X Z arrangements  n à n ; et , comme  on  a 
d’ailleurs  désigné  par  X le  nombre  total  des  arrangements , il 
s'ensuit  que  les  trois  quantités  X , Y,  Z , sont  liées  entre  elles  par 

la  relation  X = Y X Z;  d’où  l’on  déduit  Z = — . 

Mais  on  a trouvé  (n°  146) 

X = P (m  — n i ) , 
et  (n°  148)  Y = Q X n. 


Donc  enfin , 


P (m  — n t) 

QX» 


P m — n -f-  i 


Comme  P exprime  le  nombre  total  des  arrangements  («  — i ) à 
(n — i),  que  Q exprime  le  nombre  total  des  permutations  de 

P 

(n  — i)  lettres,  il  s’ensuit  que  — exprime  le  nombre  des  combi- 
naisons différentes  de  m lettres  (u  — i)  à (n  — i). 

D’après  cela , soient  demandes,  comme  cas  particuliers , les  nom- 
bres de  combinaisons  2 à 2,  3 à 3 , 4 à 4>  • • • 

P 

Faisons  n — 2.,  auquel  cas  ^ , exprimant  le  nombre  des  combi- 
naisons (2  — i)à(2 — i),  ou  i à i,  est  égal  à 


la  formule  ci-dessus  devient  m X 


i (m  — i 

t .2 


Faisons  n — 3 , auquel  cas  - exprime  le  nombre  des  combinai 


m ( m — i) 
2 

m{m  — t ) (m — 2) 

I .2.5  ■ 


sons  2 à 2,  ou  est  egs 
la  formule  devient 

On  trouverait  de  même  - , 

1 .2.3-4 

pour  le  nombre  des  combinaisons  4 à 4 > etc ...  ; et  en  général , 


1 (m — 1 ) ( m — 2)  (m  — 3 ) 
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pour  le  nombre  des  combinaisons  n à n , on  a 

m[m  — i ) (/«  — 2)  (/«  — 3)  . . . (m  — n 1) 

I .2.3.4 -5. . . (n — 1 ) n ’ 

, „ . P [m — n+i)  ... 

c est  I expression  ^ Q^X développée. 


?5i 


2V.  B.  — Cette  dernière  expression  n’a  aucune  signification  lors- 
qu'on y suppose  n — 1 ; et  cela  tient  à ce  qu’elle  ne  donne  un  cer- 
tain nombre  de  combinaisons  inconnu , qu’en  fonction  d’un  autre 
nombre  de  combinaisons  déjà  déterminé;  or  les  combinaisons  les 
plus  simples  sont  les  combinaisons  une  à «ne dont  le  nombre  est  m. 
— Ce  n’est  donc  qu’à  partir  de  n= 2,  que  la  formule  est  applicable. 

DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE  DU  BINOME. 


148.  — Pour  découvrir  plus  aisément  la  loi  du  développement 
delà  puissance  m,imt  du  binôme  x ■+■  a , nous  commencerons  par 
observer  la  loi  du  produit  de  plusieurs  binômes  x -+-  «1,  x -+-  b, 
x -h  c,  x -h  d, . . . , ayant  un  premier  terme  commun , et  dont  les 
seconds  termes  sont  différents.  (Cet  artifice  a pour  but  d’empêcher 
la  réduction  des  termes  semblables.  ) 


x ■+■  a 
x b 


i'r  produit.  . . x1  -f-  n 
b 

X -f-  c 

x -H  11  b 

x*  + a 

-h  b 
4-  c 

X -f"  rf 

x ' nb 

-+-  ne 
-+-  bc 

x abc 

3"1' x*  H-  a 

-1-  b 

+ c 
-+■  d 

x3  -h  ah 
-+-  ac 
-+-  ad 
bc 
-f-  bd 
-+-  cd 

x1  -+-  abc 
-f-  ab'd 
-t-  acd 
+ bed 
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Ces  multiplications  étant  effectuées  d’après  les  règles  ordinaires 
de  la  multiplication  algébrique , on  reconnaît  sur  les  trois  produits 
qui  précèdent,  la  loi  suivante  : 

i°.  Par  rapport  aux  exposants , l’exposant  de  x est  d’abord  égal 
au  nombre  des  binômes  multipliés.  Cet  exposant  diminue  ensuite 
d’une  unité  d’un  terme  au  suivant , jusqu’au  dernier  terme,  où  il 
est  égal  à zéro. 

2°.  Par  rapport  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  x, 
le  coefficient  du  premier  terme  est  l’unité  ; le  coefficient  du  second 
terme  est  égal  à la  somme  des  seconds  ternies  des  binômes;  le 
coefficient  du  troisième  terme  est  égal  à la  somme  des  produits  dif- 
férents de  ces  mêmes  seconds  termes , multiplies  deux  à deux  ; le 
coefficient  du  quatrième  terme  est  égal  à la  somme  des  produits 
différents  trois  à trois.  En  nous  laissant  conduire  par  V analogie, 
nous  pouvons  dire  que  le  coefficient  d’un  terme  qui  en  a n avant 
lui  est  égal  à la  somme  des  produits  différents  n » n des  seconds 
termes  des  binômes.  Enfin  , le  dernier  terme  est  égal  au  produit 
des  seconds  termes  des  binômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette  loi  de  composition  est  générale,  sup- 
posons qu'elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  produit  d’un  nom- 
bre m de  binômes , et  voyons  si  elle  a encore  lieu  quand  on  intro- 
duit un  nouveau  facteur  dans  le  produit. 

Soit  donc 

x"  -f-  Ax'*-1  -f-Bx"-’  ■+■  Cx"“  =+...-+-  Mx"~"+' 4- N*"-" -<-...-4-  U 


le  produit  de  m facteurs  binômes  (Nx*-"  représentant  un  terme 
qui  en  a n avant  lui  , et  Mx“-*  + 1 celui  qui  le  précède  immé- 
diatement). 

Soit  d’ailleurs  x-f-/  le  nouveau  facteur  introduit;  on  a pour 
le  produit  ordonné , 


|x*-f-It  ,r*~ 

1 -f- C |x"->-+-  . 

• • 4-N  U 

1 -f-'A/ 

-i-  n/l 

M/ 

II/. 


Déjà,  la  lui  îles  exposants  est  évidemment  la  même. 

Quant  aux  coefficients , — i°  . . . celui  du  premier  terme  est 
l'imite; 
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2°.  ..  A + /,  ou  le  coefficient  de  x",  est  aussi  la  somme  des 
seconds  tenues  des  (ni  -+-  i ) binômes. 

3° . . . B est , par  hypothèse , égal  à la  somme  des  produits 
différents  2 à 2 des  seconds  termes  des  m premiers  binômes;  Al 
exprime  la  somme  des  produits  de  chacun  des  seconds  termes 
des  m premiers  binômes , multiplié  par  le  nouveau  second  terme  / ; 
donc,  B -f-  A/  est  encore  la  somme  des  produits  différents  deux  à 
deux  des  seconds  termes  des  (m-t-  1)  binômes.  ...  ; 

Et'en  général,  puisque  N exprime  la  somme  des  produits  n à n 
des  seconds  termes  des  m premiers  binômes  , et  que  M/  représente 
la  somme  des  produits  (n — 1)  à (n  — t)  de  ces  seconds  termes, 
multipliés  par  le  nouveau  second  tenne  l,  il  s’ensuit  que  N ■+■  Ml, 
ou  le  coefficient  qui , dans  le  polynôme  de  degré  (m  -+-  t),  en  a n 
avant  lui,  est  égal  à la  somme  des  produits  différents  n à n des  se- 
conds termes  des  (m  -I-  1)  binômes.  Le  dernier  terme  U/  est  d’ail- 
leurs égal  au  produit  des  (m  -f-  1)  seconds  termes. 

Ainsi  la  loi  de  composition  , supposée  vraie  pour  le  produit  d’un 
nombre  m de  binômes , l’est  aussi  pour  un  nombre  (m  -f-  1);  donc 
elle  est  générale. 

Concevons  actuellement  que,  dans  le  produit  effectué  de  m 
facteurs  binômes,  x-+-a,  x-+-6,  x-+-c,  x 

on  fasse  n = b = e = d ; 

l’expression  de  ce  produit  (x-f-a)  (x-+-  b)  (x-+-c).  . . 

se  change  en  (x  a)". 

Quant  à son  développement,  les  coefficients  étant 

a-\-b+c-\-d-\- . . . , ab-hac-t-ad-\- . . . , abe-t-abd-t-acd-t- . .. , 

i°.  le  coefficient  de  x"-’  devient  a-t-a-ha-h  • • • , 

c'est-à-dire  a pris  autant  de  fois  qu’il  y a de  lettres  a,  b , c, ... , 
et  se  réduit , par  conséquent , à ma. 

2°.  Le  coefficient  de  x**-1  se  réduit  à a’+a'  + fl'..'  ou  bien 
à autant  de  fois  a1  que  l’on  peut  former  de  combinaisons  différen- 
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tes  avec  m lettres  multipliées  2 à 2,  ou  bien  enfin  (nQ  147),  a 

m — 1 

m.  a\ 

2 

3".  Le  coefficient  de  x*'-’  se  réduit  au  produit  de  a ■>  multiplie  par 
le  nombre  de  combinaisons  differentes  de  m lettres  prises  3 à 3 , 

. m — 1 m — 2 

ou  bien,  a m. . — 5— « ; 

2 5 


En  général , si  l’on  désigne  par  Nx**-"  le  terme  qui  en  a un  nom- 
bre n avant  lui,  le  coefficient  > qui,  dans  l’hypothèse  où  les  seconds 
termes  des  bmdmes  sont  différents , est  égal  à la  somme  de  leurs 
produits  n à »,  se  réduit,  lorsqu’on  les  suppose  tous  égaux  , à a* 
multiplié  par  le  nombre  des  combinaisons  différentes  tpie  peuvent 
donner  m lettrés  prises  n à n. 


Ainsi  (n°  147)  W = P „■ 

V ' Q X n 

Donc  enfin  on  a la  formule 


(x  -I-  a)"  = x"  -t-  max“~'  -+- 


ai 


pfo-aH-,) 

Q.n 


149.  Pour  peu  que  l’on  jette  les  yeux  sur  les  différents  termes 
de  ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple  d’apres  laquelle 
un  coefficient  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du  coeffi- 
cient précédent. 

Le  coefficient  d’un  terme  de  rang  quelconque  se  forme  en  mul- 
tipliant le  coefficient  du  terme  précédent  par  l’exposant  de  x dans 
ce  terme,  et  divisant  te  produit  par  le  nombre  des  termes  qui  précè- 
dent celui  que  l’on  considère. 


En  effet,  prenons  le  terme  général. 


P(/«  — n -4-  1) 

Q • « 


x"-" 


(on  l’appelle  terme  général , parce  tpi’en  faisant  successivement 
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» = 2 , 3 , 4 , • • - , <>n  peut  en  déduire  tous  les  autres);  le  terme 

p 

qui  le  précède  d’un  rang  est  évidemment  — n"-1  x"-"+',  car 


— exprime  le  nombre  des  combinaisons  (n  — t ) à (n  — i). 


_ . . . P ( m — n-+-i) 

Or  on  voit  que  le  coefficient  — — est  égal  au  coef- 

Q,  n ° 

P 

ficient  — qui  le  précède,  multiplié  par  (m  — n •+-  t),  expo- 


sant de  a dans  ce  terme , et  divisé  par  n , nombre  des  termes  qui 
précèdent  celui  que  l’on  considère.  C’est  dans  cette  loi,  due  à 
Newton , que  consiste  principalement  la  formule  du  binôme.  Elle 
sert  à développer  une  puissance  particulière,  sans  qu’on  soit  obligé 
d’avoir  recours  à la  formule  générale. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  ( x a)*.  On  trou- 
vera , d’après  cette  loi , 


(x-t-a)t:=x<'-+-6axs  -+-  i5a5x‘-f-  2oa\rJ-(-  i5a‘xi-h6aix-f-a‘t. 


Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes,  ce  qui  n’offre 
aucune  difficulté , d’après  les  termes  de  la  formule  générale 
xm  -+-  maxm~'- f-  . . . , on  multiplie  6,  coefficient  du  second 
terme , par  5 , exposant  de  x dans  ce  terme  , puis  on  divise  le 
produit  par  2,  ce  qui  donne  i5  pour  coefficientdu  troisième  terme. 
Pour  obtenir  celui  du  quatrième  , on  multiplie  1 5 par  4 , expo- 
sant de  x dans  le  troisième  terme , et  l’on  divise  le  produit  par  3 , 
nombre  des  termes  qui  précèdent  le  quatrième  , ce  qui  donne  20  ; 
et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement 

(x  + a)"  = i“+  10 ax'  -+-  45 a’x”  -t-  120a  Jx!  -H  aioa’x” 

-+-  252a ‘x^-t-  2 ioa*x*  -I-  1 20a  ’x*  -H  45 a "x3-t-  lon’x-f-  n‘°. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les 
puissances  des  expressions  algébriques. 
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Conséquences  de  la  formule  du  binôme  et  de  la 
théorie  des  combinaisons. 


180.  Première  conséquence.  — L’expression  (x  4-  n )■  étant 
composée  de  la  même  manière  en  a et  en  x,  la  même  chose  doit 
avoir  lieu  pour  son  développement;  donc,  si  ce  développement 
renferme  un  terme  de  la  forme  Ka’lx"-" , il  doit  en  avoir  un  autre 
égal  à ¥Lxnnm~"  ou  K am~’,xn.  Ces  deux  termes  y sont  évidem- 
ment à égale  distance  des  deux  extrêmes  , car  le  nombre  des  ter- 
mes qui  précédent  un  terme  quelconque  étant  marque  par  l’expo- 
sant de  a dans  ce  terme,  il  s’ensuit  que  le  terme  Ka',x*,-“  en  a n 
avant  lui,  et  que  le  terme  K a"“"x"  en  a m — n avant  lui , par 
conséquent  n après  lui  ( puisque  le  nombre  total  des  termes  est 
m -t—  I ). 

Ainsi,  lions  le  développement  de  toute  puissance  d'un  binôme , 
les  coefficients  des  termes  également  distants  des  deux  extrêmes  sont 
égaux  entre  eux. 


N.  B. — Dans  les  termes  Ko  "x"-",  K.û"-"x",  les  deux  coeffi- 
cients expriment  les  nombres  de  combinaisons  differentes  n à n 
et  (m  — n ) à ( m — n),  que  l’on  peut  former  avec  m quantités  ; ainsi 
on  peut  encore  conclure  que  le.  nombre  des  combinaisons  différentes 
de  m quantités  n à n,  est  égal  au  nombre  de  combinaisons  ( m — n ) 
de  ces  mêmes  quantités. 

Par  exemple , douze  quantités  combinées  5 à 5 donnent  le  mène 
nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quantités  combinées(  1 2 — 5) 
à(  t2  — 5),  ou  7 à q. 

Cinq  quantités  combinées  2 à 2 , donnent  le  même  nombre  que 
cinq  quantités  combinées (5  — 2)à(5  — 2),  ou  3 à 3. 

181.  Seconde  conséquence.  — Si,  dans  la  formule  générale 


( x -+-  a y = x"  -(-  max*-1  -+-  m 


a’x 


-etc.. 


on  suppose  x=i,  a—  1,  elle  devient 


* + ; 


t -+-  m 4-  m 


-+-  m- 


-+-  etc.  ; 
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c’est-à-dire  que  la  somme  des  coefficients  des  différents  termes  de  la 
formule  du  binôme  est  égale  à une  puissance  de  2,  d'un  degré  mar-  < 
qué  par  m. 

Aiusi , dans  la  formule  particulière 

= 5 ax'  4-  loa’x*  -1-  îoa^-r1  4-  5a'  x 4-  a*, 

la  somme  i4-54-io4-io4-54->  des  coefficients,  est  égale  à 
2S  ou  32. 

Dans  la  dixième  puissance  (n°  149),  la  somme  équivaut  à a1* 

ou  1024. 

132.  Troisième  conséquence.  — Le  produit  de  p nombres  en- 
tiers consécutifs , compris  depuis  (m  — p 4-  1)  jusqu'à  m inclusi- 
vement , est  divisible  par  le  produit  de  tous  les  nombres  entiers 
depuis  1 jusqu'à  p ; c’est-à-dire  que  l’on  a 

ai  (ai — I ) (ai  — 2)  (ai — 3)...  ( m — /i-M) 

1 .2.3.4 P • 

cgal  à un  nombre  entier.  En  effet , il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  au 
numéro  147,  que  cette  expression  reprélente  le  nombre  tics  com- 
binaisons différentes  p à p,  qu’on  peut  former  avec  m lettres. 

Or,  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par  sa  nature,  un 
nombre  entier  ; donc  l’expression  ci-dessus  est  nécessairement  un 
nombre  entier. 

Nous  engageons  les  élèves  à rechercher,  de  cette  propriété , une 
démonstration  indépendante  de  Irf  Théorie  des  combinaisons  ou  de 
la  formule  du  binôme , en  les  prévenant  toutefois  que  la  question  , 
assez  facile  à traiter  pour  les  premières  expressions 

m(m  — l)  ai  (ai  — 1)  (iw  — 2) 

TTâ  ’ 1.2.3  * 

offre  plus  de  difficulté  dans  le  cas  général. 


Alg.  B.,  9'  éd.  >7 
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§ 11.» — Extraction  des  racines  des  nondtres 
particuliers. 

Les  procédés  particuliers  de  l’extraction  de  la  racine  carrée  et 
de  la  racine  cubique  d’iui  nombre  ayant  été  exposés  avec  detail 
dans  notre  Arithmétique , nous  nous  contenterons  de  développer 
ici  le  procédé  de  l'extraction  des  racines  en  général,  procédé  qu’il 
sera  ensuite  facile  d'appliquer  aux  cas  particuliers  de  l'extraction 
de  la  racine  4',  5e,  . . . 

IBS.  Procédé  de  la  racine  d'un  nombre  entier  (*). 

Désignons  par  N un  nombre  entier  quelconque,  et  par  n le  degré- 
île  la  racine  qu'on  veut  en  extraire.  r 

D’abord  , comme  la  n‘r”"  puissance  de  to  , ou  io",  est  exprimée 
par  l’unité  suivie  de  n zéros  et  représente  le  plus  petit  nombre  de 
n -t-  i chiffres,  il  s’ensuit  que,  si  N n'a  pas  plus  de  n chiffres,  sa 
racine  n’a  qtr«/i  seul  chiffre;  et  pour  l’obtenir,  il  suffit  de  formel- 
les nUm“  puissances  des  <h.r.  premiers  nombres  i , 2,3,  . . . ,g,  io  ; 
le  plus  petit  des  deux  nombres  dont  les  puissances  compren- 
dront H , sera  la  racine  demandée. 

Mais  lorsque  N est  composé  de  plus  de  n chiffres,  sa  racine  a 
plus  d'un  chiffre  et  peut  alors  être  regardée  comme  ne  renfermant 
que  des  dizaines  et  des  unités.  Or,  en  représentant  par  a les  di- 
zaines et  par  b les  unités , oira  (n°  148) 

♦ 

N = (a  -f-  by  — a"  -+-  na"~'  b -h  n a“~'  b1  4- ...  , 

c’est-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  ta  n"”'  puissance 
des  dizaines,  plus  n fois  te  produit  de  la  (n  — >)““  puissance  des 
dizaines  par  les  unités , plus  une  suite  d’autres  parties  qu'il  est  inu- 
tile d’énumérer. 

Cela  posé  , la  n'im4  puissance  des  dizaines  ne  pouvant  donner 


(*)  Pour  bien  comprendre  ce  procède,  il  faut  s’être  déjà  rendu  compte 
des  procédé*  d’extraction  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique. 
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d’unités  tl’un  ordre  inférieur  à l’Unité  suivie  de  n zéros,  les  n 
derniers  chiffres  à droite  n’en  peuvent  faire  partie;, il  faut  donc 
les  séparer,  et  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  «'•■*  puissance 
contenue  dans  la  partie  à gauche  : cette  racine  exprime  les  dizai-  * 
nés  de  la  racine  cherchée  (*). 

Si  cette  partie  à gauche  renfermait  encore  plus  de  n chiffres,  on 
serait  conduit  à en  séparer  les  n derniers  chilfres  à droite,  et  à 
extraire  la  racine  de  la  plus  grande  n‘imc  puissance  contenue  dans 
la  nouvelle  partie  à gauche  ; et  ainsi  de  suite. 

Règle  générale.  — Apres  avoir  partagé  ainsi  le  nombre  Pi 
en  tranches  de  n chiffres  [la  tranche  le  plus  à gauche  pouvant 
cependant  avoir  moins  de  n chiffres],  on  extrait  la  racine  de 
la  plus  grande  n'"**  puissance  contenue  dans  cette  première 
tranche  à gauche  -,  ' ce  qui  donne  le  chiffre  de»  unités  l’ordre 
le  plus  élevé  de  la  racine  totale,  ou  le  chiffre  des  dizaines  de 
la  racine  du  nombre  formé  par  les  deux  premières  tranches  à 
gauche.  Retranchant  la  n"**  puissance  de  ce  chiffre , de  la  pre- 
mière tranche  à gauche,  on  obtient  un  reste  qui , suivi  tle  la 
seconde  tranche  , contient  encore  n fois  le  produit  de  la  n — i)‘‘mr 
puissance  du  chiffre  trouvé  (lequel  est  censé  exprimer  des 
dizaines)  par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite  d’autres  produits. 
Mais  ce  premier  produit  ne  peut  évidemment  donner  d’unités 
d’un  ordre  inférieur  à i o*_l  ; ainsi  les  (n  — i ) derniers  chiffres 
de  la  seconde  tranche  n’en  sauraient  faire  partie.  Il  suffit  donc 
d’ abaisser  à côte  du  reste  correspondant  à la  première  tranche, 
le  premier  chiffre  de  la  seconde  ; et  si,  après  avoir  formé  n fois 
là  (n  — i)"*'  puissance  du  premier  chiffre  de  la  racine,  on  divise 
par  ce  résultat,  le  reste  suivi  du  premier  chiffre  de  la  seconde  tran- 
che, le  quotient  exprimera  le  second  chiffre  de  la  racine  , ou  un 
nombre  plus  grand.  Pour  éprouver  ce  diiffre,  on  l'écrira  à la 
droite  du  premier , puis  on  élèvera  l'ensemble  de  ces  deux  chiffres 
à la  n"*'  puissance,  et  l’on  retranchera , si  cela  est  possible,  lu 


(*)  y oyez  la  démonstration  do  ce  principe , pour  lu  racine  carrée  ot  la 
racine  cubique  ( Arith nos  178,  101,  édition);  tous  générâliseicz 
ensuite. 
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puissance  obtenue , de  l'ensemble  des  deux  premières  tranches  (*), 
ce  qni  donnera  un  nouveau  reste  à côté  duquel  on  abaissera  te 
premier  chiffre  de  la  troisième  tranche,  puis  on  divisera  le  nombre 
ainsi  formé  par  n fois  la  (n — i )'**"  puissance  de  l’ensemble  des 
deux  chiffres  déjà  trouvés  à ta  racine,  ce  qui  donnera  le  troisième 
chiffre  de  la  racine. 

On  continuera  cette  série  d’opérations  jusqu’à  ce  qu’on  ait  abaissé 
toutes  les  tranches. 

ISV  Soit  proposé,  pour  exemple,  d'extraire  la  racine  cinquième 
de  550731776. 

5507.31776  ) 5 
3 125  | 3 125 

23823 

Après  avoir  séparé  les  cinq  dçrniers  chiffres  à droite,  du  nom- 
bre proposé,  on  reconnaît  que  (5)‘,  ou  3 125,  et  (Gif,  ou  7776, 
comprennent  5507  ; donc  5 exprime  les  dizaines  de  la  racine  cher- 
chée. 

Retranchant  3i25de55o7,  on  obtient  le  nombre  238?.  pour 
reste , à côté  duquel  on  abaisse  le  chiffre  3 de  la  première  tranche 
à droite , ce  qui  donne  23823 , nombre  que  l’on  divise  par  5 fois  la 
4'  puissance  de  5,  ou  par  3i25.  Le  quotient  est  7;  mais  en  éle- 
vant 57  à la  5e  puissance,  on  obtient  601692057,  nombre  plus 
fort  que  le  nombre  proposé.  Essayant  56,  on  trouve 

. (56)s  = 55d73i776; 

ainsi  56  est  la  racine  demandée. 

On  obtiendrait  pareillement 

à 

y' 924055  =18,  avec  le  reste  200887  J 

9 

^ 1 1 167913618807  = 407  exactement; 

» 

^94931877133  = 37  exactement. 


(*)  Nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  que,  si  la  soustraction  ne  peut  .sc 
faire,  c'est  que  le  second  chiffre  trouvé  à la  racine  est  trop  fort;  et  aloi* 
on  le  diminue  d une  ou  de  plusieurs  unités,  jusqu'à  ce  que  la  soustraction 

puisse  s'effectuer. 
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liSS.  Rcmanjuc.  — Toutes  les  fois  que  le  degré  de  la  racine  à 
extraire  est  un  nombre  mnltiple  de  deux  ou  de  plusieurs  autres, 
comme  4 , 6 . . . , la  racine  peut  s'obtenir  par  une  suite  d'extrac- 
tions de  racines  de  degrés  plus  simples. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  modifications  , observons  que 


(a1)*  =a>  X X «J  X a‘—  <,>+»+»  + » = a,x<  —a", 

et  qu’en  général , 

(a-)"  = a"X«*X  a"X  aM.  . . = a"  +■  (n°  16). 


Donc,  la  n ,,m  puissance  de  la  m ',m,  puissance  d'un  nombre  est  égale 
a la  nin1'"'  puissance  de  ce  nombre. 

Réciproquement , la  racine  mn®*  d’un  nombre  est  égale  à la 
racine  n'**“  de  la  racine  m'*"  de  ce  nombre,  ou  algébri<iucment , je 


disque  l’on  a 


Kn  effet , soit 


élevons  les  deux  membres  à la  a1*"*  puissance;  il  vient 


\Ja  = a'*; 

(car,  d’après  la  définition  d’une  racine  (n°  8),  on  a 


(^K)-  = K]. 


Élevant  de  nouveau  les  deux  membres  à la  m'***  puissance , on 
obtient  a = ( a7"  )■  = a'"  ; 

* .inn 

d’où,  extrayant  la  racine  mniime  des  deux  membres,  \ja  — a'; 


mais  on  a déjà 


donc 
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N.  B.  — Comme  ( 0*  )"  et  ( a"  Y"  donnent  également  a""',  on  peut 

m 

rn  conclure  que  V " — 

On  trouvera , d'après  ce  principe , 

\A*56  = V V 2 56  = ^16  = 4i 

. »,  . — — 

= \ v ?.<)85()84  = y 1728:=  12; 


« 3 

V/i77,56t  = \V>77>561  — "* 

\/ 1 679*»  1 <»  = y/  v v 1 G797 1 g ^ vV  > 29*i — = t>- 

N.  B.  — Quoique  les  racines  successives  puissent  s'extraire 
dans  un  ordre  quelconque,  il  est  préférable  d’extraire  d’abord  la 
racine  du  degré,  le  plus  faible  , parce  qu 'alors  l’extraction  de  la  ra- 
cine du  degré  le  plus  fort , qui  est  une  opération  plus  compliquée , 
porte  sur  un  nombre  avant  beaucoup  moins  de  chiffres  que  le 
nombre  proposé.  C’est  ce  que  nous  avons  fait  dans  le  second  et  le 
troisième  des  exemples  ci-dessus,  [fuyez  d’ailleurs  le  premier  «V.  B. 
«le  ce  numéro.  ) 


Extraction  des  racines  />ar  approximation. 

1B0.  Lorsque  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine 
n m‘  n'est  pas  une  puissance  parfaite , le  procédé  du  n°  183  ne 
donne  que  la  partie  entière  de  la  racine , ou  la  racine  à une 
unité  près.  Quant  à la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine , elle 
ne  peut  être  obtenue  exactement  ; car  on  sait  [Arithmétique,  n°  130) 
que,  a et  b désignant  les  deux  termes  d’une  fraction  irréduc- 


• ■ ( a\‘ 

sont  aussi  premiers  entre  eux  ; ainsi  1^1  ou 

n 

ne  peut  produire  un  nombre  entier  N,  c’est-à-dire  «pie  \J  N 


tible  - , n*  et  b 
0 


ne  saurait  être  exprimée  par  un 


nombre  fractionnaire  exact 


a 

l' 


Mais  on  peut  déterminer  la  racine  a vec  tel  c h-grc  d’approximation 
que  l’ott  veut. 
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Soit , en  général , proposé  d’extraire  la  racine  /»'•■*  d’un  nom- 
bre quelconque , entier  ou  fractionnaire , a , à une  fraction  près  , 

- ; c’est-à-dire  de  manière  que  l’erreur  commise  soit  moindre 
P 

1 

que 

P 

a X p n 

Observons  que  a peut  se  mettre  sous  la  forme  — n ■■ . Si  l’on 

désigne  par  r la  racine  de  ap"  obtenue  à une  unité  près , le  nora- 

, a X />“  , • a"  tr  1 )" 

bre , ou  a , est  alors  compris  entre  — et  ; — — ; donc 


aussi,  \ a est  compris  entre  les  racines  de  ces  deux  derniers  nom- 
bres, c’est-à-dire  entre  - et  — — ■ Donc  enfin,  - est  la  racine 

PP  P 

demandée,  à une  fraction  près  -. 

P 


R kg  ce  générale.  — Pour  extraire  la  racine  n'imr  d’un  nombre 

quelconque  à une  fraction  près  , - } multipliez  le  nombre  par  p"; 

extrayez  du  produit  la  racine  n*'"*  à une  unité  près , puis  divisez  le 
résultat  par  p. 

Nous  renvoyons,  pour  les  applications  de  cette  règle  générale, 
à notre  Arithmétique,  où  nous  avons  exposé  avec  tous  les  détails 
convenables  les  différents  modes  d’approximation , tant  pour  la 
racine  carrée  que  pour  la  racine  cubique. 

Mais  il  nous  paraît  utile  de  donner  ici  quelques  développe- 
ments sur  la  manière  d’évaluer  ,en  décimales  les  expressions 

«M 

renfermant  des  radicaux  qui  se  recouvrent , tels  que 
V* a -h  \ b,  etc. 


Ii{7.  Soit  d’abord  proposé  d 'extraire  la  racine  sixième  de  î.3 
à o,oi  près. 

En  appliquant  à cet  exemple  la  règle  du  n°  136,  il  faut  mul- 
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tiplier  23  par  (100)%  ou  écrire  douze  zéros  à la  droite  de  23  , 
puis  extraire  la  racine  sixième  du  nombre  résultant,  à une  unité 
près , et  diviser  cette  racine  par  1 00  , ou  séparer  deux  chiffres  dé- 
cimaux sur  la  droite. 

e a 

Mais,  on  a (n°  18K) , y/  23  X (ioo)‘  = ^ 23  X (100)*;  ainsi, 

après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  2.3  X (100)'  à une  unité 
près  , on  extraira  la  racine  cubique  du  résultat  ; puis  on  divisera 
le  nouveau  résultat  par  100,  ou  l’on  séparera  deux  chiffres  déci- 
maux sur  la  droite. 

9 ' 

On  trouve  ainsi  = 1,68,  à 0,01  près. 

« 

Prenons  , pour  second  exemple  , l’expression  y 29,437  ou 

Y 29,437  , dont  on  demande  la  valeur  à 0,001  près? 

Comme,  d’après  la  règle  du  n°  tiSG,  on  doit  multiplier  29,437 
par(i  ooo)‘,  cela  revient  à supprimer  d’abord  la  virgule,  puis  à 
écrire  neuf  zéros  à la  droite,  ce  qui  donne  29437000000000. 

Extrayant  maintenant  la  racine  carrée  de  ce  résultat  à une  unité 
près,  on  trouve  5425587  , nombre  dont  il  faut  extraire  de  nou- 
veau la  racine  carrée  ; et  l’on,  obtient  232g. 

4 

Donc  enfin  y/ 2g, 437  = 2,32930,001  près. 

Autrement.  — Extrayons  d’abord  la  racine  carrée  de  29, 437 
à 0,000001  près  ; il  vient  5,425887. 

Extrayant  encore  la  racine  carrée  de  ce  résultat , on  obtient 

, « __ 

2,329;  donc  ^29,437  = 2,329  à 0,001  près  (*). 

3 . 

Soit  maintenant  proposé  d'évaluer  y 5 -+-  3 y/l>.  à 1,01  près? 

On  pourrait,  >°  multiplier  5-1-3  y 2 par  ( 1 00s3 ; 20  évaluer  le 
produit  à une  unité  près  (n°  91  );  3°  extraire  la  racine  cubique  du 
résultat  à une  unité  près;  4°  enfin,  diviser  ce  nouveau  résultat 
par  100. 


(*)  Nous  avons  expose  dans  les  dernières  éditions  de  notre  Arithmétique , 
une  méthode  plus  abrégée , pour  effectuer  des  extractions  approchées  de 
racines  carrées  successives. 
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Mais  il  est  plus  simple  d’opérer  de  la  manière  suivante  : 

D’abord  3 2 ou  y/ 1 8 évalué  en  décimales  et  à 1 , 000  00 1 près , 

donne  pour  résultat , 4 >242  64°- 

d’où  5 + 3 y/2  = 9,24264°- 


Mais 

donc  enfin 


y/  9,242640  = 2,09; 


^54-3^2  = 2,  og,  “ 0,01  prés. 

J ^ j 

Prenons , pour  dernier  exemple  , l’expression  4 / — 

V 4 — v2 


dont  on  demande  la  valeur  à o,  1 près. 
D’abord 


5^3  . . 2of3  + 5/6 

v revient  (n°  91)  à — 


4 — y/ 2 ' ' ' «4 

Or,  i°.  20/3,  on  y^  1200  = 34,64 1 * o,ooi  près; 

2°.  5 y^6,  ou  ^i5o  12,247  ^ 0,001  près. 

_ . , 2oy^3-t-5y/6  . 46,888  _ , . 

(^e  qm  donne ’ — ^ — - — =r  7-  ~ — = 3,349* 


Donc 


5 y' 3 


4 — y/a 

(La  valeur  est  ici  approchées  en  plus.) 


= y 1 3, 34g  = i , 6 à o,  1 près. 


§ III.  — Formation  des  puissances  et  extraction  des 
racines  des  quantités  algébriques.  — Calcul  des 
radicaux. 

Considérons  d’abord  les  quantités  monômes. 

li>8.  Soit  à former  la  cinquième  puissance  de  aa’é1  ; on  a (n°  8) , 

— la'b’'  X 2 alb*  X 2«’i’  X f.a'b1  X 2 asb:  \ 
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d'où  l'on  voit , i°  que  le  coefficient  2 doit  être  5 fois  facteur  dans 
le  produit,  ou  doit  y être  élevé  à la  5'"*  puissance  ; 2° que  chacun 
des  exposants  des  lettres  doit  être  répété  5 fois,  ou  multiplié  par  5. 

Donc  enfin  , (aa36!)*  = 2 ‘.oJXli3X*  = 32a  ll6". 

De  même,  (8 a,b‘c)‘ = 8 ‘ . a1  Xlb>Xlc3  — 5l2. a’h’c1. 

Ainsi , pour  élever  un  monôme  à une  puissance  d’un  degré 
donné,  il  faut  élever  le  coefficient  h cette  puissance,  puis  multiplier 
l'exposant  de  chaque  lettre  par  l'exposant  de  ta  puissance. 

Donc  réciproquement,  pour  extraire  nne  racine  de  degré  quel- 
conque d’une  quantité  monôme  , il  faut,  i°  extraire  la  racine  du 
coefficient  ; 2°  diviser  l'exposant  de  chaque  lettre  par  l’indice  de  ta 
racine. 

.1  • 

Ainsi,  ^64 a,b,c‘  = 4 a'bc7,  ^ ièa,b,,c ‘ = 2 o’ô'c. 

On  voit  d’après  cette  règle , que , pour  qu’un  monôme  soit 
une  puissance  parfaite  du  degré  de  la  racine  à extraire,  il  faut  que 
son  coefficient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degrc  , et  que  les 
exposants  des  lettres  soient  divisibles  par  l’exposant  ou  V indice  de 
la  racine  à extraire.  Nous  verrons  plus  loin  comment  on  simplifie 
l’expression  de  la  racine  d’une  quantité  qui  n’est  pas  une  puissance 
parfaite. 

IMS).  Jusqu’à  présent  nous  n’avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
peut  être  affecté  le  monôme;  mais  si  l’on  observe  que  le  carre 
d'un  monôme  est  toujours  positif , quel  que  soit  le  signe  de  ce 
monôme,  et  que  toute  puissance  de  degré  pair  2 n peut  être  re- 
gardée comme  égale  à la  «'***  puissance  du  carré,  c'est-à-dire 
que  a-"  — (n1)  ",  on  peut  conclure  que  toute  puissance  de  degré 
pair  d’une  quantité , soit  positive , soit  négative , est  essentiellement 
positive. 

Ainsi  (±  2a’ôJc)‘  = -+-  1 6a,h‘1c‘. 

Comme  d’ailleurs  une  puissance  de  degré  impair  (2 n -+-  1)  est 
le  produit  d’une  puissance  de  degré  pair  2/1 , par  la  première 
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puissance,  il  s’ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d’un 
monôme  est  affecté  du  meme  signe  i/uc  le  monôme. 

Donc  (4-  4 a'by  = 4-  64  a'b\  ( — 4 a^Y  — — 64«*^1- 

II  est  évident  d’après  cela,  i°  que  toute  racine  de  degré 
impair  d'une  quantité  monôme  doit  être  affectée  du  même  signe  que 
la  quantité. 

i » ». • 

Ainsi  \/ 4- Sa’  — + 2a , ^ — 8oJ  = — 2 a,  V- — 3a«',A*=  — “>■  a*b. 

2°.  Que  toute  racine  de  degré  pair  d'un  monôme  positif  peut 
être  affectée  indifféremment  du  signe  -f-  ou  du  signe  — . 

4 4 

Ainsi  y 8 1 ct'ô11  = ± Zab',  = :fc  20'. 

3°.  Que  toute  racine  de  degré  pair  d'un  monôme  négatif  est 
une  racine  impossible ; car  il  n’existe  aucune  quantité  qui,  élevée 
à une  puissance  de  degré  pair,  puisse  donner  un  résultat  négatif. 

4 « > 

Ainsi  <J — a , y/ — b , f — c,  sont  des  symboles  d’opérations 
inexécutables;  ce  sont  des  expressions  imaginaires  comme  f — a , N 
V — b. . . ( Voyez  n"  88.  ) 

(Considérons  actuellement  les  polynômes. 

160.  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  élève  un  binôme  x 4-  a 
a une  puissance  de  degré  quelconque;  mais  il  peut  arriver  que  les 
termes  du  binôme  soient  affectés  de  coefficients  et  d’exposants. 

Soit  proposé , pour  exemple , de  développer  (20’  -f-  3 aby  ; 
posons  pour  le  moment  2<7’  = x,  Zab  — y ; il  vient 

(2 a}  4-  3 aby  = (x  4-  y}'  = x'  4-  3x’y  4-  3.ry 3 -f-  y*. 

«* 

Remettant  actuellement  2 a’  et  3 ab  au  lieu  de  x et  dey,  on  a 
(2<iJ4-  3 aby  = (2/j*)3  4-  3(a a7)’  . (3 ab)  4-  3(2a3) . (3ab)’  -f-  (Zab)-'  ; 

I 1 

ou,  effectuant  les  calculs  d’après  les  règles  du  n"  li>8  et  de  la 
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multiplication  des  monômes, 


(an’  4-  3 aby  = 8 a(  4-  36 a'ô  4-  5^a‘b'  -+-  2 jaJôJ. 

On  trouvera  de  même 

(4 a'b  — ’ïtabcf  — (x  4-  y)1  = x*  4-  fydy  -4-  Ôx’y-1  4-  4-rr1  4-/* 

— (4«,é)‘  4-  4(4 “'by( — 3 abc)  4-  6(4«’4)’( — 3 abcf 
4-  4(4 a*b)  ( — 3 abc)3  4-  ( — 3 abc)* 

— 25 Ga'b'  — 768n:6*r  4-  864«"^‘^’  — fôï.a'b'c*  4-  Sia'i'e*. 

( Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  ) 

Soit  maintenant  à développer  (x4-^4-*)J;  posons  d’abord 
x 4-  y = u ; il  vient 

(«  4-  zf  = us  4-  3zu’  4-  3z!«  4-  zJ, 
ou,  remplaçant  u par  sa  valeur  x 4-/, 

(•*■  4-  y 4-  *>'  = (x  4-  yY  4-  3 z(x  4-  /)’  4-  3z’(x  4-  y)  4-  *% 
ou  , développant  de  nouveau  les  calculs  indiques, 

(r4-j4-:)1=  x3  4-  3x’y  4-  3x>  : 4-  y'  4-  3x’z  4-  6xyz  4-  3yJz 
4-  3xz!  4-  3/z  ' 4-  z5. 

Cette  expression  se  compose  des  cubes  tics  trois  termes,  plus  des 
triples  produits  des  carrés  de  chaque  terme  pur  les  premières  puis- 
sances des  deux  autres , plus  du  sextuple  produit  des  trois  termes. 
Cette  loi  serait  (n°  8(5)  facile  à vérifier  pour  un  polynôme  de  plus 
de  trois  termes. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du 
cube  d’un  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  coefficients  et  des 
exposants,  il  faudrait,  comme  pour  les  binômes  , désigner  chaque 
terme  par  une  seule  lettre , développer , puis  remplacer  par  leurs 
valeurs  les  lettres  introduites , et  effectuer  tous  les  calculs  indiqués. 
On  trouvera  par  ce  moyen,  tout  calcul  fait, 

(2«’  — ^ab  4-36’),  = 8at — 4 8a*ô4-  i32 téb1 — 2o8a)f>J4-  1980’^* 
— io8nô‘4-  2 qb'. 

On  développerait  par  des  procédés  analogues , la  puissance  qua- 
Iriètue,  cinquième,  etc.,  d’un  polynôme  quelconque. 
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161.  Passons  à X extraction  îles  racines  de  degré  quelconque  des 
polynômes. 

Appelons  P le  polynôme  proposé  ; et  concevons  ce  polynôme 
ordonné  par  rapport  aux  puissances  descendanles  d’uue  même  let- 
tre a.  Désignons  d’ailleurs  par  x -f- y -4-  z -+■  . . . la  racine 
cherchée,  que  l’on  peut  également  supposer  ordonnée  par  rapport 
à a. 

En  élevant  x -(-  / -f-  z 4-  . . . à la  puissance,  et  regar- 
dant pour  le  moment,  / 4- z comme  ne  formant  qu’un  seul 
terme,  on  aura 

P,  ou  (x  -P/ -+-  z-f-  ...)■  = x"  -t-  mx"~'  (/-l-  z .) 

m — 1 

-+-  m — - — x*-1  {y  -t-  z -t- . . . )’ 


Or  , il  est  bien  évident  d’abord , d’après  les  principes  de  la  mul- 
tiplication algébrique , que  le  terme  x"  du  second  membre  de  cette 
égalité  doit  renfermer  un  exposant  de  a supérieur  à celui  d’aucun 
des  autres  termes  de  ce  second  membre,  et  ne  peut  se  réduire  avec 
ceux-ci.  Donc  x*  est  égal  au  terme  de  P,  affecté  du  plus  fort  ex- 
posant de  la  lettre  a ; donc,  si  l’on  extrait  la  racine  m""’  du  pre- 
mier terme  de  P , on  obtiendra  nécessairement  le  premier  terme  x 
de  la  racine. 

Retranchant  x"  de  P , et  appelant  R le  reste , on  trouve 

R , ou  P — xm  — mx"~‘  (y  -f-  z -4-  11  -4- . . . ) 

m — 1 

-f-»i -x*  ’ (y  -4-  z -t- . . . 1-' 

a 


nouvelle  égalité  dans  le  second  membre  de  laquelle  le  terme inxm~'y 
ne  pourra  subir  de  réduction  avec  les  autres. 

En  effet,  les  termes  y , y1,  y3,.  . . . qui  font  partie  des  ex- 
pressions affectées  de  parenthèses , renfermant  respectivement  un 
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exposant  de  la  lettre  a plus  fort  que  les  autres  termes  des  expres- 
sions correspondantes,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  terme  mx*~ly 
contient  un  exposant  plus  fort  de  la  lettre  a que  le  terme  général 
■cmr~‘y*  (dont  il  est  d’ailleurs  inutile  de  considérer  ici  le  coefficient). 

Mais  en  comparant  les  deux  quantités 

xT~'y  et  jc"-*}*, 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 
xM~‘r.  x"~‘  et 

on  voit  qu’elles  ont  un  facteur  commun , et  que  des  deux  facteurs 
non  communs,  x"~‘,  y"~' , le  premier  contient  a avec  un  plus 
fort  exposant  cpie  le  second.  Donc  le  terme  mxm~'y  ne  peut  se  ré- 
duire avec  le  terme  en  xK~"yu,  et  à plus  forte  raison  , avec  les  au- 
tres termes. 

Ainsi  le  terme  rnxm~'y  est  égal , sans  réduction,  au  terme  de  R 
affecté  du  plus  fort  exposant  de  la  lettre  a;  et  si  l’on  divise  le 
premier  terme  de  R par  /nx”~',  on  aura  nécessairement  pour  quo- 
tient le  second  terme  y de  la  racine. 

Retranchant  de  P la  rn"mr  puissance  de  x -h y,  et  désignant  par 
R'  le  reste  de  cette  soustraction,  on  démontrera,  comme  pré- 
cédemment, que  le  premier  terme  de  R',  ou  de  P — (x  -hyf, 
représente  la  valeur  de  ainsi,  en  divisant  ce  premier 

terme  par  mx~~',  on  aura  le  troisième  terme  de  la  racine  ; et  ainsi 
de  suite. 

De  là  résulte  le  procède  suivant  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  P par  rapport  à l’une  des 
lettres  qui  v entrent , extrayez  la  racine  ni""*  du  premier  terme 
de  ce  polynôme  ; vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  de  la  racine. 
Retranchez  de  P la  m“"'  puissance  de  ce  premier  terme.  Puis 
écrivez  au-dessous  de  la  racine  trouvée  m fois  la  ( m — 1 J""* 
puissance  de  cette  racine. 

Divisez  ensuite  par  cette  dernière  expression  le  premier  terme  du 
reste  obtenu  ; vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  de  la  racine. 

Formez  ta  m"mr  puissance  de  la  somme  tirs  deux  termes  déjà 
trouvés  à la  racine  , puis  soustrayez  tic  P cette  m“'mr  puissance. 
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Divisez  te  premier  terme  du  nouveau  reste  par  in  fois  ta 
(in  — i)""'  puissance  du  premier  terme  de  la  racine  ; • 

Vous  obtenez  ainsi  le  troisième  terme  de  la  racine  ; et  ainsi  de 
suite. 

Il  est  facile  d’appliquer  ce  procédé  aux  cas  particuliers  de  l'ex- 
traction de  la  racine  3',  4”,  5'. 

N.  B.  — On  pourrait , à la  rigueur,  se  dispenser  d’ordonner 
d’abord  le  polynôme;  mais  alors  il  faudrait  modiGer  l’énoncé  du 
procédé,  ainsi  qu’on  l’a  fait  pour  la  division.  ( l'oyez  le  n"  27.) 


Calcul  des  radicaux. 


102.  Lorsque  la  quantité  monôme  ou  polynôme  dont  on  de- 
mande une  racine  d’un  certain  degré , n’est  pas  une  puissance 
parfaite,  on  ne  peut  qu’indiquer  l'opération , en  faisant  (n”  2) 
précéder  du  signe  \J  la  quantité  proposée , et  plaçant  en  dedans 
de  ce  signe  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  racine  à extraire. 
Ce  nombre  s’appelle  Yindicc  du  radical. 

Souvent,  on  peut  faire  subir  Y expression  radicale  quelques 

simplifications  fondées  sur  un  principe  analogue  à celui  du  nu  84  ; 
c’est  que  la  racine  n""'  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  ra- 
cines n1'""  des  différents  facteurs. 

En  termes  algébriques , 


n 'n  n n n 

\abcd . . . fa  X X X ^d.  . . 


En  effet,  élevant  chacune  de  ces  deux  expressions  à la  n,im’ 
puissance,  on  trouve  pour  la  première, 

h y 

\\abcd. . . / = abcd , 

et  pour  la  seconde , 

/»  * « \“  /.  \«  /«  \«  /n  \« 

X/ÏX  \lc. . — \<Ja  ) . \^b  J . \^c  ) ...  z=  abcd. . . 


Donc  , puisque  les  «***"  puissances  de  ces  expressions  sont  égales , 
les  expressions  doivent  l’être  elles-mêmes,  (ffoyez  n"  167.) 
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Cela  posé,  soit  L’expression  y^a’ô’e’,  qui  ne  peut  être  rem- 
placée par  un  monôme  rationnel , puisque  54  n'est  pas  un  cube 
parfait , et  que  d’ailleurs  les  exposants  de  a et  c ne  sont  pas 
divisibles  par  3 ; on  a 


V'54«,ô3c,=  y/a^a’ô’.y/aoc3  3a  b \jiac1. 

3 3 < * 

Demcrae,  y/8fl3  =2^â%  v.|8<7s6V  — lab'c  y3«r3, 


ijuyta'bc ” = y^uV-Xy  3aô=  lac1  \j3ab . 

3 3 I 

Dans  les  expressions  3 ab^o-ac1,  2 ^a1,  lab'-c^Zac1,  les  quan- 
tités placées  en  avant  du  radical , auquel  elles  servent  de  mul- 
tiplicateurs , sont  appelées  les  coefficients  du  radical. 

163.  Le  principe  démontre  n°  158  donne  lieu  à une  autre 
espèce  de  simplification. 

« 

Que  l’on  ait,  par  exemple,  l’expression  radicale  y 4 <*’ » comme, 

3 

« /> 

en  vertu  de  ce  principe , y ^a1  = V v4**S  et  H11®  *a  quantité  sou- 
. . > 

mise  au  radical,  y/,  est  un  carré  parfait,  on  peut  effectuer  cette 
extraction  de  racine  carrée,  ce  qui  donne 


De  même , 


y^a3  = y /2a . 

i/36  a'b1  — \ ^3&a1b1  = y f<oab. 


mn  J h m 

En  général,  ya"  = y y/a"  = y a;  c'est-à-dire  que,  lorsque 
l’indice  d’un  radical  est  multiple  d’un  certain  nombre  n , et  que  la 
quantité  sous  le  signe  radical  est  une  puissance  niim*  exacte , on 
peut , sans  changer  la  valeur  du  radical,  diviser  son  indice  par  n , 
et  extraire  la  racine  n'""*  de  la  quantité  sous  le  signe. 

Cette  proposition  est  l’inverse  d’une  autre  non  moins  impor- 
tante, qui  consiste  en  ce  que  l’on  peut  multiplier  l'indice  d’un 
radical  par  un  certain  nombre,  pourvu  que  l'on  élève  la  quan- 
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tité  j tous  le  signe  à une  puissance  d'un  degré  marque  pari  ce 
/ nombre . 

m mit  » * : 

Ainsi  y a — y Vj".  En  effet,  a est  la  même  chose  que  y a*} 


m 

m j n mu 


Ce  dernier  principe  sert  à ramener  deux  ou  plusieurs  radicaux 
à avoir  le  même  indice1 , ce  qui  est  souvent  utile. 

»; ♦ , 

Soient,  par  exemple,  les  deux  radicaux  y*  20  et  y a -f-  b , que 
l'on  veut  réduire  au  même  indice. 

Si  l'on  multiplie  l’indice  du  premier  par  4 , indice  du  second  , 
et  que  l’on  élève  la  quantité  2a  à la  quatrième  puissance;  si,  de 
même,  on  multiplie  l’indice  du  second  par  3,  indice  du  premier, 
et  que  l’on  élève  a -H  b au  cube,  on  ne  changera  pas  les  valeurs 
des  deux  radicaux  ; et  il  viendra , par  ces  opérations , 

3 I 1» I J * . , % 1 S * J 

y 2 a = yji'a'  = y 1 tv; 1 , yn  b — y !{a  -4-  bf. 


Règle  générale.  — Pour  réduire  deux  ou  plusieurs  radicaux 

au  même  indice,  multipliez  l’indice  de  chaque  radical  par  le 

* 

produit  de  tous  les  autres  indices , et  cicvczjn  quantité  sous  le  signe 
à une  puissance  d'un  degré  marqué  pat  ce  produit. 

Cette  règle , qui  a beaucoup  d’analogie  avec  la  réduction  des 
fractions  au  même  dénominateur,  est  susceptible  dp  modifications 
semblables.  v 

1 * * 1 ■ . 

Soient,  par  exemple',  les  radicaux  ya^y/Si,»  y fa1  + b\  que 
l'on  veut  rartjener  art  même  indice.  t 

Comme  les  nombres  4»  6,  8,  ont  des  factêdrs  communs,  et 
que  24  est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres,  il 
suffit  évidemment  de  multiplier  le  premier  pat  6 , le  second  par 
4,  et  le  troisième  par  3,  pourvu  qufe  l’on  élève’ les  quantités 
sous  chaque  signe  radical , aux  puissances  de  degrés  marqués  res* 
pectiveinent  par  6,  4 > et  3 , ce  qui  donne  % 

f'  ' JgL  ' ' * 

4 14  « 14 * * < 

y u — ya%  y5 b = y'5*6‘,  y'fl3  -4 - b1  = y(fl'  -+-  b'f . 

Alg.  B.,  cf  éd.  18 


<r 
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Ces  notions  établies , proposons-nous  «l’exécuter  sur  les  radicaux 
les  opérations  de  l’Arithmétique,  qui  sont  maintenant  au  nombre 
de  six,  en  y comprenant  la  formation  des  puissances  et  l’extrac- 
tion des  racines. 


104.  Addition  et  soustraction  îles  radicaux.  — Deux  radicaux 
sont  dits  semblables  lorsqu’ils  ont  le  même  indice , et  que  la 
quantité  sous  le  signe  est  aussi  la  même. 

Cela  posé,  pour  ajouter  deux  radicaux  semblables  ou  pour  les 
soustraire  l’un  de  l’autre,'  il"  faut  opérer  simplement  sur  leurs 
coefficients,  et  placer  ta  somme  ou  la  différence,  comme  coefficient, 
en  avant  du  signe  radical  commun. 

* * 3 j _ 1 1 

Ainsi , 3 y/ A -+-  a :\b  = 5fi>,  3 \Jb  — 2 ^b  = jb, 

4 4 • 

3a  y b'  ± lr\b  = ^3a  zt  2r)y  b. 

« » • * * 

Souvent, -deux  radicaux  ne  sont  pis  d'abord  semblables;  mais 
ils  le  deviennent  lorsqu’on  leur  a fait  subir  les  simplifications  des 
nM  IBS  et  iOS.  Par  exemple, 


b^Sa  = l^b\ia  4-  5b\Sa  = t)êy  3n; 

a * * 3 . 3 

y/8«6-Hi(io'  — \fb*  -+■  2fl63  = 2«fy  i ■+■  %a  — b\Jb  la 


' = (20  — b)\jb  -+-  ‘2 a\ 

» • t * 3, * 3 " 1 

3y/4 o‘  -4-  2^2 a = 3^20  4-  ay/afl  = 5\rïâ. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables , on  ne  peut  qu’indiquer 
l’addition  et  la  Soustraction  , en  interposant  les  signes  -l-  et  — . 
160.  Multiplic^ti  on  et  division.  Consulterons  «l’abord  le  cas 

où  les  radicaux  ont  le  nuime  indioe. 

* , • . ' 

* a '*_».*•  * • 

. Soit  \ja  à multiplier  nu  à diviser  par  y b.  Je  dis  que  l’on  a 

/ * * 

n 

n*  tr  n n t,  f~ 

y/fl  X y H — y lab",  et  y a : y/é  = 

A 

• ’ n n 

. En  effet  (n"  IBS),  si  l’on  élève  \a . \Jb  et  \ab  à la  n'im' 


* 
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puissance,  on  trouve  egalement  a b pour  résultat  ; donc  ces  deux 
expressions  sont  égalés. 

n n 

De  même,  — et  y/^,  élevés  à la  «■*”' puissance,  donnent 
\fb 

7;  ainsi  ces  dèux  expressions  sont  égales. 

D’où  l’on  voit  que  —Pour  multiplier  ou  diviser  l’un  par  l’autre 
deux  radicaux  de  même  indice,  it  faut  multiplier  ou  diviser  l’une 
par  l’autre  tes  deux  quantités  sous  le  signe,  et  affecter  le  résul- 
tat du  signe  radical  commun.  — S’il  y a des  coefficients , on  com- 
mence par  opérer  ^-parement  sur  ces  derniers. 

Ainsi  , « * 


“ - ?■ 

; » < * # 

— Ga3(a3  -H  b3) 
ou  simplifiant , = L% 

\j  cd  * 

• . • . •» 

3 a ySa1  X 2 b y4 =r  6ab^3za*c  = \ia}b\pxc , • 

3 3 a 

ï'a'b'-hb'  . /8 b(à‘b-<4-b'\  . , /à‘  -+-  b 7 

y^Tb~  y - b - -^y^p- 

y 8 b 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  de  même  indice,  il  faut  les  y réduire 
(n°  163),  et  opérer  comme  il  vient  d’être  dit. 

< _ « I 4 

Par  exemple , 3 a<Jb  X 5b\2c=  i5ub\‘8b,c'. 

166.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines. 

w*  ,«i  , nt  »**  m m 

Comme  on  a «V  = Ja  X >Ja  X y " • • i=.V'a",  d’après  Ja 
règle  qui  vient  d’être  établie  pour  la  multiplication  , il  s'ensuit  que 
— Pour  élever  une  quantité  radicale' à une  puissance  donnée , il 

18. 
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faut  élever  a cette  puissance,  ta  quantité  sous  le  signe,  et  affecter 
le  résultat  du  signe  radical  avec  son  indice  primitif.  S’il  y a un 
coefficient,  on  élève  séparément  ce  coefficient  à la  puissance 
donnée. 

« 4 « 4 

Ainsi  = y'  160*  = la  y 'a1; 

s » > s 

[3^-2aY  — 3‘.y Hpaf  — 2-43y  3 j.a'  = /Çiïtÿa^a1. 

Lorsque  l’indice  du  radical  est  un  multiple  de  l’exposant  de  la 
puissance  que  l’on  a à former,  on  peut  simplifier. 

« 

Soit , par  exemple , y'20  à élever  au  carré  ; 


Remarquons  que  (n“  ISK) 


* 


Or , pour  élever  cette  quantité  au  qiiré , il  suffit  de  supprimer 

le  premier  signe  radical  ; ainsi  l’on  a (y;  2a)1  = ^2  a. 

« 

Soit  encore  y/ 3 b k élever  au  carre,  cette  expression  revient 

1 » 

à Vte;  donc  (V3 1)'  = ^3 b. 


C'est-à-dire  que,  si  l’indice  du  radical  est  divisible  par  l’expo- 
sant de  la  paissance,  on  peut  effectuer  cette  division,  en  laissant  la 
quantité  sous  le  radical  telle  qu’elle  était. 

Quant  à l’extraction  des  racines,  il  faut  multiplier  t’ indice  du 
radical  par  l’indice  de  la  racine  à extraire , et  laisser  la  quantité 
sous  tejignc  telle  qu  ' elle  était. 

t î _ 

Ainsi  ^ y/  3r  = ^ 3e  ; y/  fëc  = ^5c. 

Cette  règle  n’est  autre  chose  que  le  principe  du  n°  ISS,  énoncé 
dans  un  ordre  inverse. 

Si  la  quantité  sous  le,«igne  est  une  puissance  parfaite , de  même 
degré  que  la  racine  à extraire,  il  y a lieu  à simplification. 
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v/  y^Sa1  étant  (n°  UîB)  égal  à ^ ^ Sa' , 

« _____  * » 

\jia . 


3 k 


se  réduit  à 


Remarques  sur  Igsvaleurs  algébriques  des  radicaux  . — Conséquences 
qui  en  résultent  dans  letalçuÇtle  c A expressions. 

• 

167.  Les  règles  qui  viennent  d’éti®  établies  pour  le  ralcul  des 
radicaux,  sont  fondées  «principalement  sur  le  principe,  que  la 
racine  n'im“  d’un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit 

des  racines  niim"  de  ces  differents  fac  tears  ; et  la  démonstration  de 

» # * * 

ce  principe  repose  (n°  iCS)  sur  ce  que , si  'lis  puissances  de  même 
degré  de  deux  expressions  sont  égales,  tes  expressions  sont  aussi 
égales.  Or , cette  dernière  proposition  , qui  est  vraie  on  taglt  que 
l’on  ne  considère  que  des  nombres  .absolus,  ne  d’est  pas-toujours 
pour  les  diverses  expressions  auxquelles  peut  conduire  l’Algèbre. 

Pour  vérifier  l’exactitude  de  cette  assertioti,  nrtus  prouverons 
qu’un  même  nombre  peut  avoir  ; algèbjiqficntrnt , plusieurs 

racines  carrées , plusieurs  racines  cubiques  f plusieurs  racines 

* ..  * . 

quatrièmes,  etc.  « _ • 

Désignons,  en  effet, «par  x l’expression  génera)e*de’ la  racine 
carrée  d’un  nombre  a , et  par  p la  Valeur  numérique  ou  arithmé- 
tique de  cette  racine  carrée;  on  a l’équation 

!•  **’  • » 

• t • , 

x'  — a,  ou  x7=p%  de  Laquelle  on  tire  x=±p. 

' . •'  * 

D’où  l’on  voit  que, '.de  quelque  signe  qu’on  affecte  lÿ  valeur 
arithmétique  , p , de  la/âcine  carrée  de  a , sofi  carré  donne  egale- 
ment a,  résultat  conforme  4 ce  qui  a été  dit  au  u“  8®^ 

Soit , en  second  lieu  }x  l'expression  générale  de  là  racine  cubi- 
que. de  a ; et  désignons  par  p la  valeur  numérique  de  cette  racine  ; 
on' a l’équation  x*  — a , ou  xi  = px.  ... 

* , *•  * # 

Cette  équation  est  d’abord  satisfaite  par  x—p. 


Digitized  by  Google 


2^8  l)K  l.A  «ULTIM.1C1TK 

Observons  maintenant  que  l'on  peut  mettre  xi—ps  sous  la 
forme  ’ * .r3  — //■  = o. 

Or,  on  a vu  (n°  51)  que  l’expression  -r’  — p'  est  divisible  par 
x — p,  et  donne  pour  quotient  exact , x3  -J-  px  p1  ; ' 

l’équation  ci-dcssus  peut  donc  être  transformée  ainsi  : 


(x  — p)  (x3  -+- px  -+-/>’)  = o , 
équation  à laquelle  on  satisfait , soU  en  posant 

W ' i * 

> x — p = o , d’où  x = p, 

ç * 

soit  en  posant  x!  -f-^px  'rt- p-  —xf,  d’où  x = — ^ — 3, 


ou  bien 


On  voit  donc  que  la  racime  cubique  de  a admet  trois  valeurs 

algébriques  différentes , savoir:  » 

• • 


*<p{**X'  3),  et  K 

* w **  % • 

Soit  encore  à résoudre  l’équation 


— i — y'— -~3 
•a 


x'  — a ou  x*  =r  p* 


( p désignant  la  ^valeur  arithmétique  de  \ «_)  • 

Cette  équation  pguj  Se  mettre  sous  la  forme 

* 

* » 

xé'—p'  — o; 

. . ' * ■ ‘ ' ' 

or  l’expression  x‘  — .p'  revient  (n°  19)  à (x3  — p')  (x! -+- p')  ; 

* * # 

donc  l’é(juatio)i  revient  clle-mémo  à (x1-^-p1)  (x:  p1)  = o ; 

et  l’on  peut  y»safîsfaite , , ^ 1*,  ♦ V 


soit  en  posant 


* * x'  — p> o,  d’où  x = d=p, 

, • • t • , 7 


soit  en  posant  x 


-f-p!  = o , d’où  x=±^ — p‘  x=ér_p  y — i . 

a « 

On  obtient’ dope  ainsi  pour  la  racine  quatrième  du  nombre  a, 
quatre  expressions  algébriques  différentes. 
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Proposons-nous  île  résoudre  lu  nouvelle  équation 
x*  — p*  — o. 

Or  ,c“ — //'  revient  (n°  19  à (x3 — p')  (x1  -t- p' ) ; 

ainsi  l’équation  devient  (x3  — pi  ) (x3  -K/>3  ) = o. 

Déjà,  l’équation  x1 — p'=zo,  résolue  précédenjinent , 

/ — i ± y — 3 

a ilonné  x=p  et  • x —p  I - 


Coasidérons  actuellement  l’équation  x3  -+-/P  = o , 
et  observons  que,  si  l’on  remplace,  pour  le  moment,  p ]>ar  — //, 
elle  devient  • x3 — p''  — o, 


d’où  l’on  déduit 


, ,/— l±v— ^ 

■=P  et*  = p'^ 


ou,  remettant  à la  place  de  p ' sa  valeur  — p, 

i ± s/^3 


: = — p et  x = ■ — p 


y • 


Ainsi,  l’équation  x- — p’  = o,  et  par  conséquent  la  >Vine  6'"" 
de  a , admet  six  valeurs:  p,  xp,  u'p,  — p,  — xp,  — a 'p, 
en  posant,  pour  simplifier,  . 

-t+V=â 


*•  1*2 


Nous  pouvons  conclure,  par  analogie  .(ce  qui  sera  d’ailleurs  dé- 
montré par  la  -suite , d’une  manière  plu$  complète) , que  toute 
équation  île  la  forme  jc"  — ^ — o , ou  ; — y/"— o,  est  suscejv- 

tible  de  m solutions  différentes;  c’est-à-dire  que  la  racine  rnUmr 
d’un  nombre  admet  m valeurs  algébriques  différentes. 

I tilt.  Première  remarque.  — Si , dans  les  équations  précédente* 
et  les  résultats  qui  leur  correspondent,  on  suppose  comme  cas 
particulier,  a = ■ , d’où  p — t , 
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on  obtiendra  les  racines  carrées,  cubiques , quatrièmes , etc.,  de 
l'unité.  Ainsi , •+-  1 et  — 1 sont  les  deux  racines  carrées  Je  l'imité  : 

car  l’équation  x1 — 1=0  donne  j-  — -t-  1 

n . — 1 -f-  v — 3 * — 1 — J — 3 

De  inenie , -t-  1 , * , son  t les 

. 2 2 

trois  racines  cubiques  de  l'unité,  ou-  les  racines  de  x*  — 1=0. 

-+-  1 , — i,  -t- V — *»  — V — *>  Sont  les  quatre  racines  qua- 
trièmes de  l’unité,  ou  les  racines  de  x‘  — 1 =0. 

109.  Seconde  remarque.  — Soit,  en  general,  l'équation 

x“  q;  « = o. 

Désignons  par  p la  valeur  arithmétique  de  la  racine  ///'"“  de  a, 
ce  (|iii  donne  pm  — a ; l’équation  ci-dessus  devient 

x"  q:  pm  = o ; 

et  si  l’on  pose  x = py,  y étant  une  nouvelle  inconnue,  il  en  ré- 
sulte Zf.pm  = o ; ou , en  divisant  par  pm, 

. ym  q:  t = o. 

Ce  qui  prouve  que,  connaissant  toutes  les  valeurs  de  y 1 ou  de 

on  obtiendra  celle  de  y a ou  de  y — a,  en  multipliant  p 
par  les  dilïérentes-racipes  rn‘im”  de  -f-  1 ou  de  — 1 . 

* m 

170.  Il  resillte  de1  l’analyse  précédente,  que  les  règles  du  calcul 
des  radicaux-  établies  polir  l’hypothèse  où  l’on  opère  sur  des  nom- 
bres absolus , sont  susceptibles  de  qnelquës  modifications  lorsqu’on 
opère  sur  des  expressions  vu  symboles  purement  algébriques.’ C’est 
surtout  quand  on  applique  ces  règles  aux  expressions  imaginaires , 
que  ces  modifications  sont  necessaires,  comme  étant  une  suite  de 
ce  qni  a été  dit  *au  n”  107. 

On  deifiande,  par  exemple,  le  produit  de  y — a par  y' — a ; la 
règle  du  n"  10{$  donne 

— « X V — a a =x±a.  _ 
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Culte  double  valeur  du  produit  est  une  réponse  exa^e  tant 
que,  dans  l’expression  y — a X y/ — ai  les  deux  radicaux  com- 
portent le  double  signe  rt;  mais  si  l’on  admet  que  les  radicaux 
soient  de  même  signe,  comme  alors  ^ — ax/ — a revient  à 
( ^ — o)1,  et  que,  pour  élever  y m au  carré,  il  suffit  de  supprimer 
le  radical , on  a nécessairement 

— a X y/ — a~  — a. 

Soit,  en  second  lieu,  à former  le  produit  — a X V* — b ; on 
aurait,  d’après  la  règle  du  n°  Itî.'î , 

y — «X^ — b=yj+ab. 

Or  \jab=z±p  (nn  167],  p désignant  la  valeur  arithmétique 
de  la  racine  carrée  tle  ab  ; mais  je  dis  que  le  véritable  résultat 
doit  être  — p qu  — y ab,  dès  que  l’on  considère  les  deux  radicaux 
y r-—a  et  \f — b comme  précédés  l’un  et  l’autre  du  signe  -t-. 

En  effet,  on  a 

y — a — \ja .y' — 1 et  y/ — b — ^b.^ — 1; 

donc 

V — a X \i — b = y«  y — 1 x y 'b.\J — 1 = \ab.{ y' — 1)1 


On  trouvera , d’après  ces  principes , pour  les  diverses  puis- 
sances de  y/ — 1 , 

(v — *)’  = y/— 1 . 

(y  — 1 r = (v  — I j’.y^ï  = — y — I , 

(y/— t)  = (y  — I ]’.(y_ 1>  = — 1 X — 1 =+  1. 

Comme  les  (|uatre  puissances  suivantes  s’obtiendraient  en  mul- 
tipliant la  quatrième,  -t-  1,  respectivement  par  la  première,  par 
la  deuxième , la  troisième  et  la  quatrième , on  retrouverait  encore 
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pour  («^quatre  nouvelles  puissances  , 


-+-  v— > , — «»  — v— ‘ , -+■  •; 

donc  toutes  les  puissances  de  y — 1 forment  des  périodes  de 
quatre  termes . 

4 

Soit  encore  proposé  de  déterminer  le  produit  de  y — a Par 

4 ♦ 

V — b > qui , d’ajirès  la  règle , serait  y -t-  ab , et  par  conséquen  t 
(n°  167)  donnerait  les  quatre  valeurs 


Mais,  pour  déterminer  le  véritable  produit , observons  que 

< 4 4 4 4 _ 4 

)/—  a = y^.ydT,  \j—b=\b.\i—i\ 

or  \J—  i x t/ — « = (y/— «)’  = (vV-*y  ==  v'— 1 ; 

4 4 4 

donc  y' — a X \l — b — \ab.\i — i . 

Appliquons  les  calculs  précédents  à la  vérification  de  l’expres- 

. — 1 -+-y  — 3 ....  . ii*.  . 

sion  , considérée  comme  racine  de  I équation 

x5  — 1=0, 

c’est-à-dire  comme  racine  cubique  de  i.  [Voyez  n°  168.) 

D’après  là  formule  (a  -t-  Vf  = a’  -t-  3 a’b  •+-  3 ab'  -H  b', 


(=i^E2y = 


( — ! Y -h  3(  — I )’.  V—  3 -t-  3(  — i).W—  3>  -+-  W-  3>  _ 

8 

_ , + 3vd3  _ 3 X — 3 — 3 y — 3 _ 8 _ 

8 ~ 8 _ 


On  vérifierait  de  même  la  seconde  valeur, 


— i — y — 3 
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§ IV.—  Théorie  des  exposants  de  nature  quelconque. 
— Notions  generales  sur  les  séries. 


171.  C’est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  deux  nouvelles  nota- 
tions d’un  usage  très-commode  dans  les  calculs  algébriques  : ce 
sont  les  exposants  fractionnaires  et  les  exposants  négatifs;  ils 
tirent  leur  origine  des  règle*  établies  pour  l’extraction  des  racines 
et  la  division  des  monômes. 

Que  l’on  ait  à extraire  la  racine  n'ime  de  fl". 

On  a vu  (n°  188)  que,  si  m est  multiple  de  n , il  faut  diviser 
l’exposant  m par  l’indice  n de  la  racine.  Mais  si  m n’est  pas  divi- 
sible par  n , on  convient  d’indiquer  l’extraction  de  la  racine  en 
indiquant  la  division  des  deux  exposants.  Donc 

n »« 

\ am  — a " , 


d’après  une  convention  fondée  sur  larrègle  des  exposants  pour 
l’extraction  des  racines  des  quantités  monômes. 

I , 1 4 _>  ■ 

Ainsi,  \[â>  = a* , ^a'  =a‘. 


De  même , que  lron  ait  à diviser  a"  par  a".  i > 

On  sait  qu’il  faut  (n°  25)  retrancher  l’exposant  du  diviseur  de 
l’exposant  du  dividende  toutes  les  fois  que  l’on  a rrT^>  n , ce  qui 

, a" 

donne  — = 

fl" 

Mais  si  rn  est  <^/i,  on  convient  d’indiquer  la  division  en  indi- 
quant la  soustraction  des  deux  exposants. 

Soit  p la  différence  absolue  entre  n et  m ; on  a alors 

* l 

a" 

n = m+p,  d où  — — — = a.  Z’; 

‘ a “P 


fl*1  | 

d’ailleurs,  se  réduit  à - f par  la  suppression  du  facteura"  com- 
mun aux  deux  termes; 

donc  a~P  = — . 

«P 
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L'expression  a~f  est  donc  le  symbole  d’une  division  qui  n’a  pu 
s’elTectuer  ; et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l’unité , divisé  par 
la  meme  lettre  a , affectée  de  l'exposant  p pris  positivement  ■ 

. . i i 

Ainsi  a~s  = — , a~‘  — — . 

a?  aï 

La  notation  de  l'exposant  négatif  a l’avantage  de  conserver  une 
forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 

De  la  combinaison  d 'une  extraction  de  racine  et  d’une  division , 
impossibles  à effectuer  sur  «les  quantités  monômes , résulte  une 
autre  notation , celle  de  V exposant  fractionnaire  négatif. 

Soit  à extraire  la  racine  n'*“*  de  — . 

o" 

« r~~~  n , m 

On  a d’abord,  — — a-";  donc  \/  — — t/a-"  — a ", 

a"  V a” 

en  remplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant  frac- 
tionnaire. 

m «H 

I. es  expressions  a ",  a~P,  a ",  sont  donc,  d’après  des  con- 
ventionsfondées  sur  les  n’-gles  précédemment  établies,  des  notations 

équivalentes  à \>am. 

Ainsi , l’on  peut , suivant  les  circonstances , remplacer  les  pre- 
mières par  celles-ci,  et  réciproquement. 

Comme  dans  le  discours,  af  s’énonce  a puissance  p,  p étant  un 

nombre  entier  positif,  de  même,  par  analogie , a",  a ~r,  a ", 

. m . m 

s énoncent:  a puissance  — , a puissance  — p,  a puissance  — — ; 

ce  qui  n engagé  les  algébristes  à généraliser  le  mot  puissance.  [Mais 
il  serait  peut-être  plus  convenable  de  n’employer  que  les  denomi- 

. m m 

nations  a exposant  — , exposant  — p,  exposant — — , en  consa- 
crant uniquement  le  mol  puissance  il  désigner  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  égaux  à un  nombre  donne,  (f'oj  ez  le  n"  2.)] 
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172.  Ces  notions  sur  l’origine  et  la  signification  des  quantités 
affectées  d’exposants  quelconques  étant  établies,  nous  allons  dé- 
montrer que  le  calcul  de  ces  sortes  de  quantités  est  soumis  aux 
mêmes  règles  que  celui  des  quantités  affectées  exclusivement  d’ex- 
posants entiers  et  positifs. 

» . . i . . 
Multiplication.  — Soit  d'abord  a * à multiplier  par  a 3 ; je  dis 

qu’il  suffit  à' ajouter  les  deux  exposants , et  que  l’on  a 
£ i £+i  n 

a’  X n*  = «s  ’ = fi". 

En  effet , on  a vu  (n°  17 1)  que 


— i » 

a’  = fl’  = ya7'. 


donc  a‘  X «’  = ^ a*  X 0**» 

ou  bien,  effectuant  l’opération  règle  du  n°  108, 


ation^^rtfla  i 

14  1 1 » 11 

a*  X a’  = V®"  — fl 1 ‘ • 


Soit , généralement,  a » à multiplier  par  fl»;  je  dis  que  l’on  a 


p 

X fl» 


m p np  — mq 

a = a "î  . 


En  effet, 


" X fl* 


a»  = ^ aP  •,  donc 


"î 

v/: 


a *r  Rp~TÎ 

— — i/o»/’-»?  = a "»  . 

a"»  » 


Ainsi,  règle  générale,  pour  multiplier  l’un  par  l’autre  deux 
monômes  affectés  d’exposants  quelconques,  il  faut,  pour  chacune 
des  lettres,  ajouter  les  deux  exposants  ; c’est  la  règle  déjà  établie 
n°IO,  pour  les  quantités  affectées  d'exposants  entiers  et  positifs 
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On  trouvera , d’après  cette  règle , 

2.  j_  2.  JL  m.  j[_  _2. 

a,b  1 c~ 1 X " ‘ é‘c"*k, 

j_  _ t ± - _j_l  1 

X 2a  * b ’ c*  = 6/1  » b'*e‘. 

Division.  — Pour  diviser  l’une  par  l’autre  deux  quantités  mo- 
nômes affectées  d’exposants  quelconques , il  faut  suivre  la  règle 
qui  a été  établie  (n°  SU)  pour  les  quantités  affectées  d’exposants 
entiers  et  positifs  ; c’est-à-dire  qu’il  faut,  pour  chaque  lettre,  re- 
trancher l’exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

En  effet,  l’exposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  doit  être 
tel,  qu’ajouté  à celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  la  somme 
soit  égale  à l’exposant  du  dividende;  donc  l’exposant  du  quo- 
tient est  égal  à l’excès  de  l’exposant  du  dividende  sur  celui  du 
diviseur. 

On  trouvera , d'après  cette  règle , 


Formation  des  puissances.  — Pour  élever  à la  m'tmr  puissance 
un  monôme  affecté  d’exposants  quelconques,  il  faut,  conformé- 
ment à la  règle  du  nu  I08,  multiplier  l'exposant  de  chaque  lettre 
par  l'exposant  m de  la  puissance;  car  élever  ce  monôme  à la  m‘,mt 
puissance,  c’est  former  le  produit  de  m facteurs  égaux  à ce  mo- 
nôme; donc,  d’après  la  règle  de  la  multiplication,  il  faut  multi- 
plier chacun  des  exposants  par  m. 

Ainsi,  (a* ) = a * , \a’)  = a1—  a1, 

1 --  i\‘  - / — JV1 

(2 a ' b *)  =64fl—> b1 , I a *)  = a~“. 

Extraction  des  racines.  — Pour  extraire  la  racine  niim  d’un 
monôme,  il  faut,  en  suivant  la  règle  du  n"  1158,  diviser  /'expo- 
sant de  chaque  lettre  par  l'indice  n de  la  racine. 
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En  effet,  l'exposant  de  chaque  lettre,  dans  le  résultat,  doit 
être  tel.  que,  multiplie  par  l’indice  n de  la  racine  à extraire,  il 
reproduise  l’exposant  dont  la  lettre  est  affectée  dan:',  le  monôme 
proposé;  donc  les  exposants,  dans  le  résultat,  doivent  être  res- 
pectivement égaux  aux  quotients  de  la  division  des  exposants, 
dans  le  monôme  proposé,  par  l'indice  n de  la  racine. 


Les  trois  dernières  règles  ont  été  facilement  déduites  de  la  règle 
relative  à la  multiplication;  mais  on  pourrait  les  démontrer  direc- 
tement en  remontant  à l’origine  des  quantités  affectées  d’exposants 
quelconques. 

Nous  terminerons  par  une  opération  qui  renferme  implicite- 
ment les  deux  précédentes,  quant  à la  démonstration. 

- _ w r 

Soit  a"  à élever  à la  puissance , il  faut  prouver  que  l’on  a 


En  effet,  si  l'on  remonte  à l’origine  de  ces  notations,  on  trouve 
que  , 


« 

iTe> 


.'avantage  que  présente  l’emploi  des  exposants  de  nature  quel* 
iq^e  , consiste  principalement  en  ce  que  le  calcill  de  ces  sortes 
'expressions  n’exige  pas  d’autres  régies  que  relias  qui  ont  été 
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établies  pour  le  calcul  des  quantités  affectées  d’exposants  entiers. 
En  outre,  ces  calculs  se  réduisent  à de  simples  opérations-  sur  les 
fractions,  operations  avec  lesquelles  nous  sommes  déjà  familia- 
risés. 

175.  Remarque.  — Nous  serons,  dans  la  suite,  conduits  par  la 
résolution  de  certaines  questions , .à  considérer  des  quantités  affec- 
tées A' exposants  incommensurables.  Or,  les  règles  que  nous  ve- 
nons d'établir  pour  le  cas  où  les  exposants  sont  commensurables, 
sembleraient  devoir  être  aussi  démontrées  dans  le  cas  d’exposants 
incommensurables  ; mais  observons  qu’un  nombre  incommensu- 

3 

rable , tel  quey/3,  ^Tï  , est,  par  sa  nature , composé  d’une  partie 
entière  et  d’une  fraction  qui  ne  peut  être  exprimée  exactement, 
mais  dont  il  est  possible  d'approcher  autant  que  l’on  veut  ; en  sorte 
que  l’on  peut  toujours  concevoir  le  nombre  incommensurable 
remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  n’en  diffère  que 
d’une  quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée;  et  en  appli- 
quant les  règles  au  symbole  qui  désigne  le  nombre  incommen- 
surable, il  faut  sous-entendre  qu’on  les  applique  au  nombre 
fractionnaire  exact  qui  le  représente  approximativement.  En  dé- 
finitive, dans  les  applications  numériques,  on  ne  peut  se  former 
l’idée  d’un  nombre  incommensurable  qu’en  le  supposant  remplacé 
par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  en  exprime  une  valeur 
plus  ou  moins  approchée. 

Ainsi , nous  pouvons  conclure  que  les  règles  précédentes  sont 
applicables  aux  cas  où  les  exposants  sont  incommensurables.  Elles 
le  sont  même , par  extension  , aux  exposants  imaginaires. 

Application  de.  la  formule  du  binôme  à l'extraction  des  racines  par 
approximation. 

174.  Puisque  l’on  doit  étendre  au  calcul  des  exposants  quel- 
conques les  règles  du  calcul  des  exposants  entiers  et  positifs,  il  est 
assez  naturel  de  penser  que  la  formule  du  binôme , qui  sert  à dé- 
velopper la  puissance  d’ufi  binôme  ( m étant  un  exposant 

entier  et  positif) , peut  egalement  servir  lorsque  m est  un  exposant 
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Fractionnaire,  positif  ou  négatif.  C’est,  en  effet,  ce  que' les  ana- 
lystes ont  reconnu;  et  ils  ont  déduit  de  là  des  conséquences 
importantes,  tant  pour  l'extraction  des  racines  par  approxi- 
mation , que  pour  le  développement  des  expressions  algébriques 
en  séries. 

Nous  renvoyons,  pour  la  démonstration  générale  de  cette  for- 
mule, au  n°  182,  et  nous  allons  dès  à présent  en  montrer  l’usage 
dans  l'évaluation  approchée  des  racines  de  degré  quelconque  des 
nombres  particuliers. 

Mais  avant  tout,  il  est  nécessaire  de  lui  faire  subir  une  trans- 
formation. 

Reprenons  cette  formule 


(x  ■+■  a|"  — x"  maxm~'  -t-  m 


et  mettons  le  facteur  xm  en  évidence  dans  le  second  membre. 
On  obtient 

( x -4-  a)"  :=  x"  ^ 
ou,  posant 


a m — 

1 -H  m . — h m 

x 2 


1 a1  \ 


m = -, 
n 


(x-4-a)"  ou  y/x  ri-  a — 


/ 1 il. 

/ 1 1 2 . 

- I 1 a r n a}  i n n as 

1*  I H . 1 . • — H — • — - — • — 5 — • 

\ n x n 2 x’  n 2 3 x3 


ou  bien  encore, 


^x  ri-  a — 


/V  ■!•/  i a i n — ta’  i n — 12  n — 1 a‘  \ 

(1)  x"(iH — . . . — -t — . . — ■ — J . 

' \ n x n 2n  x'  n 2n  6n  x3  ] 

Si  l’on  voulait  former  un  nouveau  terme , il  suffirait  évidem- 
ment de  multiplier  le  quatrième  par  — ^ — * et  par  - , puis  de 
changer  le  signe , et  ainsi  de  suite. 


Cela  posé , soit  à extraire  la  racine  cubique  de  3 1 . 
s grand  cube  contenu  dans  3i  étant  27,  faisons,  dans  la 
Alè-  £ > 9'  éd-  >9 
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formule  (i),  n = 3,  *=27,  et  az=  4»  ce  qui  donne 


V^3 1 = v/27  + 4 = 27'  ( ' + ^ ; 

il  vient 

*/.  , I _4  _A  I 16  , 1 I 5 64 

\ 3 27  3 3 729  3 ' 3 ' 9 19683 

ou  bien,  en  effectuant  les  calculs, 


16 

2187 


320 

53i44, 


Le  terme  suivant  s’obtiendrait,  d’après  ce  qui  a été  dit  ci-des 

. . 3ao  3 n — la  2 4 

sus,  en  multipliant  par  . - , ou  par  3 . ■*» 


256o 


27 


et 


changeant  le  signe,  ce  qui  donnerait  — 43046721  ' 

On  trouverait  de  même  pour  le  terme  qui  suit  ce  dernier , 

256o  v ,4” — ta  256o  v^ttv^4  1,2640 
"*”4304672,  ^ 5n  'x  43046721^,5^27  ,7433922005* 


et  ainsi  de  suite. 

Mais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  de  la  série , et 
réduisons  en  décimales.  Nous  obtenons  d’abord , 

Pour  les  termes  additifs , 

$ 3 = 3,ooooo 

= o, ,48,5 
27 

320  c 

,,  = o,  ooobo 

53I441 

et  pour  la  somme  des  termes  soustractifs , 


= 3,14875, 


,6 

2,87 

0 2560 

4304672 , 

Donc 


o, 0073, 
o, 00006 


— 0,00737. 


3, 
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[nous  prouverons  tout  à l’heure  que  ce  résultat  est  exact  à 0,0000 1 
prés]. 

176  Remarque.  — Lorsque  l’expression  d’un  nombre  est  dé- 
veloppée en  une  suite  de  termes  dont  les  valeurs  numériques  vont 
en  décroissant  indéfiniment , on  conçoit  qu’en  général , plus  on 
prend  de  termes  dans  la  série , plus  on  approche  de  la  vraie  va- 
leur du  nombre  proposé.  Si , en  outre,  on  sup]H>se  que  les  ter- 
mes soient  alternativement  positifs  et  négatifs,  on  peut , en  s’arrê- 
tant à un  terme  de  rang  quelconque , déterminer  d’une  manière 
précise  le  degré  d’approximation  obtenu. 

En  effet , soit  une  suite  indéfinie  de  termes, 

a — b- f-c  — d- f-e — f- (- • . ., 

dans  laquelle  on  suppose  que  a , b,  c,  d,.  . sont  des  nombres 
absolus  décroissants;  et  désignons  par  x la  valeur  numérique  de 
cette  série. 

Je  dis  d’abord  que  cette  valeur  est  comprise  entre  deux  sommes 
consécutives  quelconques  de  termes  de  la  série. 

Car , prenons  au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 

a — b c — d - h e — f,  et  a — b -h  e — d- (-  e — f -f-  g. 

Considérons  la  première  , et  observons  que  les  termes  qui  sui- 
vent — y,  sont  -f -g — b,.-\-A — l,  -f- . . mais  puisque  la 
série  est  décroissante , les  différences  g — h,  A — l , . . . sont  des 
nombres  positifs;  d’où  il  suit  que,  pour  obtenir  la  valeur  complète 
de  x,  il  faut  ajouter  à la  somme  a — 6 -4-  c — rf-f-e  — /,  un  cer- 
tain nombre  positif. 

On  a donc  a — é -t-  c — d-\~  e — _/<[  x. 


Quant  à la  seconde,  les  termes  qui  suivent  -+-  g , sont  — h -t-  A , 
— l-\-m...\  or,  les  différences  — h + A,  — l+m,...  sont  néga- 
tives ; d’où  l’on  voit  que , pour  avoir  la  vraie  valeur  de  x , il  faut 
ajouter  à la  somme  a — b + c — d- f-e — f- h g une  quantité  né- 
uaüye  , c’est-à-dire  diminuer  cette  somme. 


si  l'on  a 


a — b -*-c  — d-Jf  e — f - f-  g~^>  x. 


>9- 
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Doue  x est  compris  entre  ces  deux  sommes. 

Conséquence.  — La  valeur  numérique  de  la  différence  entre  ces 
deux  sommes  étant  g , il  s’ensuit  que 

L’erreur  commise  lorsqu'on  prend  un  certain  nombre  de  termes 
pour  la  valeur  de  x,  est  numériquement  moindre  que  le  terme  qui 
yient  après  celui  auquel  on  s’est  arrête. 

Ainsi,  dans  l'application  du  numéro  précédent,  tous  les  terme* 
étant  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  allant  en  décroissant 
à partir  du  second  , on  peut  en  conclure  que  la  valeur  numérique 
de  la  somme  des  cinq  premiers  termes, 

_ 4 '9  3?.o  256o 

27  ‘ 2187  53144*  43o4^721’ 

j 

' diffère  de  y3i  d’une  quantité  moindre  que  la  valeur  du  6e  terme, 

. . 112640  , 

que  1 on  a trouve  (n°  178)  égal  a — ^33  > or>  06116  'rar‘ 

tion  est,  d’après  sa  seule  inspection,  au-dessous  de  — — ^ ; 

1 00000 

5 

donc  \/3i  = 3, 1 .j  1 38  k 0,00001  près;  ce  que  l’on  pourrait  vé- 
rifier par  le  procédé  ordinaire , mais  par  des  calculs  plus  laborieux 
que  les  précédents. 


177.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approxi- 
mativement la  racine  niimr  d’un  nombre  N par  le  moyen  des  sé- 
ries :. 

Décomposez  N en  deux  parties  pn  -t-  q , p étant  la  racine  de  N 
obtenue  à une  unité  près  (n°  185),  et  faites  dans  le  développement 


n 

</e^i  + a(n°  *78),  x = p",  a = q.  Effectuez  les  calculs,  en  vous 
arrêtant  nu  terme  dont  le  suivant  soit , d’après  son  inspection , in- 
férieur à l’unité  de  l’ordre  décimal  qui  détermine  l’approxima- 
tion ; convertissez  en  décimales  tous  les  termes  dont  vous  avez  tenu 
compte;  et  opérez  la  réduction  des  termes  tant  additifs  que  sous- 
tractifs. 


Cette  méthode  n’est  avantageuse  qu’autant  que  L est  une  frac- 
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lion  assez  petite;  car  autrement,  les  termes  de  la  série  ne  dimi- 
nueraient pas  très-rapidement  ; et  il  faudrait  un  graud  nombre  de 
termes  pour  donner  le  degré  d’approximation  désiré,  ce  qui  en- 
traînerait dans  de  longs  calculs. 

On  est  même  obligé  de  modifier  la  marche  précédente  toutes 

les  fois  que  l’on  a y»"  < q ; car  alors  - , ou  —,  est  plus  grand 

x p* 

que  l’unité,  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  - , qui  augmentent 

de  plus  en  plus,  numériquement,  à mesure  que  le  degré  delà 
puissance  augmente. 

Soit , par  exemple , 56  le  nombre  dont  on  demande  la  racine 
3'**“  ; étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56,  on  aurait 


us"  29 

x = 2j,  a = 2g;  d ou  - = ^ ; 

et  les  termes  de  la  série  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer  (nous 
ne  parlons  pas  des  coefficients,  qui  sont  des  fractions  peu  diffe- 
rentes de  l'unité). 

Mais  observons  que  l’on  peut  aussi  décomposer  56  en  64  — 8, 

8 i 

ou  41  — 8;  or,  ou  5 est  une  très-petite  fraction. 

04  O 


D’un  autre  côté , si , dans  l’expression  de  \'x  -H  a (n°  174) , on 

remplace  a par  — a,  il  vient 


1 -/  1 a 1 n — 1 a*  1 n — 1 m — 1 a J 

V x — a = x*  i .-. . . 

\ n x n 2/1  x'  -n  %n  in  x' 

Posant  donc  x =:  64  > a = 8 , on  obtiendra  une  sérié  de  termes 
qui  décroîtront  rapidement. 

A la  vérité,  tous  les  termes,  U l’exception  du  premier,  sont 
négatifs  ; et  l’on  ne  peut  appliquer  à la  série,  ce  qui  a été  dit 
(n"  I7C)  sur  la  manière  de  fixer  le  degré  d’approximation  que 
*lonne  la  somme  d’un  certain  nombre  de  termes.  Mais  alors  on 
tient  compte  d’un  nombre  de  termes  assez  grand  pour  qu’on  soit 
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bien  assure  que  l’ensemble  des  termes  négliges  n'influe  pas  sur 
l’ordre  décimal  auquel  on  veut  arrêter  l’approximation. 

On  pourra  s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

i i 

v'39  = \J'Si  -f-  7 = 2,0807  à 0,0001  près; 

* S 

^/65  =x  y4)4  -+-  1 = 4»02073  à 0,00001  près; 

4 4 

v/260  = ^256  4-_ 4 — 4i0,553  à 0,00001  près; 

’i 1 

108  = ^128  — 20  = 1,95204  à 0,00001  près  (*). 

178.  Autres  applications  de  la  formule  du  binôme.  — Cette 
formule  sert  aussi  à développer  les  expressions  algébriques  en 
séries. 

. 1 

Soit , pour  premier  exemple  , l’expression  - — ; on  a 


Posons,  dans  la  formule  (x  -4-  af  ~'xm  •+•  mnx*~'  -4-  . . . , 
x — 1 , a — — z,  m — - — 1 ; il  vient 

(1—  z)“'  = 1—  i.(—  *)—  1. — •(— î)1 


ou , effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  com- 
pose d’un  nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  — , 

( 1 — z)-'  = — ! — = 1 -4-  z -4-  z1  -|-  z‘  -4-  z*  -f-  a‘ 

1 — z 

On  parviendrait  au  même  résultat  en  appliquant  le  procédé  de  la 
division  algébrique  (n°  26). 


(*)  le  n°  8 de  la  première  nolo  placée  à la  fin  du  6e  chapitre. 
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Soit  encore  l’expression  ^ — ÿ ou  a(i  *)  ’• 

On  a , en  développant  ( i — *)~5, 


3-(~  z)~ 


a(t  — e)-*  = 


ou , effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

2(1  — z)~ J — 2(1  + 3e  -t-Gs’  -+-  toi1  -+-  t5a*  ■+■  ■ ■ •)• 


Prenons  pour  dernier  exemple , la  quantité  \fôx  z-,  qui  re- 
vient à v'aï  — *V , et  développons  • 

En  posant , dans  la  formule  (x+  a)"  = x"  -b  max m~‘  4- . • ■ • » 


z 1 

r = 1,  a — — - , ™ ^ > ona 


(-;)*= 


t 1 , p 

' ~ 6 * “ 36  z 648 


etc.  ; 


donc 


Méthode  des  coefficients  indéterminés.  — Notions 
sur  les  séries  récurrentes. 

179.  Les  algébristes  ont  inventé,  pour  le  développement  des 
expressions  algébriques  en  séries , une  autre  méthode  qui  est  en 
général  plus  simple  que  celles  dont  nous  venons  de  parler  , et  qui 
d’ailleurs  est  beaucoup  plus  féconde , en  ce  qu’elle  s applique  à 
îles  expressions  d’une  nature  quelconque. 

Pour  donner  une  première  idée  de  cette  méthode,  nous  nous 
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proposerons  de  développer  l'expression  -7—-  , en  une  série 

qui  procède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x.  Il 

est  visible  que  ce  développement  est  possible;  car  ■ ■ 

revient  à a[a  -f-  b'xr'  ; et,  en  appliquant  la  formule  du 
binôme , on  obtiendrait  une  suite  de  termes  procédant  sui- 
vant les  puissances  ascendantes,  entières  et  positives  de  x.  Posons 
donc 


(«) 


4-  Bx  4-  Cx'  4-  Dx'  4-  Ex*  4-  Fx‘  4-.  . . -, 


A,  B,  C,  D,.  . . étant  des  coefficients  fonctions  de  a,  a',  b', 
mais  indépendants  de  x ; coefficients  qu’il  s’agit  d’ailleurs  de 
déterminer , et  que , par  cette  raison , l’on  appelle  coefficients 
indéterminés.  (Cette  dénomination  est  impropre  : d'après  le  sens 
attribué  jusqu’ici  au  mot  indéterminé , il  vaudrait  mieux  dire 
coefficients  à déterminer;  mais  nous  nous  conformerons  à l’u- 
sage.) 

Pour  parvenir  à la  détermination  de  ces  coefficients,  chassons 
le  dénominateur  de  l’equation  (1);  ordonnons  par  rapport  à x, 
et  transposons  le  terme  a ; il  vient 


w °=\-a 


Ao'-f-Bf/' 
4-A  b' 


x+C  a' 
4-B6' 


x’-pDfl' 
4-C  b' 


x34-E<i'  x1 
4-Di' 


Remarquons  maintenant  que , si  l’on  suppose  les  valeurs  de 
A , B , C , D , convenablement  déterminées , l’équation  ( 1 ) doit  se 
vérifier , quelque  valeur  que  l’on  donne  à x ; ainsi  il  en  .est  de 
même  de  l’équation  (a). 

Or,  lorsqu’on  suppose  x — a,  celle-ci  devient  o — Ka'  — a , 
d’où  l’on  déduit  la  valeur  de  A , A~~. 

fl 

A étant  égal  à quand  on  a x = o,  doit  conserver  la  meme 

fl 

valeur  lorsque  x est  quelconque , puisque  A est  indépendant  de  x. 
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Ainsi,  quel  que  soit.r,  l’équation  (a)  Se  réduit  à 


(3) 


j Ba' 

.i'— Cû 

{ -HA b' 

-+-W 

i , divisant  par  x, 

( Ba' 

x-HC  a' 

= | -H  A 6' 

-HBé' 

•r’+Dfl' 
-+-C  b' 


x’-HDa'  1 
+ Ci'| 


**-+-.  • - , 


x’-H 


297 


Cette  équation  devant  encore  se  vérifier  pour  toute  valeur  de  x , 

faisons  x—  o ; il  en  résulte  B«'  -+-  A b'  = o ; 

d’où  l’on  tire 

A b'  a b'  ab' 

B = = , ou  bien,  B =.-rr  X -,  = rv 

a d a « 1 


Comme  B doit  conserver  cette  même  valeur,  quel’ que  soit  x , 
supprimons  dans  (3)  le  premier  terme  Ba'  -1-  A b'  qui  s’anéantit 
par  cette  valeur  de  B,  et  divisons  par  x;  il  vient 


i C a'  -H  Da' 

x -H  Ea' 

° i -H  Bt'  -H  Cb' 

-H  D b' 

Faisons  de  nouveau  x = o ; il  en  résulte  C a'  -H  W = o , 

„ . „ , , , . „ B b'  „ ab'  b'  ab'7 

d ou  1 on  déduit  C = — , ou  bien  C = r-  X — r,- 

a 1 a 7 no3 


On  trouverait  de  même 


Da'  -+■  C b’  = o , 


d’où 


D = r 


C b' 

i ’ 


ab”  b' _ ab” 

af7  ^ a'  a'1' 


et  ainsi  de  suite. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu’un  coefficient  quelconque  se  forme 
au  moyen  du  coefficient  qui  précède,  en  multipliant  celui-ci  par 
b'  . . 

; ; ainsi  I on  a 

a 


a a 

a'-\-b'x  a' 


ab' 


ab'7  ab'7 

■ -r-  X 7 — X3  - 


ab'  * 


x ‘ — . . . . 


180.  En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  qui  précèdent , on 
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voit  que  le  principe  fondamental  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  consiste  en  ce  que, 

Si  une  équation  de  la  forme  o = M -+-  Nx  -+-  Px5  -f-Qx*  -4- 

(M,  N,  P, étant  des  coefficients  indépendants  de  x), 

doit  se  vérifier  quelque  valeur  que  l'on  donne  à % , il  est  néces- 
saire que  chacun  des  coefficients  soit  séparément  égal  à o. 

fin  effet,  puisque  ces  coefficients  sont  indépendants  de  x,  dés 
qu’on  parvient  à les  déterminer  d’après  des  hypothèses  particu- 
lières faites  sur  x,  ces  valeurs  seront  celles  qui  leur  convien- 
nent lorsqu’on  suppose  x quelconque.  Or , en  faisant  1 = 0, 
on  trouve  M = o ; et  l’équation  se  réduit,  après  la  division 
pur  x,  à 

o = N -t-  Px  -+-  Qx1  -t- ; 

faisant , dans  cette  nouvelle  équation  , x = o , on  trouve  N = o ; 
et  l’équation  se  réduit , lorsqu’on  a divisé  par  x , à o=P-f-Qx-f- ...  ; 
et  ainsi  de  suite.  On  a donc  séparément 

M = o,  N=o,  P = o , Q = o,  ...; 

on  obtient  par  ce  moyen  autant  d’équations  qu’il  y a de  coeffi- 
cients A,B,C,D,...à  déterminer. 

Ce  principe  s’énonce  encore  d'une  autre  manière  ; 

Si  une  équation  de  la  forme 

o -f  ix  + ex1  -4-  ilxé  = a ' -t-  b'x  c'x’  -+-  d' xi... 

doit  être  vérifiée  quelque  valeur  que  l’on  donne  à x , les  termes 
affectés  (T une  même  puissance  dans  les  deux  membres , sont  res- 
pectivement égaux; 

fin  effet,  après  la  transposition  de  tous  les  termes  dans  le  se- 
cond membre,  l’équation  est  de  même  forme  que  ci-dessus;  d’où 
l’on  déduit 

a'  — a — o,  b'  — è = o,  c'  — c=6,..., 
et  par  conséquent , 

a’  = a , b'xxb,  c'  = c , d'  = d,... 
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On  donne  (n"  42)  le  nom  A'équation  identique  à toute  équation 
dont  les  termes  sont  ordonnés  par  rapport  à une  certaine  lettre , 
et  qui  doit  se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à cette 
lettre,  afin  de  la  distinguer  d’une  équation  ordinaire,  c’est-à-dire 
d'une  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par  certaines  valeurs 
attribuées  à cette  lettre. 

181.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  exige  encore 
que  l’on  connaisse  à priori  la  forme  du  développement  par  rap- 
port aux  exposants  de  x.  Ordinairement,  on  suppose  que  le  dé- 
veloppement procède  suivant  les  diverses  puissances  ascendantes, 
entières  et  positives  de  x,  à partir  de  la  puissance  x°;  mais  quel- 
quefois cette  forme  n’est  pas  convenable,  et  la  suite  des  calculs  le 
fait  reconnaître. 


Soit,  par  exemple,  à développer  l’expression 

l 

Posons 


3x — x 1 

A -t-  Bx  -f-  Cx’  -+-  Dr*  , 


3x  — x' 

en  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant , on  trouve 


o — — i -f-  3 Ajt  -f-  3B 

x*  4-  3C 

x*  4-  3D 

— A 

— B 

— C 

x*  4-  .... 


d'où  l'on  devrait  conclure  (n°  180) 


— i=o,  3A  = o,  3B  — A = o,.... 


Or  la  première  équation — î = o est  absurde  , et  indique  que 
la  forme  ci-dessus  ne  convient  pas  à l’expression  ■= — ; mais 


3x  ■ 

< n mettant  cette  expression  sous  la  forme  - X s- — , 

x 3 — x 


et  posant 


1 ' _ i 

x 3 — x x 4- Dx* -+-...), 


3 — x x 

ou  obtient,  toute  réduction  faite , 

3A  4-  3B  I x 4-  3C 
— i — AI  — B 


x’  4-  3D  x3  4- 
- C 
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cc  qui  donne  les  équations 

3A — 1=0,  3B  — A = o,  3C — B = o,.. . , 


d'où  l'on  tire  successivement 


A = 


3’ 


B=i,  C = — , 
9 27 


d = 87-' 


Donc  3737>  = îG  + ^-t-^Jr,  + &7x5  + -)- 


ou  bien,  -5 — ^ 4-  - x°  4-  — x1  4-  x’  -+-  ... , 

3a: — x’  3 9 27  18 


c’est-à-dire  que  le  développement  renferme  dans  son  expression 
un  terme  affecté  d’un  exposant  négatif. 


182.  Démonstration  de  la  formule  du  binôme  par  la  méthode 
îles  coefficients  indéterminés. 

Pour  faire  apprécier  la  fécondité  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  nous  allons  donner  une  démonstration  complète  de 
la  formule  du  binôme , fondée  sur  cette  méthode. 

Afin  de  simplifier  les  calculs,  nous  remarquerons  d’abord  que 


( jc  (T  )*  peut  se  mettre  sous  la  forme 


Si  l’on  pose  - = jr,  et  qu’on  développe  ( 1 4-  y)m,  il  suffira  en- 
suite de  multiplier  ce  développement  par  x",  puis  de  remplacer  y 
par  - ; et  l’on  obtiendra  le  développement  de  (x  4-  a)”. 


[Cette  transformation  a pour  objet  d’éviter  dans  le  calcul  les 
puissances  x",  x*-1,.  . . du  premier  terme  x.] 

Ceci  admis,  soit  d’abord  m égal  à un  nombre  positif  - 

(y  pouvant  être  égal  à 1,  ce  qui  donne  le  cas  de  l’exposant 
entier). 

Posons 


î 

(1)  ('  +/f  = 1 +A/'+  B/J  -4-  C/J  4-  Dr'  4- . , . 
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[On  est  conduit  à donner  cette  forme  au  développement,  par  la 
formation  des  premières  puissances  entières,  et  en  observant  que 
pour  y = o,  le  premier  membre  se  réduit  à i;  d’où  il  suit  que 
la  partie  indépendante  de  y,  dans  le  second  membre,  doit  être 
égalé  à i.] 

Pour  déterminer  les  coefficients  A,B,C,D,...,  remplaçons, 
dans  l’équation  (i),  y par  z;  elle  devient 

t 

(2)  (i+if-  1 -t-  Az -t- B21  -+-  Ci* -4- Dz‘  -4- . . . 

[ A,B,C, . . . ont  ici  évidemment  les  mêmes  valeurs  que  ci-des- 
sus, puisqu’ils  sont  indépendants  de  toute  valeur  attribuée  à /}. 

Retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre , on  trouve 

il  l 

(1  -+-/)'  — (1  + z)'  =z  A [y  — i)  + h(y'  — s') 

+ c(r5  — *’)-+-  v(y'  — *■)  +. . . 

1 l 

Faisons  pour  le  moment  (1  -H  yÿ  =:  u,  (i-hz)i  = v}  ce  qui 
donne  1 + y =:  ul,  1 -+-  s = vt  ; d’où  y — z—u'i  — eï  ; 
l'equation  (3)  devient  alors 

(4)  uP-vP=A(y-z)  + 'B(y,-z')-t-C(y'-z?)  + D(y>-z,)  + . . . , 

ou,  divisant  le  premier  membre  par  ni — ef,  et  le  second  par_y — z, 
qui  est  égal  à u»  — ef , 

uf-yf  _A(y  — z)+a{y'  — z-‘)-hC(yi  — zi)  + 'D(y'  — *)+... 
ul — y — z 

Or,  d'après  le  théorème  ( n°  51),  up  — vf  est  divisible  par  u — v-, 
et  l’on  obtient  pour  quotient  correspondant , 

u p-'  -4-  t >uP~}  -+-  uf~3  + ...  4-  o f~'. 

De  même , ui  — i<*  : u — p est  égal  à 

ui~'  + vu*"1  — v 'ul"'  -+-. . . + 
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D’un  autre  côté,  y — s,  y1  — z1,  y'  — s’,  y*  — z* , . . . . , 
divisés  par  y — z,  donnent  aussi  pour  quotients  respectifs, 

».  /-+-*»  y'+yz-hz',  y*+y,z-hrz1  + *‘,---i 

ainsi , l'équation  (4)  revient  à 


ur-'-irvur->-\-v'uf-i-\- . . .-t-e'’-1 


- = A -h  B ( r-l-  z)  -^-C(y3-^-y^■+■z,) 
+ D(/5-H/sM-.rz,-|-z1)-t-..  • 
Faisons  maintenant  y = z , d’où  l’on  déduit  « = e [d’après  les 


équations 


I I 


on  a pour  le  premier  membre , — ou  - . — . 

1 r q.  «t-1  q ui 

r 

Si  l’on  remet  à la  place  de  uP,  sa  valeur  ( i -+-  yÿ  ou 

i Ay  -t-  B/1  -+-  Cy3  et  à la  place  de  «f  sa  valeur  i -4-yy 

ce  premier  membre  devient  encore 

p i -4-  \y  -+-  B/’  -4-Cr’  -f- . . . 

?'  1 +r 

D’ailleurs , le  second  membre  se  réduit  à 

A -+-  oHy  •+■  3Çr>  -+-  4D/1  -H  ...  ; 
on  a donc  la  nouvelle  équation 


p- /^A7+B^tjr1±Djl+...=A4- 
q I +y 

d’où,  chassant  le  dénominateur  i -+-y,  et  effectuant  les  calculs , 
Ay  -y^.ïly3  +?.Cy3  +£.Dy'  -h. . .= 

q q q q q 


y -+-  3C 

y 3 -+-  4D 

r3  + 5E 

-+-  aB 

-f-  3C 

■+■  4d 

Comparant  (n°  180)  les  deux  membres  de  cette  cquatiun  iden- 
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ht/ uc,  on  obtient  les  égalités  suivantes  : 


p 

- = A , ou 

y 

A = -; 

y 

/ „ \ 

A( 

'P—') 

- A = aB  -f-  A , 
9 

,b  = a(__,); 

donc 

B = 

^y  /. 

» 

2 

B( 

p-  B = 3C+  aB, 
y 

donc 

C = — - 

/ . 

3 

C( 

'«-») 

- c = 4D  ■+■  3C, 
y 

4D  = C(y“3)5 

donc 

D = 

^y  /. 

4 ’ 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  formation  des  coefficients  successifs  est  manifeste. 
Soit  N le  coefficient  qui  en  a n avant  lui , et  M celui  qui  le  précède  ; 
on  aurait  évidemment 

M (- — n+i 

-M  = N«-+-(n— ji)M;  d’où  N = — — 

q n 

En  reprenant  la  démonstration  précédente , on  s’assurerait  facile- 
ment qu’elle  s’applique  au  cas  où  l’on  a q = i , c’est-à-dire  au  cas 
où  l’exposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m est  égal  à un  nombre  fractionnaire  néga- 
tif, — - , on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédemment  ; 

y 

mais,  parvenu  à l’équation  qui  correspond  à l’équation  (4)> 
savoir  : 


u~p  — v~p  = A(x  — *) ■+•  B(/’ — *’)  +C(^  — s3)-!-  . . • , 


on  remarque  que 

_ _ i i oP  — uf  uP  — vP 

uP  vP  uPvp  uPvP  ’ 


ainsi , en  divisant  le  premier  membre  par  «i  — , et  le  second 
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par  y — *,  qui  est  égal  à ul  — f»,  on  a 


i uf  — v>‘  _ A(/-8)+B(j'-î!)  + . ■ ■ 

uftf  ul  — eî  y — z 


ou,  supprimant  le  facteur  u=  v et  le  facteur  / — z, 


i 

uTvP 


uP~'  4-  vuf~'  + . . . 4-  vP~' 
' «î"‘  -+•  vul~'  -h  ...  -h 


— A-)-  B(y4-*)4-  ... 


faisant  ensuite  y —z,  d’où  u — v,  on  obtient 


i puf~' 
«V  qu1~' 


— - . - — = A -f-  2 Br  4-  3Cy’  4- . • • • 
q ul 


Le  reste  du  calcul  est  absolument  semblable  à celui  du  cas  pré- 
cédent. 

Maintenant , puisque  l’on  a,  quel  que  soit  m , 


( 1 + yT  — 1 + my  4- 


y' 


remplaçons  y par  - et  multiplions  par  x**;  il  vient 


.r"  , ou  (x  -t-  a)"  = *"  4- maxm~ 


m — i 

- m a\r*-’4- . . . 


Ainsi  la  formule  du  binôme  est  démontrée  généralement. 


183.  Des  séries  récurrentes.  — Le  développement  des  fractions 
algébriques  rationnelles  d’après  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés, donne  lieu  à des  séries  d’une  nature  particulière,  con- 
nues sous  le  nom  de  séries  récurrentes. 

Nous  avons  déjà  vu  (n°  179)  que  l’expression  — — a-  , ; ■■  a pour 

n -+-  b x 

a ab'  ab1  ' ab' 1 

développement , - x H r—  x’  — — — , 

a a ’ a ’ a" 

série  dans  laquelle  on  forme  chaque  terme  au  moyen  du  précédent, 
. . b' 

en  multipliant  celui-ci  par  — x. 

Cette  propriété  n’est  pas  particulière  à la  fraction  proposée , 
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«Ile  appartient  à toutes  les  tractions  algébriques  rationnelles . et  § 
elle  consiste  en  ce  que , 

Toute  fraction  rationnelle  en  x,  réduite  en  série,  donne  lieu  à une 
suite  de  termes  dont  chacun  est,  égal  à la  somme  algébrique  d'un 
même  nombre  de  termes  précédents,  multipliés  respectivement  par 
certaines  quantités  constantes , pour  toute  l’étendue  de  ta  série. 

L’ensemble  des  constantes  par  lesquelles  on  doit  multiplier  un 
certain  nombre  de  termes  précédents  pour  former  un  terme  quel- 
conque , s’appelle  l 'échelle  de  relation  de  la  série. 

....  b‘ 

Dans  la  série  précédente , l’ échelle  de . relation  est ,.x ; 


et  la  série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  qrdre. 

Soit  à développer  en  sérié,  l’expression  -, — — 7—  . 

11  r d ’-t-i'x  -+-  c'x1  -hd'aè 


Posons 


a-+-bx-\-cx'  _ _ 

» , ir'Vv  i . "iris—  À+Bx-t-Cr’-t-Dx'-f-Kx'-f- 

a ->rb  r+w+i/'x1 


d’où , chassant  les  dénominateurs  et  transposant , 


1 Au'  -f-Ba' 

x 4-  Ca' 

x’  -f-Da' 

x’  -f-  Ea' 

} -a  -h  A b’ 

-t-  B b' 

-1-  C b' 

-h  Di' 

) ~b 

-h  A c' 

-+-  Bc' 

+ Cc' 

( 

— c 

-f-Arf' 

-+•  B d' 

se'  -f-  


ce  cjui  donne  les  équations 
An'  -r  ,a  — o , 

Rn'  -f-  A b'  — b = o. 


d’où  A = — , 
a 

b'  i — ab+ba' 

" = -JA  + „'*=— r-. 


i b'  i i 

C u'  -+-  B b1  -t-  Ad  — c — O,  C = ; B A -t-*-;C, 

a a a 


ab '*  — ba'b'  — aa'd  ca’.1 


D a'  -t-  C b'  -+■  Bc'  -f-  Ad'  = o , D = 


a'* 

b'  , 

c’  d' 

n = — -x 

,B — — 

a 

n a 

b'. 

c'  d' 

h = ~a'ü 

— 

n af 

Mg.  B.,  9 « éd. 
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y D’où  l’on  voit  que  les  trois  premiers  coefficients  s’obtiennent 

d’abord  sans  aucune  loi;  mais,  à partir  du  quatrième,  chaque 

coefficient  se  forme  de  la  somme  des  trois  coefficients  qui  le  pro- 

.....  . . b'  e>  d' 

cedent,  multiplies  respectivement  par ,,  savoir, 

- » . a a a 

b'  . : c’ 

— — pour  le  coefficient  qui  précède  immédiatement, pour 

celui  qui  précède  de  deux  rangs  pour  celui  qui  précède 

de  trois  rangs  ; ainsi  les  coefficients  A,  B,  C,  D,.  . . forment 
déjà  entre  eux  une  série  récurrente  dont  l 'échelle  de  relation  se 


compose  de  (~  J,  - £ - £)* 


11  résulte  de  cette  loi  de  formation  des  coefficients,  que  le  qua- 
trième ternie  de  la  série  , D -c,  est  égal  à 

b'  c’  d' 

; Cr7 ; Bar 7 Ax\ 

a n a 

b'  „ c'  d' 

ou  bien  , — — x.Cr' , x'.Br x1 . A. 

a a n' 

Un  a de  même  , pour  le  terme  Ex'. 

b'  c'  „ d 

— -T  Dx'  — —,  Cx>  — — • Bx', 


bien 


b'  c'  „ d' 

— x.  Dx’  — —, x7.  Cx7 -,  x\  Bx; 


et  ainsi  de  suite. 

Donc,  chaque  terme  de  la  série  demandée  , à partir  du  qua- 
trième , est  égal  à la  somme  des  trois  termes  précédents,  multiplies 

/ b'  c'  d'  \ 

respectivement  par  I — — , x , — — x7,  — — , x'  j. 

Quant  aux  trois  premiers  termes  A Bx  -f-  Cx7,  on  les  ob- 
tient en  remplaçant  A,  B,  C,  par  leurs  valeurs  obtenues  ci- 
dessus. 
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18*.  On  divise  les  séries  récurrentes  en  différents  ordres  ; et 
Tordre  s’estime  par  le  nombre  des  termes  nécessaires  pour  former 
un  terme  quelconque. 

Ainsi , l’expression  , donne  lieu  à une  série  récurrente 

a'  4-  b x 

II 

du  premier  ordre , dont  l’échelle  de  relation  est x. 

a 


L’expression  — 


bx 


donnerait  lieu  à une  série  récur- 


a'  -f-  b'x  c'x’ 
rente  du  second  ordre , dont  l’échelle  de  relation  serait 


f b'  c'  \ 

\~ÏT'X' 


f * 


La  série  obtenue  dans  le  n°  précédent  est  du  troisième  ordre. 

, , . • i i r a + ^ "H f + • • • 4-/.!"“ 1 

En  general , une  expression  de  la  forme  — j-, — ~— 

ci  b jc  c x “f-  • * * “f-  a jc** 

donne  naissance  à une  série  récurrente  du  niimr  ordre,  dont  l’échelle 

. . . / b'  c'  r 

de  relation  est . x,  -, ; x1, . . . , ,x" 

\ a a . a 

N.  B.  Nous  supposons  ici  que  le  degré  de  x soit  moindre  au 
numérateur  qu’au  dénominateur.  S’il  en  était  autrement,  il  fau- 
drait d’abord  Taire  la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  x,  ce  qui  donnerait  un  certain  quotient 
entier  par  rapport  à x,  plus  une  fraction  semblable  à la  fraction 
ci-dessus. 

...  . „ . t — x — 3x3  4-  Ltr'  4-  x* 

Ainsi , soit  1 expression  , _ 5r  V3x’ - x~~  ' 

x‘  4ar3  — 3x*  — x -h  i ^ -r-  x-'  4-  3x:  — 5x  -t-  a. 
-t-  ’jx3  — 8x-  — x \ — x — 7 

4-  1 3x’  — 34*  4-  1 5. 

En  effectuant  la  division , on  trouve  pour  quotient,  ; — x — 7, 
et  pour  fraction  complétant  ce  quotient , 

i3x!  — 33  c 4-  i5  i5  — 34-r  4-  i3x’ 

= — , on  = r— — — -■ 

— xr  4-  3.r-  — 5r  4-  a 2 — 5r  4-  3x  — x 

ao.' 
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La  propriété  énoncée  an  numéro  185  souffrirait  d ailleurs  des 
modifications  si  le  numérateur  était  d’un  degré  plus  eleve  que  le 

dénominateur.  _ , 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  sortes  de  sériés,  qui  offrent 

plusieurs  questions  intéressantes  à résoudre. 


CHAPITRE  VI. 

Théories  des  Progressions  et  des  Logarithmes. 


Ce  nouveau  chapitre  se  lie  naturellement  à celui  qui  précède, 
tant  parce  que  le  premier  paragraphe  a pour  objet  l’examen  îles 
propriétés  de  deux  espèces  de  sériés,  que  parce  qu’il  offre  une 
application  immédiate  de  la  théorie  des  exposants  d’une  nature 
quelconque;  il  complète  aussi  les  connaissances  algébriques  absolu- 
ment indispensables  pour  l’étude  de  la  Trigonométrie  et  de  l'Appli- 
cation de  l’Algèbre  h la  Géométrie. 


g |e>  _ DPS  Progressions  par  différence  'et  des  pro- 
gressions par  quotient. 

Progressions  par  différence  [*). 

188.  On  appelle  progression  par  différence  (ou  arithmétique) , 
une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le  précédé, 
ou  en  est  surpassé,  d’une  quantité  constante  que  1 on  appelle  rai- 
son ou  différence  de  la  progression. 


(*)  Quoique  I»  plupart  de»  propriétés  relative»  aux  progressions  par  dif- 
férence et  par  quotient  aient  été  développées  dans  notre  Arithmétique,  nous 
croyons  devoir  les  reproduire  ici , afin  do  présenter  un  ensemble  complet 
de  ces  propriétés. 
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Ainsi , soient  les  deux  suites 

i,  4»  7»  lo>  '3,  'G,  >9'  22>  25,..., 

6o,  56,  5a,  4^>  44i  4°>  36,  32,  28,... 

La  première  est  dite  une  progression  croissante  dont  la  raison 
est  3 , et  la  seconde  une  progression  décroissante  dont  la  raison 

est  4- 

Désignons  en  général  par  a , b,  c,  d,  les  termes  d’une 

progression  par  différence.  Elle  s’écrit  ainsi  : 

i a .b  .c.d.c  .f.  g ■ h . i.  X.... 

et  devrait  s'énoncer  : Comme  a est  à b , b est  à c,  c est  a d , d est 

à e , . . . ; mais  on  dit  simplement , a est  à b est  à c est  à A est  ne.... 

C’est  une  suite  A'éqttidiffércnces  continues , où  chaque  terme  est 
ii  la  fois  conséquent  et  antécédent,  à l’exception  du  premier  qui 
n’est  c\\\' antécédent , et  du  dernier  qui  n’est  que  conséquent. 

18(5.  Appelons  r la  raison  de  la  progression,  que  nous  suppo- 
serons croissante  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (Si  elle  était  décrois- 
sante , il  suffirait  de  changer  r en  — r dans  les  résultats.) 

Cela  posé,  on  a évidemment,  d’après  la  définition  de  la  pro- 
gression , 

h — a -h  r,  c — b -y  r = a -+■  2 r,  dz=c-yr=a-h  3 r, ...  ; 

et , en  général , an  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier, 
plus  autant  de  fois  la  raison  qu’il  y a de  termes  avant  celui  que 
l’on  considère. 

Ainsi , soient  l ce  terme  et  n le  nombre  total  des  termes,  jusqu'à 
celui-ci  inclusivement;  on  a pour  ce  terme  général, 

(1)  l = a -y(n  — 1 )r. 

En  effet , soit  fait  n = 1 , 2 , 3 , 4,  • • • , 

on  retrouve  successivement  tous  les  termes  de  la  progression. 

Si  la  progression  était  décroissante,  ou  aurait,  au  contraire ^ 

/ = a — (n  — l)r.  • 


Digitized  by  Google 


3io 


des  pKO<int.ssiONs 


La  formule  (i)  sert  à trouver  un  ternie  de  rang  quelconque, 
sans  qu’on  soit  obligé  de  déterminer  d’abord  ceux  qui  précèdent. 
Ainsi , pour  trouver  le  5o*  terme  de  la  progression 

t i - 4 • 7 • «o  • i3 . 16  . ig..'.., 


on  fait  n = 5o,  ce  qui  donne  l = i -+-  49. 3 = 148. 


187.  Un  progression  par  différence  étant  donnée,  on  peut  se 
proposer  de 

Déterminer  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes. 

Soit  la  progression  j a . b . c . d . e . /...  1 . k . /,  prolongée  jus- 
qu'au terme  / inclusivement  ; désignons  par  n le  nombre  des 
termes,  et  par  r la  raison. 

Remarquons  d’abord  que , si  x désigné  un  terme  qui  en  a p 
avant  lui,  et  y un  terme  qui  en  a p après  lili,  on  a,  d’après  ce 


qui  vient  d’élre  dit,  les  égalités 
d oit  l’on  déduit,  en  les  ajoutant, 


t r = a -h  pX  r, 
1 y — l — PX  r\ 


x ->r  y — a -t~  / ; 


ce  qui  démontre  que,  dans  toute  progression, 

La  somme  de  deux  termes  quelconques  pris  à égale  distance 
des  extrêmes  est  égale  à la  somme  des  extrêmes  ; ou  bien  encore, 
les  deux  extrêmes , et  deux  termes  pris  à égale  distance  de  ces 
extrêmes , forment  une  équidifférence , dans  l’ordre  où  iis  sont 
écrits. 

Ceci  admis,  écrivons  de  la  manière  suivante  la  progression  au- 
dessous  d’elle-mérae , mais  dans  un  ordre  inverse  : 

7 a . b . c . . i . k . I , 

7 ! . k . i c . b . a. 


Appelons  S la  somme  des  termes  de  la  progression  proposée  ; 
2 S sera  la  somme  des  termes  des  deux  progressions;  et  l’on  aura, 

en  réunissant  les  termes  par  colonne  verticale , 

* 

2S  — -4-  /)  -4-  (b  -H  / ) -f-  (c-f-  /)  -f-  • ••  r)  ( À -+-b) 
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sont 


ou  bien,  connue  toutes  les  parties  a -\-  l,  4 + 

égalés  et  en  nombre  n , 2S  = (a  -4-  /)  n ; 

donc  enfin 


W 


c _(«+/)*. 
° — 1 y 


c est-à-dire  que  La  somme  des  termes  d'une  progression  par  diffé- 
rence est  égale  ait  produit  de  la  somme  des  extrêmes  multipliée  par 
la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Si , dans  cette  formule , on  remplace /par  sa  valeur  n + (« — i)/, 
on  obtient  encore 


S = 


[ la  -4-  (n  — i ) r]n 


mais  la  première  expression  est  la  plus  usitee. 

Applications.  — On  demande  la  somme  des  5o  premiers  termes 
de  la  pivgression  ; 2 .g . 1 6 . ?.3 . 3o . . . ? 

On  a d'abord  pour  le  5o‘”'  terme, 

1 — 2 + 49-7  = 345; 

donc  S = (?  -+-  345) -5o  __  x a5  __ 

On  trouverait  de  même  pour  le  100'"'  terme  , 

^ / = 2 -t- 99.7  =fx)5; 

et  pour  la  somme  des*ioo  premiers  termes, 

S=^i2^=34«5o. 

tUtl.  Les  formules  ( i ) et  (2)  renferment  cinq  quantités,  a,  r,  n,  l 
et  S,  et  par  conséquent,  donnent  lieu  à ce  problème  général  : 
Trois  quelconques  de  ces  cinq  quantités  étant  données  , déter- 
miner les  deux  autres. 

Cc'problème  se  subdivise  eu  autant  de  problèmes  particuliers 
que  I on  peut,  avec  5 lettres,  former  de  combinaisons  rlifférentes 
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3 <i  3,  ou  2 ii  2.  Of,  on  a obtenu  (n°  147  ) pour  le»  nombre»  de 
combinaisons  2 à 2 et  3 k 3 , 


m (ni  — i ) 

— > — et 


m(m  — - i J (m  — 2 ) 
2.3 


5x4 

Faisant  dan* ces  formules,  m = 5,  on  trouve  - 1 ou  io,  et 

2 


5X4X3 
2.3  . 


ou  io;  d’où  l’on  voit  que  5 lettres,  combinées  trois  à 


trois,  donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  5 lettres  com- 
binées deux  k deux.  [Ce  résultat  s’accorde  avec  la  conséquence  du 
n°  150.] 

• Ainsi , le  problème  ci-dessus  se  subdivise  en  ,io  problèmes  parti- 
culiers dont  voici  les  énonces  : 


F.tant  donnés, 


1°. 

n , 

r, 

", 

trouver  / 

et 

S; 

2°. 

a y 

r. 

l. 

• ...  fl 

et 

S; 

3°. 

n , 

r, 

s, 

. ...  fl 

et 

/; 

4 • 

a , 

", 

/, 

. ...  r 

et 

S; 

5°. 

n , 

", 

8, 

. ...  r 

et 

f; 

G". 

a , 

/, 

s, 

. ...  r 

et 

n; 

7°- 

r, 

", 

l, 

. ...  n 

et 

S; 

8°. 

r, 

", 

s, 

. ...  a 

et 

l\ 

9"- 

r. 

l. 

S, 

. ...  n 

et 

n ; 

o°. 

n y 

l. 

S, 

• . . . a 

et 

r. 

Le  premier  problème  est  déjà  résolu,  puisque  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  / et  S en  fonction  de  a , r,  n.  Quant  aux 
suivants,  leur  resolution  n’offre  aucune  dfftîculté;  mais  nous  en- 
gageons les  commençants  à les  traiter  successivement,  cet  exer- 
cice étant  très-propre  k les  familiariser  avec,  la  résolution  des  équa- 
tions du  premier  et  du  second  degré;  car  [il  est  bon  d'en  faire  la 
' remarque] , bien  que  les  quantités  a , r,  n,  l et  S,  ne  soient  affectées 
d'aucun  exposant  dans  les  deux  formules,  on  est  cependant  con- 
duit k résoudre  une  équation  du  second  degré  lorsque  a et  n,  ou 
bien  / et  n , sont  inconnues  ; parce  que  ces  quantités  entrent  k la 
fois  dans  les  deux  équations,  et  sont  multipliées  entre  elles  dans  la 
secondi'. 
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N.  li.  — Il  est  aisé  (l’expliquer  pourquoi,  dans  ces  deux  pro- 
blèmes , la  détermination  de  chacune  des  inconnues  doit  dépendre 
d'une  équation'du  second  degré. 

Soit,  en  effet,  la  progression  décroissante 


t 1 1 .9. 7. 5. 3. 1 . — 1. — 3.  — 5.  . . 


On  voit  que  la  somme  des  trois  premiers  termes,  aussi  bien  que 
la  somme  des  ()  premiers,  est  égale  à 27.  Donc,  si  l’on  donnait 
a = 1 1 , r=  — 2,  S = 27  , et  qu’on  demandât  / et  «,  on  devrait 
obtenir  les  deux  systèmes  1 = 7 , n — 3 , et  / = — 5,  n = f) ; 
donc  la  détermination  dert,  par  exemple,  doit  dépendre  d’une 
équation  du  second  degré. 

189.  Nous  nous  bornerons  à résoudre  le  quatrième  problème; 
c’est  le  cas  où , 

Connaissant  a , n,  et  1 , il  s’agit  de  déterminer  r et  S. 


La  formule 


t=a  -4-  (n  — i)r  donne 


et  la  formule 


S = 


(a-t- 1)  n 

2 


fait  connaître  immédiatement  S. 


De  la  première  expression , r = - — - , on  déduit  la  solution 
de  cette  question  : 

Insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b un  nombre  m de 
moyens  différentiels.  (On  appelle  ainsi  des  nombres  compris 
entre  « et  b , et  formant  avec  ceux-ci  une  progression  par  diffé- 
rence.) 

Pour  résoudre  cette  dernière  question , il  suffit,  de  déterminer  la 
raison  ; or,  en  remplaçant , dans  la  formule  ci-dessus,  / par  b,  et 
n par  [m- 1-2)  qui  exprime  actuellement  le  nombre  total  des  ter- 


0 — a b — a 

mes,  on  trouve  r ou  r = : 

ni  -+-  2 -r- 1 n?  -f-  1 

V 

c’est-à-dire  que  la  raison  de  la  progression  cherchée  s'obtient  en 
divisant  ta  différence  des  deux  nombres  donnés  a M b par  le  nom- 
bre des  termes  à insérer , plus  un. 
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La  raison  une  fois  obtenue  , on  forme  le  second  terme  de  la  pro- 
gression, ou  le  premier  moyen  différentiel,  en  ajoutant  r,  on  - — — , 

m-t-  1 

au  premier  terme  a ; le  second  moyen  s’obtient  en  augmentant 
celui-ci  de  r,  et  ainsi  de  suite. 

Soit  à insérer  12  moyens  différentiels  entre  12  et  77. 

« 77—12  65  . . 

(Jna  r = -*  — = — = 5 , ce  qui  donne  la  progression 


i 12. 17.22.27.32.37. .. .72.77. 

Consr.guF.NCE.  — Si,  entre  les  termes  consécutifs  d’une  progres- 
sion par  différence,  considérés  deux  à deux,  on  insère  un  meme 
nombre  de  moyens  différentiels,  ces  termes  et  les  moyens  différentiels 
réunis  ne  forment  qu'une  seule  et  même  progression. 

En  effet,  soient  i a .b  .c.d.e.f...  la  progression  proposée,  m Je 
nombre  des  moyens  à insérer  entre  <ict  b,  entre  b et  c,  c et  »/,... 

La  raison  de  chaque  progression  partielle  sera,  d’après  ce  qui 


vient  d’ètre  dit,  exprimée  par  — -, 


c — b d — e 

; ’ zi  1 :> 

m -4-  1 m y-  1 


quantités  toutes  égales,  puisque  a,  b,  c . . sont  en  progression  ; 
ainsi  la  raison  est  la  meme  dans  chacune  des  progressions  partiel- 
les ; et  comme  d’ailleurs  le  dernier  terme  de  la  première  est  le 
même  que  le  premier  terme  de  la  seconde , et  ainsi  de  suite , on 
peut  conclure  que  toutes  ces  progressions  partielles  constituent 
une  progression  unique. 

190.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problèmes  : 

Première  question.  — Déterminer  le  premier  terme  et  le  nombrt 
des  termes  d’une  progression  par  différence  dont  la  raison  est  6 , 
le  dernier  terme  1 85  , et  ta  somme  ? 

[Réponse.  Premier  terme  = 5 , nombre  des  termes  = 3 1 .] 

Seconde  question.  — Insérer  entre  deux  quelconques  des 
termes  de  la  progression  12.5.8.1  1.  i .j  . . . , neuf  moyens  diffe 
rentirls  ? 

[Réponse.  Raison,  ou  r=  o, 3.] 
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Troisième  question.  — prouver  le  nombre  d'hommes  contenus 
dons  un  bataillon  triangulaire  dont  te  premier  rang  est  i , le  second 
est  2 , le  troisième  est  3}  et  le  n'"V  est  n . En  d’autres  termes , trouver 
l’expression  de  la  somme  des  nombres  naturels  i ,2,3,  . J . , de- 
puis i jusqu’ à n ? 


anse. 


_l(n  +0  1 


Quatrième  question.  — Trouver  la  somme  des  n premiers 
termes  de  la  progression  des  nombres  impairs  1 , 3 , 5 , 7 , , . . . . 

[Réponse.  S = u3,  ou  le  carré  du  nombre  des  termes.] 

Cinquième  question.  — Un  monceau  de  sable  est  distant  d'une 
allée  d’arbres,  de  4 o mètres  ; elle  exige , pour  être  sablée , 100  voi- 
tures, à 6 mètres  d’intervalle  Tune  de  l’autre.  On  demande  le  che- 
min que  le  voiturier  doit  faire , la  première  voiture  étant  déposée  à 
4o  mètres  du  monceau  de  sable,  et  la  voiture  devant,  à la  fin,  re- 
venir à l’endroit  d’où  elle  était  partie  ? 

[Réponse.  6^4°°  mètres.  ] 

Sixième  question.  — Un  fantassin  fait  10  lieues  par  jour ; 
un  cavalier  part  en  même  temps , et  ne  fait  que  3 lieues  le  pre- 
mier jour,  mais,  chaque  jour  suivant,  il  fait  2 jieites  de  plus  que 
le  précédent.  On  demande  en  combien  de  jours  le  cavalier  attein- 
dra le  fantassin , et  combien  ils  auront  fait  de  chemin  chacun  ? 

[ Nombre  de  jours , 8 ; chemin , 80  lieues.  ] 


Des  Progressions  par  quotient. 

191.  On  appelle  progression  géométrique  ou  par  quotient,  une 
suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  qui  le  pré- 
cède , par  un  nombre  constant  que  l’on  nomme  raison  (h-  la  progres- 
sion ; ainsi  les  deux  suites 


3, 

84, 


6,  12,  24,  48,  96,,.., 
,6'  ’’  4’  Të’”' 


dont  la  première  est  telle,  que  chaque  terme  contient  celui  qui  le 
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précède,  deux  fois , ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le  précède, 
et  dont  la  seconde  est  telle , que  chaque  ternie  est  contenu  dans  ce- 
lui qui  le  précède , quatre  fois , ou  est  égal  au  quart  de  celui  qui 
le  précède,  sont  dites  des  progressions  par  quotient;  la  raison  est  a 

pour  la  première,  et  ÿ pour  la  seconde. 

Soient  a,b ,c,d,e,  f, . . . des  nombres  en  progression  par  quo- 
tient; on  l’écrit  ainsi, 

; ; a ; b : c ; A ; e : f : g. . . ,• 


et  on  l’énonce  comme  une  progression  par  différence , quoiqu’il  y 
ait  cette  distinction  à faire,  que  l’une  est  une  suite  de  différences 
égales , et  l’autre  une  suite  de  quotients  égaux , où  chaque  terme 
est  à la  fois  antécédent  et  conséquent , excepté  le  premier  qui  n'est 
qu’antécédent , et  le  dernier  qui  n’est  que  conséquent. 

192.  Désignons  par  q la  raison  de  la  progression  [pétant  1 
lorsque  la  progression  est  croissante,  et  lorsqu’elle  est  décrois- 
sante'], on  déduit  de  la  définition  même,  la  série  des  égalités 


h — aq , c — bqxxaq',  . il  cq  — aq 3,  c = dq  = aq‘ ,.  . ., 

et  en  général , soient  l un  terme  de  rang  quelconque , n Ip  nombre 
total  des  termes  ; on  a la  formule 

(l)  l = aq"~'t 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  obtenir  la  valeur  d’un  terme  quel- 
conque, sans  passer  par  tous  les  ternies  qui' précèdent. 

Par  exemple  , le  8e  terme  de  la  progression 


est  égal  à a X 3’  = 2 X 2187  = 43^4- 

De  même  , le  ta'  terme  de  celle-ci  : : G4  16  ; 4 • 1 • 7 • • • • 

...  r,  /i\"  43  1 t 

est  égal  a 04  7 — y-~; . 

0 4 \4/  4"  4'  <>553b 

195.  Soit  maintenant  propose  de  déterminer  la  somme  tics  n pre- 


Digitized  by  Google 


l'AH  QIOTIF.XT. 


mien  termes  de  la  progression 

Ha  \ b \ e \ d \ e \ f \ ...  i \ k \ l, 

I désignant  le  n'imt  terme. 

On  a (n°  192)  les  égalités 

b — aq,  c~bq,  d — cq , e — dq  , . . . , / = iq , l=Aq; 

d’où  l’on  déduit , en  les  ajoutant  membre  à membre , 
b+c  + d c.  . .-h  A + l=z(a-+-  b + c-hd-t-.  . ,+i-i-  A)q , 
ou  bien , représentant  par  S la  somme  demandée, 

S — a — (S~~l)q  — Sq  — tq , ou  Sq  — S = lq — n; 


donc  (a) 


;=ü=î-,  .. 

t — i 


c’est-à-dire  que , pour  obtenir  la  somme  d’un  nombre  déterminé 
de  termes  d’une  progression  par  quotient , il  faut  multiplier  le  der- 
nier terme  par  la  raison  , retrancher  da  produit  le  premier  terme, 
et  diviser  la  différence  par  la  raison  rlinlinuée  d’une  unité. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante , on  a 
et  il  convient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme 

S=^, 

l—q 

afin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  positifs. 

Les  deux  expressions  de  S deviennent  encore  , par  la  substitu- 
tion de  aq"-'  à la  place  de  /,  S = — , et  S = — — . 

q i »— q 

On  trouvera,  diaprés  les  formules  précédentes , 

t°.  Pour  la  somme  des  8 premiers  termes  de  la  progression 

h a : 6 : 18  : 64.  ...  : a x 3’  ou  4^74» 
S=^=^l22-J=  656c; 

rj  — I 2 
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Pour  la  somme  des  i >■  premiers  termes  de  la  progression 


H 64  ; 1 6 : 4 


i 


4 


64 


65536’ 


c 64  65536' 4 a5b  65536  a >845 

S = r — = -y = 85  +■ 

'74 

On' voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à déterminer  la  va- 
leur numérique  du  dernier  terme , opération  très-laborieuse  lorsque 
le  nombre  des  termes  est  considérable. 


194.  Remarque.  — Si , dans  la  formule 


S — 


a (q" — l ) 

* 

1 —I 


on  suppose  q — i,  elle  devient  S = -. 

Ce  résultat , qui  est  quelquefois  le  symbole  de  l'indétermina- 
tion, provient  souvent  aussi  (n®  75)  de  l’existence  d’un  facteur 
commun  qui  devient  nul  par  une  hypothèse  particulière  faite  sur 
les  données  de  la  question.  C’est  en  effet  ce  qui  a lieu  dans  cette  cir- 
constance; car  on  sait  (n"51)  que  l’expression  q" — i est  divisible 
par  q — i , et  donne  pour  quotient 


q"~'  -t -+-  qn~s  -l-  ...-+-  q -t-  i ; 

si  l'on  effectue  cette  division  , la  valeur  de  S prend  la  forme 


S = aq"~ 1 -t-  an*-'  -f-  aq‘  1 ....  -I-  aq  -+-  a ; 

d’où  , faisant  maintenant  7=1,  S==n-t-a-+-n...-(-a  = na. 

On  peut  parvenir  au  meme  résultat  en  remontant  à la  progres- 
sion proposée  H a ’ b : c : ...  ; /, 

qui , dans  le  cas  de  q — 1,  se  réduit  à H « i a ; a ; a ;...  : a, 
série  dont  la  somme  est  égal?  & na. 

195.  Des  progressions  infinies  par  quotient.  — Soit  une  pro- 
gression décroissante  H a I b ; c : d ; r ; f ; . . . . 

d'un  nombre  infini  de  termes. 
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La  formule  S — — — peut  être  mise  sons  la  forme 

i — q 


3 if) 


S = 


aq" 


' — 7 1 — 7 


Or,  puisque  la  progression  est  décroissante , q est  une  fraction  ; 
q"  est  aussi  une  fraction  qui  sera  d’autant  plus  petite  que  n sera 
plus  grand  ; ainsi,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression, 

plus  — - — X q " diminuera;  plus,  par  conséquent,  la  somme 
1 7 » 

partielle  de  ces  termes  approchera  de  devenir  égale  à la  première 
partie  de  S.  Enfin,  si  l’on  prend  pour  n un  nombre  plus  grand  que 

toute  grandeur  donnée  , ou  si  l’on  suppose  n =■  oc,  — - — X q" 

sera  moindre  que  toute  grandeur  donnée  , ou  deviendra  égal  à o ; 

et  l’expression 


i .—  7 


représentera  la  valeur  de  toute  la  série. 

D’où  l’on  peut  conclure  que 

La  somme  des  termes  d'une  progression  décroissante  à l'infini , 


a pour  expression 


(3) 


S = 


l — q 


C’est,  à proprement  parler,  la  limite  \ers  laquelle  tendent  sans 
cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  l’on  obtient  en  prenant  un 
nombre  de  termes  de  plus  en  plus  grand  dans  la  progression.  La 


différçnce  entre  ces  sommes  et  - 


-,  peut  devenir  aussi  petite 


que  l’on  *cnt , et  ne  devient  tout  h fait  nulle  que  lorsque  l’on 
prend  un  nombre  infini  de  termes. 

Applications.  — Soit  la  progression  décroissante  à l'infini 


. 1 . 1 . 1 . 1 

* 3 " 9 ' 27  ’ 8t 
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On  a pour  l’expression  lie  la  somme  des  termes , 


L’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  cette  expression  pour  la  va- 
leur de  la  somme  des  n premiers  termes,  est  marquée  par 


a 


Soit  d’abord  n = 5;  il  vi,ent 
Pour  n—  6,  on  trouve 


3 

D’où  l’on  voit  que  l’ erreur  commise  lorsqu’on  prend  pour  la 

somme  d'un  certain  nombre  de  termes,  est  d’autant  plus  petite 
que  ce  nombre  est  plus  grand. 

Soit  encore  la  progression 


1 . 1 . 1 . 1 * ■. 

4 : 8 1 76  1 ’’  ' ' ‘ 


On  a S = — - — = 2. 

i — 

190.  L’expression  S = — - — peut  être  obtenue  directement 

d'après  la  progression  H n b : c ; fl  ’.c".  f \ g : . . . 

Reprenons  les  équations  b = aq , c=zbq , d = cq,  e=  r/q,..., 

* 

dont  le  nombre  est  indé6ni,  et  ajoutons-les  membre  à membre; 

il  vient  J + c + rf+t.  . . . =(a  -{-b  -f-  c -4—  <■/  — f-  . . .)q. 

Or  le  premier  membre  étant  évidemment  la  série  proposée, 
diminuée  du  premier  terme  a , a pour  expression  S — a ; le  se- 
cond membre  est  égal  à q multiplié  par  la  série  .tout  entière, 
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puisqu'il  n’y  a pas  de  dernier  terme , ou  que  ce  dernier  ternie  est 
nul  ; l’expression  de  ce  second  membre  est  donc  qS , et  l’égalité 
ci-dessus  devient 

S — a = oS , d’où  S = . 

1 —<7 

En  effet , si  l’on  développe  — - — en  série,  par  le  procédé  de 
i — q 

la  division,  on  trouve  le  résultat  indéfini,  a+aq+aq'-haq'A-..., 
qui  n’est  autre  que  la  série  proposée,  lorsqu’on  y remplace 
b , c , d , . . . par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a. 

Autrement  encore.  — Soit  la  progression  H a ‘.aq  : aq 7 '.  aq\.. 
et  posons  S = fl  4-  fl?  4-  aq'1  -H  aq 5 4-  aq*  4-  aq*  4- . . . ; 
d'où , multipliant  les  deux  membres  par  q , 

qS  = a 4-  aq  -+-aq'A-aq*  4-  aq 1 4 - aq*  4-.... 

Retranchons  ces  deux  équations  membre  à membre , il  vient 

S — oS  = a ; donc  enfin  , S = — — — . 

l—q 

497.  Lorsque  la  série  est  croissante,  l’expression  S ==  — - — 

ne  peut  plus  être  regardée  comme  une  limite  des  sommes  par- 
tielles ; car  la  somme  d’un  nombre  déterminé  de  termes  étant 

a (ion  aqn 

(n°  195)  S = — - — , la  seconde  partie  - — ~ — aug- 

mente  de  plus  en  plus  numériquement  à mesure  que  N augmente  ; 
c’est-à-dire  qu’au  contraire,  plus  on  prend  de  termes,  plus  l’ex- 
pression de  la  somme  de  ces  termes  diffère  numériquement 

de  — - — . 
i — q 

La  formule  S — est  seulement,  dans  ce  cas,  l’expres- 

sion algébrique  qui , par  son  développement , donne  lieu  à la 
série  a 4-  aq  4-  aq'  4-  aq'.  . . . 

Il  se  présente  ici  une  circonstance  qui  paraît  singulière  au  pre- 
mier abord. 

A Ig.  B.,  Cf  éd.  21 
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Puisque  — - — est  la  fraction  génératrice  de  la  série,  on  doit 
avoir 

— - — = a -+■  aq  -+■  aq1  -t-  aq'  -+-  aq' 
i — q 

Or,  en  faisant  dans  cette  égalité,  a = i , q = 2,  on  trouve 

. . — ou  — i = i+  2-t-4+-8-+-i6-+-32-h..., 

1 — 2 

équation  dont  le  premier  membre  est  négatif,  tandis  que  le  se- 
cond semble  positif,  et  d’autant  plus  grand  que  q est  lui-méme 
plus  grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat , observons  que  si , dans  l'équation 
ci-dessus,  on  arrête  la  série  à un  certain  terme,  il  faudra,  pour 
que  l’égalité  subsiste , compléter  le  quotient. 

Ainsi,  en  s’arrêtant,  par  exemple,  au  quatrième  terme,  aq  , 

a 

ier  reste  -t-  aq 

2?  . -t-  aq' 

3'  . -+-  aq * 

4e  ■+•  aq' 

• r • • a,l' 

on  doit  ajouter  au  quotient  obtenu  l’expression  fractionnaire  , 

ce  qui  donne  rigoureusement 

i . aq' 

, V,  =(H-a,+S7’  + aq'  + — — . 

• 

Si  maintenant  on  fait  dans  cette  équation  exacte , a=  1 , q—2, 
il  vient  — 1 = 1 -f-  2 -t-  4 8 — • 6 » 

égalité  qui  se  vérifie  d’clle-même. 

En  général , toutes  les  fois  qu’une  formule  en  x , que  nous  dé- 
signerons par  f[x),  et  qui  s’énonce  fonction  de  x,  est  développée 

en  une  série  de  la  forme  a bx  -t-  ex1  -t-  dx^ 

on  n’a  rigoureusement  / (x)  = a -h  bx  -t-  ex'  -+-  dx‘  -t- . . . , 
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qu’autant  que  l’on  conçoit , eu  s’arrêtant  à un  certain  terme  dans 
le  second  membre , la  série  complétée  par  une  certaine  expression 
en  x. 

Or,  lorsque  la  série  est  du  nombre  de  celles  que  l'on  nomme  con- 
tvrgentes,  l’expression  qui  sert  à la  compléter  peut  être  conçue 
aussi  petite  que  l’on  veut  ; et  il  est  permis  de  la  négliger  au  delà 
d’un  certain  terme  delà  série  (*),  laquelle  fournit  alors  une  valeur 
approchée  de  là  formide  proposée.  • 

198.  Remarque.  — Nous  terminerons  les  principes  relatifs  aux 
progressions  infinies , par  l’observation  suivante  : il  résulte  de  la 
définition  des  progressions  par  quotient  (n*  191),  qu’on  peut  les 
regarder  comme  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre , dont 
l 'échelle  de  relation  est  la  raison  de  la  progression.  (Foy.  n°  184.) 
Ce  rapprochement  est  propre  à faire  connaître  l’origine  des  pro- 
gressions prolongées  à l’infini.  Elles  doivent,  comme  les  séries  ré- 
currentes en  général,  leur  naissance  au  développement  d’une  frac- 
tion algébrique  en  série.  Nous  avons  donné  (nos  198  et  190)  les 
moyens  de  trouver  cette  fraction  génératrice  pour  les  progressions 
en  particulier.  Nous  verrons  plus  loin  les  moyens  de  résoudre  la 
même  question  pour  toutes  les  séries  récurrentes. 


199.  La  considération  des  cinq  quantités  a,  q,  n , /,  et  S, 
qui  entrent  dans  les  deux  formules  (i)  et  (2)  obtenues  n°!  192 
et  195,  donne  encore  lieu  à dix  problèmes  particuliers  dont  les 
énoncés  ne  diffèrent  des  énoncés  relatifs  aux  progressions  par  dif- 
férence (n°  108) , qu’en  ce  que  la  lettre  r est  remplacée  par  q.  Mais 
nous  nous  proposerons , comme  pour  les  progressions  par  diffé- 
rence , de  déterminer  q et  S , connaissant  a , l , et  n. 


Or  la  première  formule  donne  qn  ' — - , 


reportant  cette  valeur  dans  la  seconde  formule , on  obtiendrait  la 
valeur  de  S. 


(*)  Yoycs  à ta  lin  de  ce  chapitre  une  note  relative  à la  convergence  des 
série*. 


21. 
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problèmes 


1,'expression  q 


n— I 


fournit  le  moyen  de  résoudre  cette 


question  : 

Insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b un  nombre  m de  Moyens 
proportionnels,  c’est-à-dire , ni  quantités  formant  avec  a et  b, 
considérés  comme  extrêmes , une  progression  par  quotient. 

Il  sufGt,  pour  cela  , de  connaître  la  raison  ; or,  le  nombre  des 
termes  à insérer  étant  m , le  nombre  total  des  termes , n , est  égal 
à m -+-  2 ; on  a d'ailleurs  / = b ; ainsi  la  valeur  de  q devient 


m-f-i 


c'est-à-dire  qu’il  faut 

Diviser  les  deux  nombres  donnés  b et  a l'un  par  l’autre,  puis  ex- 
traire du  quotient  une  racine  d’un  degré  marqué  par  le  nombre  des 
termes  à insérer,  plus  un. 
progression  est  alors 


m-f  1 w-t-i  m+ 1 

h n-  :b- 


Ainsi , soit  à insérer  6 moyens  proportionnels  entre  les  nom- 
bres 3 et  384- 

On  a m =6,  d’où  q = y = ^t  28  = 2 ; 

d’où  l’on  déduit  la  progression 

::  3 : 6 : ta  : 24  : 48 : 96  : 192  : 384. 

Nous  ferons  bientôt  connaître  des  moyens  plus  expéditifs  , dans 
les  applications  numériques , de  calculer  le  nombre  exprimé  par 

m+i 


Nous  ne  nous  arrêterons  point  à démontrer  que  , 

Si  entre  les  termes  consécutifs  ef  une  progression  par  quotient , 
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considères  deux  à deux , on  insère  un  même  nombre  de  moyens 
proportionnels , toutes  les  progressions  ainsi  formées  constituent  une 
progression  unique. 

La  démonstration  est  analogue  à celle  du  numéro  100. 


200.  Des  dix  problèmes  principaux  que  l’on  peut  se  proj>oser 
sur  les  progressions  , quatre  sont  susceptibles  d’être  résolus  facile- 
ment. En  voici  les  énoncés , avec  les  formules  qui  y sont  relatives  : 
i".  a , q , n , étant  donnés,  trouver  / et  S. 


/ 


= aqn 


S = 


lq  — a 
q — l 


«(?*  — ') 
1 ~ ' 


2°.  a , n , I , étant  donnés , trouver  q et  S. 

n— 1 n-1  M-l 

y/T"— 


= V?  s= 


n-i  n-l 


yfi-fa 

3”.  q , n,  l,  étant  donnés,  trouver  a et  S. 


/ 


s _ l(vK—1) 

q*—  >’  0 


q , n , S,  étant  donnés , trouver  a et  l. 

S(y~l)  ^-Sy-'^-1) 

. • q"  — I q"  — l 


Deux  autres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d’équations 
d’un  degré  supérieur  au  second*:  ce  sont  ceux  où  l'on  suppose  in- 
connues les  quantités  a et  q , ou  bien  l et  q. 

En  effet , de  la  seconde  formule  on  déduit  a = lq  — &/  -+-  S ; 
d’où, substituant  cette  valeur  de  n dans  la  première  l — aq” 

l=(lq-Sq+S)q"-\ 

ou  bien  (S-l)q’  — Sq"~'  +t  =ro, 

équation  du  degré  n que  nous  n’avons  point  encore  appris  à ré- 
soudre. 
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Il  en  serait  de  même  si  l’on  voulait  déterminer  l et  q : on  par- 
viendrait à l’équation  aq"  — Sq  -4-  S — a = o 

SOI . Enfin , les  quatre  autres  problèmes  conduisent  à la  réso- 
lution d’équations  d’une  nature  toute  particulière  : ce  sont  ceux 
où  «est  inconnu  ainsi  que  l’une  des  4 autres  quantités. 

D'abord  j la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  l’une 
des  quantités  a , q , l , et  S , en  fonction  des  trois  autres  ; ainsi , tout 
se  réduit  à déterminer  n au  moyen  de  la  formule  l — aqn~'. 


Or  cette  égalité  revient  à 


équation  de  la  forme  a*=  b , a et  6 étant  des  quantités*  connues. 

On  appelle  ces  sortes  d’équations , équations  exponentielles , pour 
les  distinguer  de  celles  que  nous  avons  considérées  jusqu’à  présent , 
et  dans  lesquelles  l'inconnue  est  élevée  à des  puissances  marquées 
par  des  nombres  connus. 

Occupons-nous  donc  de  la  resolution  de  ces  équations  auxquelles 
se  rattache  une  des  théories  les  plus  importantes  des  Mathémati- 
ques , la  théorie  des  logarithmes. 


§ II.  — Théories  des  quantités  exponentielles  et  des 
logarithmes. 

Résolution  de  l'équation  a1  = b. 

202.  La  question  consiste  à trouver  Y exposant  de  la  puissance 
à laquelle  il  faut  élever  un  nombre  donné  a , pour  produire  un 
autre  nombre  donné  b. 

Considérons  d’abord  quelques  cas  particuliers. 

1er  Exemple  : ' 2*  = 64- 

En  élevant  2 à ses  différentes  puissances , on  reconnaît  bientôt 
que  2*  =64;  donc  x = 6 satisfait  à l’équation. 

2“  Exemple  : 3*  = 243. 

O11  a pour  solution  , x = 5, 
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En  un  mot , tant  que  b sera  une  puissance  parfaite  du  nombre  a, 
x sera  un  nombre  entiçr,  que  l’on  obtiendra  par  l’élévation  de  a à 
ses  puissances  successives  à partir  du  degré  o. 

3”'  Exemple  : (1).  . . 2*  = 6. 

En  faisant  x = 2 , et  x = 3 , on  trouve  2’=4>  et  s’ = 8; 
d'où  l’on  voit  que  x a une  valeur  comprise  entre  2 et  3. 

% 

Posons  donc  x = 2 -t-  — ( •(  x'  est  alors  > 1 ).  .. 


On  a , en  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée , 
1 1 


P 3 


= 6,  ou  (n°172)  2’  X2  =6;  donc  2 


et  par  conséquent , (a)-..  ■ =2. 


Pour  déterminer  x',  faisons  successivement  x'=i,  x' 2 ; 

ou  9 >2. 

Ainsi  x est  eompris  entre  1 et  2. 

Posons  donc  x'  = 1 „ { x"  est  aussi  > 1 ). 

On  obtient , en  substituant  dans  l’equation  ( 2 ) cette  valeur 
de  x' , 


on  trouve 


(ï)  ’ ou  5<2’  el  (I) 
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Ainsi  x"  est  compris  entre  1 et  2. 


Soit  donc 


•*  = 1 -*-p» 


C .. 

il  en  resuite 

t 


ap-î-  - |x(| y=\: 


d'où,  réduisant,  (4).  • • (g)  “3 


En  opérant  sur  cette  équation  comme  sur  les  précédentes , on 
trouverait  que  x”  est  compris  entre  2 et  3. 

Soit  x"  = 2 4-  ; l’équation  en  xm  devient , toute  ré- 
duction faite,  (5).  . . (ÿ)X"=:|. 

Une  nouvelle  opération  donnerait 

■ 1 

x"  r=  2 H . 


Et  ainsi  de  suite. 

Rapprochons  actuellement  les  équations 


x = 2-t- 


xf 


<*•*'  — l+p;,  x"  = t xT=  2 -t--^,X>’=2  + -!;,...; 

X >*  * X 

nous  obtenons  la  valeur  de  x sous  la  forme  d’une  fraction  conti- 
nue, dont  les  réduites  consécutives  seraient,  d'après  la  loi  connue 
(voyez  Arithm.,  19' édit.,  n°  171), 

2 3 5 t3  3i 

t’  1 


Or  ou  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  on  prend  de 
parties  intégrantes,  plus  on  approche  de  la  valeur  du  nombre 
réduit  en  fraction  continue;  ainsi,  l’on  pourra,  par  ce  moyen , 
trouver  la  valeur  dex  propre  à vérifier  l’équation  (t),  sinon  exac- 
tement, du  moins  avec  tel  degre  d’approximation  que  l’on 
voudra. 
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Par  exemple,  la  réduite  y ne  diffère  ( Arith .,  n"  174)  de  la 

valeur  dex,  que  d’une  quantité  moindre  que  ou  -'g.  Mais 

l’approximation  est  encore  plus  grande  ; car  r en  ayant  égard  à la 
réduite  suivante , on  voit  que  l’erreur  commise  est  moindre  que 

r — , ou  La  réduite  — ne  diffère  de  la  vraie  valeur 

5 X >2  6o  12 

de  x que  d’une  quantité  moindre  que  * ..  ou  —~-z . 

(i2)>  «44 


403.  La  détermination  de  x dans  l’équation  précédente  suppose 
que , pour  toute  équation  de  la  forme  a’  = b , a étant  i , mais 
aussi  peu  différent  de  t que  l'on  veut , et  au  contraire  b étant  un 
nombre  très-grand , il  est  toujours  possible  de  trouver  deux 
puissances  consécutives  de  a,  qui  comprennent  te  nombre  b. 


Pour  le  démontrer , posons  n = i , ^ ^ 


1 1 . , 

4-  7 , i étant  une  tres- 


petite  fraction,  et  développons  l’expression  ^i  4-  ^ d’après  la 
formule  du  binôme  (n°  148)  [n  est  ici  supposé  un  nombre  entier]. 


„ . / i\*  i . n — ii 

Il  vient  a",  ou  I i 4-  j I = i 4-  n.- 4-/?  — — . — 4-  . . . . 

Or , puisque  le  second  membre  se  compose  de  i 4-  -j  , plus  une 

suite  de  nombres  positifs,  il  est  clair  que,  si  l’on  fait  ■ 4-  j > b, 

ce  qui  donne  n > À-  (b  — i ),  on  aura , à fortiori,  a"  ]>  b. 

D’ailleurs  les  premières  hypothèses  n = o,  i , 2 , . . . ont  dû 
donner  d’abord  une  certaine  puissance  de  a , plus  petite  que  b ; 
donc  b est  nécessairement  compris  entre  deux  puissances  consé- 
cutives de  a.  C.  Q.  F.  D. 


204.  Cela  pose,  voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  : 
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Soit  à résoudre  l’équation  a*  = b , 

en  supposant  d’abord  a et  b~^>  i , mais  a b. 

En  formant  les  puissances  successives  de  a , on  trouve  que  b 
est  compris  entre  nm  et  a*+l  ; alors  on  fait r=n  + 

X 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  proposée , on  obtient 


= b,  ou  a" 


X a*'  — b , d’où  = a, 


ou,  posant , pour  plus  de  simplicité,  — = c, 


c*'  =r  a. 


Opérant  sur  cette  équation  comme  ci-dessus,  on  reconnaît 

que  x' est  compris  entre  a'etn'+  1;  donc  x'=/i'-f--„; 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  en  x',  on  est  encore  con- 
duit à résoudre  une  équation  de  la  forme 

• df”  — c, 

d ayant  pour  valeur  ; et  ainsi  de  suite. 

La  valeur  de  x se  trouve  ainsi  développée  en  une  fraction  con- 
tinue dont  il  ne  s’agit  plus  ensuite  que  de  former  les  réduites  ; 
en  poussant  convenablement  la  série  des  opérations , on  obtient 
cette  valeur  avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on  veut,  ce  de- 
gré pouvant  toujours  s’estimer  , puisqu'il  est  marqué  par  le  quo- 
tient de  l’unité  divine  par  le  carré  du  dénominateur  de  la  dernière 
réduite  à laquelle  on  est  parvenu. 

SOS.  Remarques.  — i°.  Si,  dans  le  cas  de  a^>  i et  i,  on 
suppose  b , comme  on  a o°  = i (n°  24)  et  a'  — a, 
il  s’ensuit  que  x est  compris  entre  o et  i , et  il  faut  commencer  par 

i 

poser  x = — . 

Cela  revient  à faire  n = r o dans  le  calcul  précédent. 
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2".  Lorsque  l’on  a <0>i»  mais  b<^i,  la  valeur  de  r est 
nécessairement  < o,  ou  négative;  ainsi  il  faut  poser 

— y dans  l’équation  ax  = b, 

ce  qui  donne  a~f—b,  d’où  (n“  171)  af  = -^, 

et  comme  on  a 7 1 , on  déterminera  y d’après  la  méthode  ci- 

b 

dessus;  alors  la  valeur  correspondante  de  x sera  égale  à celle  de  r» 
prise  négativement. 

Il  en  serait  de  même  si  l’on  avait  a<^  1 , mais  b~^>  1 . 

Au  moyen  de  ces  remarques , l’application  de  la  méthode  n’offre 
aucune  difficulté.  Seulement  les  calculs,  pour  donner  un  grand 
degré  d’approximation,  sont  assez  laborieux. 

On  peut,  au  reste,  s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

x = 2,465  à 0,001  près; 

x = 0,477  * °>001  près; 

x = — o,25  à 0,01  près; 

x = o,53  à 0,01  près. 

On  suppose  ici  que  l’on  ait  converti  en  fractions  décimales  les  ré- 
duites fournies  par  la  méthode. 

Conditions  pour  que  x soit  commensurable. 

SOC.  La  méthode  précédente  conduit,  tantôt  à une  fraction  con- 
tinue limitée , tantôt  à une  fraction  continue  qui  se  prolonge  à l in- 
fini ; ce  qui  donne  pourx,  dans  le  premier  cas  une  valeur  commen- 
surable , et  daus  le  second  une  valeur  incommensurable. 

Cherchons  quelle  relation  il  doit  exister  entre  les  deux  nombres 
donnés  a et  b,  pour  que  x soit  égal  à un  nombre  commensu- 
rable -. 

tt 

Soient,  en  premier  lieu , a et  b deux  nombres  entiers  ; on  a l’é- 
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quation  a"  = b , que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 
• am  rzr  bn. 

Or , il  est  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister  qu’autant 
que  a et  b sont  composés  des  mêmes  facteurs  premiers  ; car,  si 
l’on  supposait  dans  b une  facteur  premier  qui  ne  se  trouvât  pas 
dans  a , et  qu’on  divisât  les  deux  membres  par  ce  facteur , le  se- 
cond membre  serait  un  nombre  entier,  et  le  premier  un  nombre 
fractionnaire,  ce  qui  est  absurde;  donc,  si  l’on  a,  par  exemple, 

<i  = arê«7rJ‘, 

on  doit  avoir  aussi  b = aP'Si'y''  t’’ . 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  am=b’',  on  la  change 

en  celle-ci  : amr6mi-/mr8m  — x"p'Z"iy"r'S,‘' . 

Mais  cette  nouvelle  égalité  exige  que  les  puissances  d’un  même 
facteur  premier  soient  égales  dans  les  deux  membres;  car,  si  elles 
étaient  inégales,  en  divisant  les  deux  membres  par  la  plus  haute 
puissance,  on  serait  encore  conduit  à un  résultat  absurde. 

On  doit  donc  avoir  séparément 

mp  = np' , ntq  — nq' , rnr  — nr’ , ms  — ns', 

d’où  l’on  déduit  ' — = — = — = 

n p q r s 

Ainsi , pour  que  la  valeur  de  x soit  commcnsurable,  il  faut  et  il 
suffit  que  a et  b soient  composés  des  mêmes  facteurs  premiers , et 
que  les  exposants  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite  de 
rapports  égaux. 

Lorsque  ces  deux  conditions  sont  satisfaites,  la  valeur  de  x est 
égale  au  rapport  constant  qui  existe  entre  les  exposants. 

Supposons , en  second  lieu , que  a et  b soient  fractionnaires  et 

égaux  à -fp  , ji  [on  ne  saurait  évidemment  supposer  a entier  et  b 

fractionnaire,  ou  réciproquement]. 
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de  l’équatioe  exponentielle. 

L’équation  am  — b*  devient 

(£)'■=(£)'• d»' 

Or,  h et  h'  pouvant  toujours  être  regardés  comme  premiers 
entre  eux,  aussi  bien  que  X et  X',  il  en  est  de  même  de  hm  et  h'm , 
X"  et  X '*  ; ainsi , pour  que  l’égalité  précédente  subsiste , il  faut  que 
l’on  ait  séparément  hm=  X",  h'm  = X'",  ce  qui  conduit  à des  con- 
ditions semblables  à celles  que  nous  avons  établies  ci-dessus , entre 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  respectivement  comparés 
entre  eux. 

N.  B.  — Si  l’on  avait  ^ > i , mais  , ou  réciproquement , il 

faudrait  d’abord  changer  le  signe  de  x dans  l’équation  exponen- 
tielle a*z=b  (ce  qui  reviendrait  à renverser  celui  des  deux 

nombres  p,  que  l’on  suppose  <[  i,  en  conservant  a:  positif); 

puis  on  établirait  les  relations  précédentes. 

207.  Cas  particuliers. — 1°.  Si  a et  A,  étant  des  nombres  entiers, 
sont  deux  puissances  différentes  d’un  même  nombre  premier,  x est 
nécessairement  commensurable. 

Soit  l’équation  4*=  3a,  que  l’on  peut  transformer  ainsi  : 

(2’)*=2‘,  d’où  (n“  188)  2“  = 25; 

5 

il  en  résulte  ix  = 5 , d’où  x = 

2 

Soit  encore  27*  = 2187,  ou  3“  = 3’  ; on  a x 


2°.  Si  a n 'est  composé  que  de  facteurs  premiers  élevés  à la  pre- 
mière puissance,  il  faut  que  b soit  une  puissance  parfaite  de  a pour 
que  x soit  commensurable  ; en  sorte  que , dans  ce  cas , xest  entier 
ou  incommensurable. 

En  effet,  soit  a = aë qS , d’où  b = «/’’ 6»’  y’ S1' \ 
l’équation  am  = b “ devient  xmt1mymSm  ^ a/,'’&'*yr'm$‘  ,i 
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d’où  l’on  déduit 


théouik 


m — p n — q'n  — r'n  — s'n, 

ou  bien  p'  — q'  = r1  = s'  ; 

donc  b — aP  & qp  Sp  ~ (a&qSY  = ap  , 

et  par  conséquent  .r  = p . 

Soit,  par  exemple,  a = io  = sX5; 

il  faut  que  b soit  une  jmissance  parfaite  de  to  pour  que  r puisse 
être  cotnmensnrablc. 


Théorie  îles  logarithmes. 

200.  Introduction.  — Si  l’on  suppose  que,  dans  l’équation 
a'=zjr, 

a conservant  toujours  une  même  valeur  positive,  on  remplace  r 
par  tous  les  nombres  absolus  possibles,  on  pourra,  pour  chaque 
valeur  de  y,  en  appliquant  la  méthode  du  n"  205  , déterminer  la 
valeur  de  .r ,'  sinon  exactement , du  moins  avec  un  aussi  grand 
degre  d’approximation  que  l’on  voudra. 

Supposons  d’abord  n>i,  • et  soit  fait  successivement 

x — o,  i,  2,  3,  4 » 5,  6,. . 

ilen  résulte  jr  = i,  a,  a1,  as,  a‘,  a1,  ; 

donc , toutes  les  valeurs  de  y plus  grandes  que  l’unité  sont  produites 
par  des  puissances  de  a dont  les  exposants  sont  positifs  , entiers 
ou  fractionnaires;  et  la  valeur  de  x est  d’autant  plus  grande  que 
celle  de  y est  elle-même  plus  grande. 

Faisons  ensuite  x = o , — t,  — 2,  — 3,  — 4>  — 5, 


il  en  résulte 


donc,  toutes  les  valeurs  de  y plus  petites  que  l’unité  sont  produites 
par  des  puissances  de  a dont  les  exposants  sont  mégatifs  ; et  la  va- 
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leur  de  x est  d'autant  plus  grande , numériquement , que  la  valeur 
de  y se  rapproche  plus  de  zéro. 

Soit , au  contraire , »<i  et  égal  à une  fraction  —,  ; 

1 1 


en  faisant 

X = O, 

i» 

2» 

3, 

4, 

5,..., 

r 1 

/ 

1 \° 

i 

I 

i 

1 

I 

on  trouve  r = ( - 
V 

-,  J > *> 

W” 

V* 

J*’"’ 

et , si  l’on  fait 

X =:  O, 

— t,— 

2, 

-3, 

-4, 

-5,..., 

on  obtient  jr  = 1 

z)  » ou  ■> 

a'5. 

* v 


c’est-à-dire  que , dans  l’hypothèse  dea<i,  tous  les  nombres  sont 
engendrés  avec  les  diverses  puissances  de  a , dans  un  ordre  inverse 
de  celui  qui  résulte  de  l’hypothèse  a > i . 

On  arrive  ainsi  à cette  conséquence  générale  : tous  les  nombres 
absolus  peuvent  être  engcntlrés  avec  un  nombre  absolu  quelconque, 
mais  constant , que  l'on  élève  à des  puissances  convenables. 

N.  B.  — Il  faut  toutefois  supposer  a différent  de  l'unité,  car 
on  sait  que  toutes  les  puissances  de  i sont  égales  à i . 

209.  Cela  pose , concevons  que  l’on  ait  formé  une  table  renfer- 
mant, d’une  part  tous  les  nombres  entiers,  et  à côté  de  ces  nombres, 
les  exposants  des  puissances  auxquelles  il  faudrait  élever  un  nombre 
invariable,  pour  produire  les  premiers;  on  aura  l’idée  d’une  table 
de  logarithmes. 

On  appelle,  en  général,  logarithme  d'un  nombre,  l'exposant 
de  la  puissance  à laquelle  il  faut  élever  un  certai/i  nombre  inva- 
riable , pour  produire  le  premier. 

Le  nombre  invariable  peut  d’abord  être  pris  tout  à fait  arbi- 
trairement ( pourvu  qu’il  soit  ou  <[  i)  ; mais  une  fois  choisi , 
il  doit  rester  le  même  pour  la  formation,  de  la  table  entière.  On 
l'appelle , pour  cette  raison , base  du  système  de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  ia  base  que  l’on  a choisie,  le  logarithme  de  la  base 
est  l'unité , et  te  logarithme  de  i est  o. 
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En  effet , on  a,  i°. ..  a'  = a,  d’où  log  a = i , 

2°. . . <i°  = i } d'où  log  î = o. 

On  désigne  ordinairement,  pour  abroger , le  mot  logarithme 
parles  trois  premières  lettres  log , ou  simplement  par  la  première 
lettre  /.,  que  l’on  fait  ordinairement  suivre  d 'un point  et  du  nombre 
que  l’on  considère. 

Voyons  actuellement  quel  rôle  peuvent  jouer  les  logarithmes 
dans  les  calculs  numériques. 

• * , ^ i 1 f 

210.  Multiplication  et  division  arithmétiques . — Soit  d’abord 

une  suitç  de  nombres  y,  y',  y ",  y", ...  à multiplier  entre  eux. 
Désignons  par  a la  base  d'un  système  de  logarithmes  ( qu’on 
suppose  déjà  calculés),  et  par  x,  •r',  x" , x” , . . . les  logarithmes 
de  y , y',  y”,  /"»••• 

On  a , d’après  la  définition  (n°  200),  cette  suite  d’égalités 
y = «*,  y'—a‘'>  y"=aI",  y"  = a’" 

Multipliant  ces  égalités  membre  à membre,  et  appliquant  la  règle 
des  exposants  établie  n"  172  , on  trouve 

’ yyJy"y“". = • • • 

Donc, 

\oçyy'y"...=x-\-x'-i-x"+...  = log  / -+- log  y'-h log/"-»-..., 

v ■*»  • ) 

c'est-à-dire  que  le  logarithme  tl'un  produit  est  égal  à la  somme  des 
logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit. 

Soient,  en  second  lieu,  deux  nombres,  y et  y',  à diviser  l’un 
par  l’autre , x et  x'  leurs  logarithmes.  On  a encore  les  équations 

y = ax,  y'=a*'-,  d’où  l’on  déduit  (n°  172)  pi  = a*~*'. 
Donc,  logip  =;  * — *'  = log  y — log  y'-, 

c’est-à-dire  que  le  logarithme  du  quotient  d’une  division  est  égal  à 
l'exccs  du  logarithme  du  dividende  sur  le  logarithme  du  diviseur. 
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Conséquences  rie  ces  deux  propriétés.  — Si  l'on  a une  multipli- 
cation à effectuer , en  prenant  dans  la  table  les  logarithmes  des 
facteurs  et  faisant  la  somme  de  cas  logarithmes  , on  aura  le  loga- 
rithme du  produit;  donc,  en  .cherchant  ce  nouveau  logarithme 
dans  la  table  et  prenant  le  nombre  qui  lui  correspond  , on  obtien- 
dra le  produit  demandé.  Ainsi , partinr  simple  addition,  on  trouer 
le  résultat  d’une  thultiplication. 

De  mèm®,  si  l’on  a à diviser  ùu  nombre  par  nu  autre,  il  faut 
retrancher  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende;  puis 
chercher  à quel  nombre  correspond  la  différence  : c’est  le  quolicut 
cherché.  Ainsi,  par  une  simple  soustraction,  on  obtient  te  quotient 
d'une  division.  *V\  "■*  » T. 

Formation  îles  puissances  et  extraction  des  racines.  — Soit  en 

! *•  » ■ 

m t 

général , un  nombre  jr  à élever  à la  puissance  — ; désignant  tou- 
jours par  a la  base,  et  par  x le  logarithme  de  y,  on  a l’équation 

y = <*’, 

d’où,  éleva  rit  les  deux  membres  à la  puissance  - , 

n » 

# » 

m m 

y"  — a"  . 


Donc, 


, » m m 

lo«7  =T-*  = T-  l°8/» 


c’est-à-dire  qne  le  logarithme  d’une  puissance  quelconque  d'un 
nombre  est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  l’expo- 
sant de  la  puissance. 

Soit , comme  cas  particulier , n = t ; il  en  résulte 
log  ym  = m . log  y , 

équation  susceptible  d'un  énoncé  analogue  au  précédent. 

Soit  m — I , n étant  un  nombre  entier  quelconque  ; il  en  ré- 
sulte 


- " | • 

log/  ou  log  qy  = - . log / ; 

n 

dtg.  B.,  9r  éd. 
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r in  unir 


c’est-à-dire  que  le  logarithme  il'unc  racine  île  degré  quelconque 
d'an  nombre  est  égal  au  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre  divisé 
par  l’indice  de  la  racine.  • 

Conséquence.  — Pour  former  une  puissance  quelconque  d'un 
nombre,  il  suffit  de  prendre, le  logarithme  de  ce  nombre  dans  la 
table,  de  le  multiplier  par  l'exposant  de  la  puissance,  puis  de 
chercher  le  nombre  correspondant  à ce  produit  ; on  a ainsi  la  puis- 
sance demandée. 

De  même,  pour  extraire  mie  racine,  il  suffit  de  diviser  le  loga- 
rithme du  nombre  proposé  par  l’indice  de  la  racine , puis  de 
chercher  à quel  nombre  correspond  le  quotient  ; on  a la  racine 
demandée.  Ainsi , par  une  multiplication  et  une  division  générale 
ment  très-simples,  on  trouve  le  résultat  d’une  formation  de  puis- 
sance et  d’une  extraction  de  racine,  operation  dont  les  procédés 
ordinaires  sont,  comme  on  l’a  vu,  très-laborieux. 

211.  1a*s  propriétés  qu'on  vient  de  démontrer  sont  indépen- 
dantes du  système  particulier  de  logarithmes  adopté;  mais  les 
conséquences  qui  en  ont  été  déduites , c'est-à-dire  l’usage  qu’on  en 
peut  faire  dans  les  calculs  numériques,  supposent  la  construction 
d’une  table  renfermant,  d’un  côté,  tous  les  nombres  , et  de  l’au- 
tre, les  logarithmes  de  ces  nombres,  calculés  d’après  une  base 
donnée.  Or,  pour  former  cette  table , il  faut,  comme  nous  l’avons 
déjà  dit,  en  considérant  l'équation  a*  — y,  faire  passer  y par 
tous  les  états  de  grandeur  possibles  , et  déterminer  la  valeur  de  x 
correspondante  à chacune  des  valeurs  de  y,  d’après  la  méthode 
du  n°  204. 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la  base- 
est  égale  à 10  ; et  leur  construction  se  réduit  à la  résolution  de 
l’équation  îo ‘ = y. 

En  faisant  successivëment  y égal  aux  termes  de  la  suite  naturelle 

t,  a,  3,  4,  5,  6,...,  . . 

on  a A résoudre  les  équations 

10'  T I,  I O'  = 2 , I O*  = 3 , 1 O*  = 4 > • ■ • 

Observons  d’ailleurs  qu'il  suffit  de  calculer  directement,  d’a~ 
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près  la  méthode  du  n°  204 , les  logarithmes  des  nombres  pre- 
miers 2,'  3,  5,  7 r ii,  i3,  17,.  . . ; car  tous  les  autres 
nombres  entiers  résultant  de  la  multiplication  de  ces  différents 
facteurs  entre  eux  , leurs  logarithmes  peuvent  (n°  210)  s’obtenir 
par' l’addition  des  logarithmes  des  nombres  premiers. 

C’est  ainsi  que  6 étant  décomposabtc  en  2 X 3 , on  a 

log  6 = log  2 -f-  log  3 ; 

\*  i lÿ.'l 

24  = 2’  X 3 ; donc  log  24  = 31og  2 -+-  log  3. 

36o  = 23  X 3’  X 5 ; il  en  résulte 
log  36o  = 3 log  2'  -h  2 log  3 log  5. 

Il  suffisait  egalement  de  placer  dans  les  tables , les  logarithmes 
des  nombres  entiers;  car,  en  vertu  de  la  propriété  relative  à la 
division , on  obtient  le  logarithme  d’un  nombre  fractionnaire  en 
retranchant  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 


de  même, 
Soit  encore 


212.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  loga- 
rithmes, il  est  facile  d’en  construire  tant  d’autres  que  l’on  veut, 
au  moyen  de  celle-là. 

Soient , en  effet , a la  base  d'un  premier  système  déjà  formé , b 
la  base  d’un  nouveau  système  à construire  ; désignons  par  N un 
nombre  quelconque , par  log  N et  par  X , ses  deux  logarithmes 


X 

calculés  d’après  les  bases  a e^b  ; on  a l’équation  b = N. 

D’où,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  sys- 
tème connu  dont  la  base  est  a,  X.log  b = log  N, 


Donc 


jog^ 

log*’* 


Ce  qui  prouve  que , connaissant  te  logarithme  d’un  nombre  dans 
un  premier  système,  pour  avoir  Je  logarithme  du  même  nombre 
dans  un  second  système , il  faut  diviser  le  logarithme  du  nombre, 
calculé  dans  le  premier  système,  par  le  logarithme  de  la  nouvelle 
base,  calculé  aussi  dans  l'ancien  système. 

Ainsi  le  logarithme  de  \ , dans  le  système  dont  la  base  est  3,  a 

22. 
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pqur  valeur  j— 7^  - log  4 et  log  3 étant  deux  logarithmes  calcules 

dans  le  système  connu  dont  la  base  est  10.. 

Soient  N,  N',  N",  ..  . •.  une  suite  de  nombres,  a la  hase  d’un 
système  déjà  formé  , b celle  d’un  système  à construire  ; on  a la  se- 
ried’équations 

x='iS=üp-to‘tl’  X'=iT^ *'=ETVh«"'>-i 


log  b 


log  b' 


d’où  l’on  voit  qu’une  première  table  étant  déjà  formée,  si  l'on 
veut  en  construire  une  nouvelle , il  n’y  a qu’à  multiplier  les  loga 
rithmes  du  premier  système  par  la  quantité  constante 


I 

log  b ’ 

Cette  quantité  constante  est  ce  qu’on  nomme  lf.  modui.k  de  la  non 
velle  table  par  rapport  à l’ancienne. 


§ III.  — Usage  des  tables  vulgaiies. 

Les  développements  que  nous  avons  donnés  en  Arithmétique  sur 
les  deux  problèmes  principaux  que  prescrit  l’usage  des  tables  {un 
nombre  étant  donné , trouver  son  logarithme , et  réciproquement) 
nous  dispensent  d’entrer  dans  de  nouveaux  détails  à cet  égard. 
Nous  nous  bornerons  donc  à reprfndre  quelques  principes  qui 
n’ont  pas  été  démontrés  d’une  mahière  assez  générale,  en  suppo- 
sant d’ailleurs  que  les  jeunes  gens  aient  entre  les  mains  les  Tables 
de  Callet,  qui  sont  poussées  jusqu’à  tobooo,  tandis  que  les  petites 
tables  ne  s’étendent  pas  au»  delà  de  10000. 

213.  On  a déjà  vu  (n"  207)  que,  dans  le  système  dont  la  base 
est  10,  il  n’y  a que  les  puissances  parfaites  de  10  , telles  que  10 , 
too  , iooo-,  . . . qui  puissent  avoir  des  logarithmes  commensura- 
bles  ; tous  les  autres  nombres  entiers  ont  des  logarithmes  incom- 
mensurables, que  l’on  ne  peut  obtenir  qu'avec  un  certain  degré 
d’approximation.  Les  Tables  de  Callet  donnent  ces  logarithmes 
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exprimés  en  fractions  décimales  , et  exacts  jusqu’au  7*  chiffre  dé- 
cimal , inclusivement. 

Cela  posé,  faisons  dans  l’équation  10*  =b  y, 

f * $ 

JT  = o,  I,  2,  3,  4.  -»  «I  «; 

il  en  résulte  /si,  10,  100,  1000,  10000,...,  io"~' , 10". 
Posant  ensuite  x = o,  — 1 , — 2,  — 3,  — 4 >•••>  — {”  — 1 )>  — " » 


on  trouve 


.r  = 1»  ~ ’ 


10  100  1000  10000 


’’  1 ’ 


lO" 


Donc  i°.  Les  logaritlmies  de  tous  les  nombres  plus  grands 
que  l'unité  sont  positifs  et  croissent  depuis  o jusqu’à  l'infini;  les 
logarithmes  des  fractions  proprement  dites  sont  négatifs , mais  ils 
ont  une  valeur  numérique  d'autant  plus  grapdeque  la  fraction  est 
plus  petite;  en  sorte  que,  si  l’on  considère  une  fraction  moindre 
que  toute  grandeur  donnée,  son  logarithme  est  négatif,  mais  sa 
valeur  numérique  est  infiniment  grande  : ce  que  l’on  exprime  d’une 
manière  abrégée  en  disant  que  zéro  a pour  logarithme  Xinfeni 
négatif,  ou  bic  n 

log  o = — co  . 

2°.  Si  l’on  considère  un  nombre  entier  de  //  chiffres , c’est-à- 
dire  un  nombre  compris  entre  io"- 1 et  10",  on  voit  qtte  la  partie 
entière  de  son  logarithme  est  égale  à n — 1,  ou  renferme  autant 
d'ufiités  moins  une  qu’il  y a de  chiffres  dans  le  nombre. 


composé  de  six  chiffres. 

• or 

SH.  Les  deux  premières  propriétés  du  n"  210  donnent 

t 

log  (a  X 10*)  — log  a -+-  log  10"  = log  a 4-  n , 
log  br  log  a — log  1 o'  = log  a — n; 


et 
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ce  qui  prouve  que,  connaissant  ic  logarithme  d’un  nombre  quel- 
conque, il  suffit,  pour  obtenir  celui  d’un  nombre  i a”  fois  plus  grand 
ou  plus  petit , d’augmenter  ou  de  diminuer  de  n unités  la  caracté- 
ristique du  logarithme  donné. 

On  peut  encore  conclure  que  les  logarithmes  des  fractions  déci- 
males qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  la  position  de  la  virgule, 
ont  la  même  partie  décimale;  c’est-à-dire  que  leurs  caractéristiques 
seules  sont  différentes. 

Ces  propriétés  (qui  sont  d’ailleurs  toutes  particulières  au  sys- 
tème ordinaire  de  logarithmes)  servent  de  base  aux  préparations 
que  l’on  fait  subir  aux  nombres  dont  on  cherche  les  logarithmes , 
ou  aux  logarithmes  lorsqu’on  veut  obtenir  les  nombres  qui  leur 
correspondent. 

Ainsi , quand  on  cherche  le  logarithme  d’un  nombre  entier  qui 
excède  les  limites  des  tables , on  sépare  d’abord  sur  la  droite  assez 
de  chiffres  pour  que  la  partie  à gauche  soit  un  des  nombres  entiers 
de  la  table;  mais, il  faut  en  séparer  le  moins  possible,  à cause  de 
la  proportion  qu’exige  l’emploi  des  tables  (*).  Avec  le*  petites  ta- 
bles, on  doit  laisser  quatre  chiffrés  vers  la  gauche  ; et  avec  les 
Tables  de  Callet,  on  doit  en  avoir  cinq. 

Quand,  au  contraire,  on  veut  obtenir  le  nombre  correspondant 
à un  logarithme  donné , il  faut  préparer  celui-ci.  de  manière  que 
sa  caractéristique  soit  la  plus  forte  de  celles  des  tables,  c'est-à-dire 
égale  & 3 pour  les  petites  tables , et  à 4 pour  les  grandes. 

, • , s 

US.  Des  compléments  arithmétiques. — -Il  arrive  fréquemment, 
<TaiIS  les  applications  , que  l’on  a à déterminer  le  résultat  d’une 
opération  composée  de  plusieurs  additions' et  soustractions  loga- 
r Aréiques.  Or,  on  ramène  cette  opération  à une  seule  addition  par 
le  moyen  des  compléments  arithmétiques.  m ’ 

Le  complément  arithmétique  d’un  logarithme. est  ce  qui  manque 
à en  logarithme  pour  faire  io  unités,  c’est-à-dire,  le  résultat 


(*)*! 'ojrei  la  seconde  noie  placée  à la  lin  de  ce  chapitre,  pour  le  calcul 
do  Vcrreur  commise  lorsqu'on  établit  la  proportion  entre  les  différences 
des  nombres  et  les  différences  des  logarithmes. 
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<|uc  l'un  obtient  en  retranchant  de  10  le  logarithme  proposé. 

Ainsi,  compl.  3,47*5843=  10 — 3,47*5843=6,5274157, 
compl.  2,73*5490  =10 — 2,7325490  = 7,2674510. 


Le  premier  chiffre  significatif  à droite  se  retranche  de  1 o , et 
tcas  les  autres  de  g;' en  sorte  que  les  zéros  qui  peuvent  se  trouver 
à la  droite  du  nombre,  doivent  rester  dans  le  complément. 

D’où  l’on  voit  qu’un  complément  peut  être  formé,  pour  ainsi 
rire,  d’après  l’inspection  d’un  logarithme,  ou  d'après  sa  dictée. 
— Cela  pose,  voici  l’usage  de  ces  compléments  : 

Que  l’on  ait  à trouver  le  résultat  numérique  de  l’expression 

r—  etc ,1,  V,  étapi 

<les  logarithmes,  les  uns  à ajouter,  les  autres  à soustraire. 

L’expression  peut  d’abord  être  mise  sous  la  forme 

/ -+-  /"  + /*-(-  10  — l'  -+-  10  — /"  ro  — /•’  — ~3o  , 
m bien 

t -H  /"  -f-  /'  -+-  coinp.  I'  -t-  comp.  I"  -h  comp.  I"’  — 3o; 


yest-ù-dire  que,  pour  avoir  le  résultat  cherché,  il  faut  faire  la 
somme  des  logarithmes  additifs  et  des  compléments  des  logarithmes 
soustractifs,  puis  retrancher  de  cette  somme  autant  de  fois  10  que 
l'on  a pris  de  compléments. 

Par  le  moyen  ordinaire  , il  faudrait  faire  la  somme  des  termes 
îdditifs,  celle  des  termes  soustractifs,  puis  soustraire *Ja  plus  pc- 
ite  somme  de  la  plus  grande,  ce  qui  entraînerait  dans  deux  ad- 
lirions1  et  une  soustraction  ; tandis  que  .par  celui-ci,  on  n’a  qu’une 
■eiilc  addition  à effectuer,  sauf  les  opérations  qui  consistent  à 
nendre  les  compléments,  et  qui  sont  trop  simples  pour  entrer  * 
•n  ligne  de  compte. 


216.  L’emploi  des  compléments  donne  naissance  à une  forme 
V logarithmes  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 


Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  ih 


_7_  * 

i5 
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On  a log  = log  7 — log  i5  = log  7 -4-  comp.  log  i5  — 10. 

log  7 = 0,84509804 
cfltnp.  logi5  = 8,8^390874 

9,66900678 

retranchant  10, — o.,  33099322 

ou  bien, .#...  1,66900678. 

Le  résultat  de  l'addition  de  rnmp.  log  1 5 avec  log  7 était 
9,66900678,  il  faut  en  retrancher  10  , ce  qu’on  peut  faire  de  deui 
manières  : ou  bien 'en  soustrayant  ce  résultat  de  10,  et  prenant  k 
reste  avec  le  signe  — , ce  qui  donne  — 0,33099322  ; ou  bien  et 
retranchant  seulement  tode  la  câractéristique  g , sans  altérer  la 
partie  décimale,  ce  qui  donne  1 ,66900678 , c’est-à-dire  un  lo- 
garithme dont  la  caractéristique  est  négative  et  la  partie  décimale 
positive. 

Pour  le  distinguer  d’un  logarithme  entièrement  négatif,  on  doit 
avoir  le  soin  de  placer  le  signe  — au-dessus  de  la  caractéris- 
tique (*). 

Il  serait  plus  clair  de  l’écrire  ainsi  : — 1 -4-0,66900678,  cai 
voilà  sa  véritable  signification;  mais  l’autre  manière  est  plu: 
abrégée. 

On  est  encore  conduit  à cette  espèce  de  logarithmes  en  cher- 
chant le  logarithme  d’une  fraction  décimale. 

Par  exemple , 

log  o,oo5?4  = log 534  — 5 = 2,72754*26  — 5=  3,72754126 

Nous  verrons  bientôt  que  l’usage  de  ces  logarithmes  offr* 
quelques  avantages  sur  celui  des  logarithmes  entièrement  né- 
gatifs. , 

Observons,  pour  le  moment,  que 

i°.  Si  l’on  avait  à déterminer  le  nombre  qui  correspond  à tu 


(*)  Celte  notation  diffère  un  peu  do  la  uotalion  employée  dans  notr 
Arithmétique;  mais*  nous  avons  cru  devoir  adopter  ici  celle  dont  l’osai 
est  le  plus  répandu. 


. _rf 
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logarithme  de  cette  espèce,  la  simple  addition  d'un  nombre  con- 
venable d’unités  à la  caractéristique  suffirait  pour  la  préparation 
du  logarithme. 

Soit,  par  exemple,  3,4720563  le  logarithme  propose. 

En  ajoutant  7 unités  à la  caractéristique,  il  vient  4,472°563, 
logarithme  entièrement  positif;  et  le  nombre  correspondant  s’ob- 
tiendrait d’après  les  règles  connues;  après  quoi,  l’on  diviserait  le 
nombre  par  10000000  ou  par  io’. 

. * • 

2°.  Si  l’on  a à multiplier  le  logarithme  . . . . 3,472o563 

par  un  nombre  quelconque,  8 par  exemple.  ...  8 

on  obtient  d’abord  pour  la  partie  décimale.  . . . 3,7764504 

et  pour  la  caractéristique — ^4 


ce  qui  donne  pour  résultat.  21,7764504 

3°.  Si  l’on  a à diviser  ce  même  logarithme  par  8,  on  commence 
par  ajouter  à la  caractéristique , assez,  d'unités  négative t pour 
qu’on  puisse  en  prendre  le  huitième  exactement;  c’est-à-dire  qu’on 
mettra  le  logarithme  3,47 ao563  sous  la  forme 

— 8 -+•  5, 4720563.  * 

Prenant  le  huitième  de  cette  nouvelle  expression,  on  trouve 
■,6840070, 

Dans  les  numéros  suivants , nous  verrons  l’usage  de  ces  opé- 
rations. 

, . - I 

Passons  maintenant  aux  applications. 

% ♦ 

; « • 

• ? 4/ 


€ 


\ • 
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Opérations  de  V Arithmétique. 


817.  Multiplication  et  division.  — On  demande  la  valeur  ap- 
prochée du  produit 


75  ia  * 48' 


Appelons  x ce  produit , on  a ( n°  809  ) , 

log  x = log  3 iv*—  log  75  -4-  log  1 3 — log  1 2 4-  log  47  — log  48. 
log3t  = 1, 49i36i6g, 
log»i3=  i,ii  3g4335, 
loe  4?  = 1,67209786,. 
cOmp.  log  75  ==  8,  i?493874, 
comp.  log  12  = 8,92081875, 
comp.  log  48  ==  8,31875876, 

1,6419191.5  = 29,64^91915 — 3o; 

ajoutant 5 

on  obtient.  . . . 4>f,/tI9,9l 

4, 64 1 9 1 02  = log  438444 

< 99T99  — 0’9°' 

log  4^44, 9°  ; 


Différence « 

Différence  tabulaire.  «Ç  99j  99 

Donc.  . 4,6419a)1 

ainsi  le  produit  demandé  est  0,438449°  à 0,0000001  près. 

m‘  f,  . 

Formation  des  puissances.  — Observons  avant  tout  que, 
comme,  pour  obtenir  le  résultat  d’une  Tormation  de  puissance,  il 
faut  multiplier  le  logarithme  du  nombre  par  l’exposant  de  la  puis- 
sance , on  doit  prendre  d’abord  le  logarithme  du  nombre  proposé 
avec  plus  de  7 décimales*  si  l’on  veut  avoir  un  produit  exact 
jusqu’à  la  7e  décimale  inclusivenifent.  Or  on  trouve  dans  l’ouvrage 
de  Collet,  à la  suite  des  tables  ordinaires , une  autre  table  qui 
<lonne  les  logarithmes  avec  20  décimales;  ainsi  l’on  peut  toujours 
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prendre  ces  logarithmes  avec  deux  ou  trois  décimales  de  plus  que 
dans  les  tables  ordinaires.  %, 

Cela  posé,  soità  former  la  5'  puissance  de  29;  on  a ( n°  B10) 

log(29)‘  = 5 log  29; 
or  log  29=  1,462397998, 

d’où  5 log  29=  7,31.1989990, 

ôtant  3 unités 4,3tJ99QO 

4,3i  19868  = log  2o5 j 1. 

Différence : . 

Différence  tabulaire.  . . . 

donc  2o5i  i i5o  est  le  nombre  cherché  à une  dizaine  près. 

Soit  encore  proposé  d’évaluer  (2)“. 

,'p  \ * 

* ;▼  / * 

On  a log  2 = 0,30*0299956,  . t 

d’où  64  log  2 = 19,2.659197. 

Otant  i5  unités 4,2-659197 

4,2659022  = log  18446. 

Différence . . *75 

Différence  tabulaire.  . . . 2.35 

Ainsi 


. ; 32 

32 

212 

212 

ni: 


xï  = °’74- 

4,2689197  = log  18446,74. 


Donc  le  nombre  cherché  est  1 844674°  • 000  • 000  • 000  • 000  > il 
dix  trillions  près , c’est-à-clire  que  les  treize  derniers  chiffres  no 
peuvent  être  donnés  par  les  tables;  mais  on  est  censé,  dans  ces 
sortes  d’exemples,  n’avoir  pour  but  que  de  se  former  une  idoe  de 
la  grandeur  du  nombre,  et  l’on  voit  avec  quelle  promptitude  on  y 
parvient. 

Soit,  pour  nouvel  exemple,  h évaluer  . 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  tant  avec  les  compléments  que 
sans  compléments. 


Par  compléments. 

Sans  compléments. 

log  2 = 

0,3010299956 

log  3 = 

0,4771212547 

c.  log  3 = 

9, 5228787453 

log  2 = 

0,3010299956 

]°4= 

1,82.39087409 

‘og|  = 

— 0,1760912591 

"Hl  = 

2, 0629961499 

<«l0g|  = 

— 1,9370038501 

ajoutant  -H  6 * 

ajoutant 

+ 6 

on  obtient 

4,0629961 

on  obtient 

4,0629961. 

Le  nombre 

correspondant  à ce  logarithme  est  1 1 56 1,02;  donc 

0,01 1 56 102  est  le  nombre  demandé,  à 0,00000000 1 près. 


Extraction  des  racines.  — Il  suffit , pour  cette  opération  , de 
prendre  les  logarithmes  avec  sept  décimales. 

On  demande  la  racine  7'**  de  1 162049. 


1 1 

On  a (n°  210)  log  \Jt  162049  — - l°g  1 162049. 
, * 7 


log  1 1 620  = 4>p652o6  1 
log  11620, 49 — log  11620  = i83 

log  1 1 620,49  = 4>°652244 

• Donc  log  1 162049  =6,0652244 

> 1 k 

- log  1 162049  =0,8664606 
7 

ajoutant  4 , 4>6664<>o6 


Diff.  tabul . 3".{ 

I)ilT.  de  nomb.  0,49 

3366 

183,26 


4,8664587  = log  73529. 

Différence.  . . 19  «9_Q  3,. 

Différence  tabulaire 5g  5g 


'donc  4>^6&j6o6  = log  73529,32. 

Ainsi  7,352932  est  la  racine  demandée , à 0,000001  pies. 
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Soit  à •évaluer 


l I I I 

ona  lV^=7r(lob',3~losa7) 


27-  V 27 

Par  compléments. 
I.  i3  = 1,1 1394335 


compl.  I.  27  = 8,56863624 

*,68257959=  — 1 1 -+-  10,68257959 


I.  — = 
27 

i_  j i3  _ 
1 1 


27 


ajoutant 
011  trouve 


t ,97114360; 

•5 

4,97114360  = log  9357  1 ,4g. 


Donc  la  racine  demandée  est  0,9357 1 4o  ù o,ooqoooi  près 
On  trouvera  pareillement 


— i,i S4 1 1 8 ; (73 )’ = 11 047 390000000  ; 

(0,0457)”  = 0,000000000000000082984. 

• .1 

Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithmes. 

2 1 8.  Supposons  que  l’on  ait  trouve  pour  valeur  de  l’inconnue  d’un 


n-  |.  • 'y{a>  — b'). 3a 

problème , 1 expression  x = L. , 

y (a  b) . y ctl 

et  qu’en  donnant  à a , b , c,  ri,  des  valeurs  particulières,  on 
veuille  obtenir  la  valeur  numérique  correspondante.  Par  le  inoven 
des  logarithmes,  on  peut  ramener  la  question  à ne  présenter 
que  des  additions,  soustractions,  et  des  multiplications , divisions 

simples. 

On  a , en  effet , d’après  les  propriétés  des  n°*  209  et  210, 


I.x=  l.^(a'  — b1),  3a  — 1.  y (a  b).  ^ ed . 
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S ‘ | 

Mais  1.  v/("’  — 6!)-3«  =3  [!• («-+-*)  4-1. («  — *)  + ! 3 + 1.  «], 

et  I ,\\a  4-  b).^cd  = i [ I .(fl  4-  b)  4-  - l.e  4-  - I.  </]; 
donc 

1.x  sj[l.(*  + i)  4-  !.(«.-*)  4- 1.3  4-Kfl] 

-5[»-(«  + *)  + î>  + 

expression  qui  n’offrira  plus  à effectuer  que  des  additions , des 
soustractions,  et  quelques  divisions  très-simples,  lorsque 
a , b , c , «/ , seront  donnés  numériquement. 

Soient,  par  exemple,  a = 6o , b = t5,  c = 16,  rf  = 9 ; 
l’expression  devient 

1.  x = i[l.  75+1. 45  4-1-  3 + I.60]— - [ 1.754-  — 1. 164-—  1 -9] ; 

j 2 2 2 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entje  les  deux  premiers 
crochets  ei  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres,  puis  pre- 
nant le  tiers  de  la  première  «t  la  moitié  de  la  seconde,  on 
trouvera 

1.x  =1,92784875—  i,477‘2125> 

ou  l.X  = 0,4507275; 

donc  x=  2,823io8. 

2fl*  — 3 ab*  4-  b‘ 

Soit  encore  l’expresston  x = 

On  peut  d’abord , en  mettant  en  évidence  .le  facteur  a1  au  nu- 
mérateur, et  le  facteur  a!  au  dénominateur,  présenter  l'expression 
•sous  la  forme 
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t>  . 4*’c  3 b'  b * 

a!  fl!  ’ i n'  ’ 

• i ■ n (2a — n + p) 

1 expression  devient  x = — — CL , 

1 n — 34  -f-  /n  ’ 

ou  , en  appliquant  les  logarithmes , 

I.  x = 1.  a +•  1.(2 a — /i,  -+-/»)  — 1.  (fl  — 3è-+-  /«), 

expression  facile  à calculer  dès  que  l’on  aura  Ijrouvé  les  valeurs 

î n i u j.  3AJ  b‘ 

de  ni,  n , p.  Or,  les  équations  m — - — , n = — , n — — 

a-  a3 

donnent 

» 

l./»  = 1.4+2l.  4+1.  c—  2 1. rf,  1.  «=si.  3-f-  31.  b — 2 1.  a, 
l.p  = 4 1.  b — 31.  a. 

(L’artifice  de  ces  transformations  consiste  à ramener  l’expression 
fractionnaire  à une  autre  dont  tous  les  termes  soient  linéaires  ou 
du  premier  degré,  en  calculant  séparément  d'autres  expressions 
qui  ne  présentent  à effectuer  que  des  multiplications  , divisions  , 
formations  de  puissances.) 

On  trouvera  de  même 

il1  • 

I.  — — — = l.(a-+-6)-t-l.(fl  — é)-|-comp.  1.6-t-comp.l.rf — 20, 

• ai — zba'-i-bc1  ...  , , , . ... 

^cd=\-a+'-{a—‘*b+h)+eomV.\.(a-b+h‘ ’)—  to, 

h et  h'  étant  calculés  d’après  les  formules 

1.A  =;!.&+  2I.  c — 2I.  fl, 

\.h'  = 1.  4 -t-  1.  c -J-  \.d  — 1.  fl. 

Équations  exponentielle f. 

219.  Nousavons  exposé  (n°  201)  une  méthode  pour  résoudre 
l’équation  a*  ■=  b,  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  loga- 
rithmes; mais  actuellement  que  les  tailles  sont  construites,  rieiï 
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’ • , 

Mais  I . \/(a’  — b').ia  =- [*•(« -H  A) -+- 1. (fl  — 6)4-1.  3+I.«], 

V 

et  I V(«  4-  b).<jal  =^[l.(aH-i)  + ^l,c4-  X-  I.  »/]; 
donc 

• ■*  — |[1.(«  + b)  4-  l.(a  — b)  4-  1.3  4-lia] 

expression  qui  n’offrira  plus  à effectuer  que  des  additions , des 
soustractions,  et  quelques  divisions  très-simples,  lorsque 
a,  b,  c , d , seront  donnés  numériquement. 

Soient,  par  exemple,  a=6o,  b = i5,  c = 16,  d = q; 
l’expression  devient 

1.  x = ^[1.75-t-l.  45 -H  1-  3 -H  1.  60] — ^ [1-754-  ^I.i64-M.g]; 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entj-e  les  deux  premiers 
crochets  et  la  somme  qui  est  entre  les.  deux  autres,  puis  pre- 
nant le  tiers  de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde , on 
trouvera 

1.  x=  1 ,92784875 — 1,47712125, 
ou  1.x  = 0,4507275; 

donc  x=2, 823108. 

2n*  — 3 ab%  4-  b * 

Soit  encore  1 expression  * = — 5— r 7-r-  • 

r a3  — 3 a3b  4-  4 b'c 

On  peut  d’abord , en  mettant  en  évidence  le  facteur  a 3 au  nu- 
mérateur, et  le  facteur  a 3 au  dénominateur , présenter  l'expression 
‘sous  la  forme 
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_ . 4 b‘c  3i;  b1 

Posons  maintenant  ni  = — — , n = — , n — — ; 

o=  ’ a-  ' ! a ' 

„ . . n (la  — « -t-/>) 

1 expi-ession  devient  x = — _-r — , 

n.  — 3 b ■+■  m 


ou  , en  appliquant  les  logarithmes  , 

1.  x = 1.  a 4-  l.(2a  — fl, -+-y>)  — 1.  (/»  — 36  4-  m), 

expression  facile  à calculer  dès  que  l’on  aura  youvé  les  valeurs 

, 4*V  3 63  b ‘ 

de  m , n , p.  Or  , les  equa  lions  m = - — , n = — - , p — — , 

donnent 

1.  /a  = 1.4  -4-2l.  b ■+■  I.  c — 2 1.  tf,  1.  « = 1.  3 -f-  3 1.  b — 2 1.  a , 
l./»  = 41.  b — 31.  fl. 


(L’artifice  de  ces  transformations  consiste  à ramener  l’expression 
fractionnaire  à une  autre  dont  tous  les  termes  soient  linéaires  ou 
du  premier  degrc,  en  calculant  séparément  d'autres  expressions 
qui  ne  présentent  à effectuer  que  des  multiplications  , divisions  , 
formations  de  puissances.) 

On  trouvera  de  même 


a ’ — b ' 
bd 


= 1.  (a -+- b) -t- 1.  (a  — b)  -+•  comp.  1.6  -4-  comp.l.rf  — 20 , 


a5 — 26a,4-6c! 
a1 — ba  -H  t\cd 


l.a-f-l.(fl — 26-f-6)-+-comp.l.(a — b -{-h') — 10, 


h et  h'  étant  calculés  d’après  les  formules 


1.6  = 1.  b -f-  2I.  c — 2I.  «, 
l.A'=1.4  4-l.t  + U—  I.  fl. 


Équations  exponentielle t. 

219.  Nous  avons  exposé  (n°  204)  une  méthode  pour  résoudre 
l’equation  a*  — b,  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  loga- 
rithmes; mais  actuellement  que  les  tables  sont  construites,  rien 
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ne  nous  empêche  d’en  faire  usage  pour  résoudre  ces  sortes  d’équa- 
tions. 

Or  , si  l’on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’équa- 

tion  a?  — b , il  vient  (n°  210)  x X 1-  <*  = 1 • b ; d’ofi  x = j — . 

Reprenons,  par  exemple,  l’cqnation  3*  = i5,  qui,  par  la  mé- 
thode du  n°  204  , a donné  x = 2,465,  à o,ooi  prés  ; on  dé- 
duit de  cette  équation 


h i5 i , 17609126 

1.  3 ~ 0,47712125 


2,465. 


L’équation  a*  = b est  dite  une  équation  exponentielle  dtl  pre- 
mier ordre  ; mais  on  peut  avoir  fies  équations  de  la  forme  a*1  — e , 

a1’1*—  d,...\  on  les  appelle  équations  exponentielles  du  deuxième , 
troisième,...  ordre. 

Pour  sé  former  une  idée  de  l’expression  a4* , il  faut  concevoir 
que  b soit  d’abord  élevé  à une  puissance  d’un  degré  marqué  par 
x , et  qite  a soit  ensuite  élevé  à une  puissance  d’un  degré  marqué 
par  b1. 


De  même,  ai<*  indique  qu’après  avoir  elevé  c à la  puissance  du 
degré  marqué*  par  x , on  a ensuite  élevé  b à la  puissance  du  degré 
marqué  par  e1,  et  enfin  a,  à la  puissance  du  degré  marque 


par  b ** . 

D’après  ces  notions , prenons  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  l'équation  a*1  = c;  il  vient  b1  X l.a  = 1.  c ; 


d’où 


ou , en  prenant  de  nouveau  les  logarithmes , 


xX  1.6  = 1. 


1.  c 


1.1. c— 1.1. a;  donc  x = 


l.l.c—  LL  a 

Tê 


[1.  c étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer  le  loga- 
rithme d’après  les  tables , edmme  on  détermine  le  logarithme  de 
tout  autre  nombre.  ] 

Soit  encore  à résoudre  l'equation  a1'  — d. 
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Prenant  les  logarithmes,  on  a b**  X log  « = log  d ; 
d’où  i'*  = prenant  dê  nouveau  les  logarithmes , 

l.l.rf—  l.l.a 

ri  = — ; et  opérant  sur  cette  équation  comme  sur 

les  précédentes, 

■r  X 1-  e = \.  XA'd~i  = 1(1-  l-d-U.a)-l.l.t 

1.(1. l.rf—  l.l.a)— 1.1.6 

donc  x = i . 

I .c 


On  résoudrait  par  un  procédé  semblable,  les  équations  exponen- 
tielles d’un  ordre  plus  élevé.  Ces  formules  sont  exactes  considérées 
algébriquement  ; mais,  dans  les  applications,  il  est  aisé  de  voir 
qu’elles  donneraient  des  valeurs  peu  approchées;  étl’on  ne  pour- 
rait même  se  former  une  idée  bien  juste  du  degré  d’approximation. 
■i  V ^ 

220.  Remarque.  — Dans  le  calcul  des  expressions  algébriques, 
on  est  quelquefois  conduit  à prendre  le  logarithme  d’un  nombre 
négatif.  Mais  alors  il  y a plusieurs  casa  distinguer. 

Supposons'd’abord  qu’on  demande , par  logarithmes  , la  valeur 
du  produit  abc , pour  des  valeurs  particulières  de  a,  b , c.  Il  fau - ' 
dra , pour  cela  , faire  usage  de  la  formule 

log  abc  — log  a -+-  log  b -+-  log  c. 

Or,  soient  a = 2,  b = — 3,  c = 5<,  en  opérant  comme  si 
3 était  affecté  du  signe, -t-,  on  trouvera 

\ogabe  — log  3o. 

Mais  comme  il  y a un  facteur  négatif  dans  abc , il  s’ensuit  que  le 
produit  cherché  est  — 3o. 

Soient  encore  a — 7.,  b = * — 3,  c — — 5;  on  aura  tou- 
jours, d’après  la  même  règle , . , 

log  abc  = log  3o. 

Al  g.  S.,  9'  éd.  a3 
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Mais  puis<ju’il  y a dcu x facteurs  négatifs  dans  nie,  il  en  resuite 
que  le  produit  cherché  est  3o. 

(En  général,  un  produit  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le 
nombre  de  ses  facteurs  négatifs  est  pair  ou  impair.) 

Soit,  pour  nouvel  exemple , à résoudre  l’équation 

. 5 

x = (— 8)’,  d’où  log  jt  = - log  ( — 8); 
en  opérant  comme  si  8 était  affecté  du  signe  , on  trouvera 


log  x — log  32  ; 


niais  une  puissance  dont  l'exposant  est  - équivaut  à la  racine  3**' 

de  la  5*“'  puissance,  et  doit  avoir  le  même  signe  que  le  nombre 
sur  lequel  on  effectue  ces  opérations. 


On  a donc  x — — 32. 

Soit  enfin  l'équation  cf  = — 3 , d’où 


Comme  log  9=.log  (— . 3)’  = i log( — 3), 

lot  ( — 3 } i . . 

x = - =-r  = - , solution  exacte. 

2k)g{  — 3)  2 ’ 


log(-3) 
•«g  9 
il  en  résulte 


Mais  si  l’on  avait  à résoudre  l’equation  ( — 9 )*  — 3,  comme 

de  ( — 9)  ’ =3  on  tire  — 9=3’,  on  doit  en  conclure  que  l’équa- 
tion proposée  est  absurde. 

On  obtiendra,  d’après  les  memes  principes,  la  solution  des 
équations  suivantes  : 

( — 8)’=x,  x=4; 

2. 

x1  = 4,  x = ± 8; 

( — 4)7=x,  x = 8; 


on  reconnaît  que  ce  dernier  résultat  est  faux  lorsqu’on  le  soumet 
à la  vérification. 
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# . 

Proportions  et  progressions  par  quotient. 

hr. 

221.  Soit  d'abord  la  proportion  a\  b'.'.c'.x-,  on  en  déduit  x = — ; 

a 

d’où,  en  appliquant  les  logarithmes , 

I .x  = I .b  -1-1. c — La,  ou  la  .l£;lc.lx, 

ce  qui  prouve  que,  si  quatre  nombres  forment  une  proportion , leurs 
logarithmes  forment  une  équidifférence. 

Soit  maintenant  une  progression  par  quotient 

h a : b : c : d : e :/:  g : h :>  . . . 

Il  résulte  de  la  définition  ( n"  191)  qu’on  peut  l’écrire  ainsi: 

, a b c d e J 

b c 7i  e f g ’ 

d’où , prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre. 


ou 

l.«  — 1.6  = 1.  A— tc  = l.c  — ].d  = \.d—  l.jp — 

ou  bien  enfin,  i la.  lé.  le.  \d.  le.  ; 

donc  si  des  nombres  a , b , c,  . . . sont  en  progression  par  quotient, 

* / 

leurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence.  La  réciproque 
est  évidente. 

* Cette  proposition  rapproche  la  définition  algébrique  des  loga- 
rithmes (n°  207),  de  la  définition  que  l’on  en  donne  en  Arithmé- 
tique, savoir  : que  Les  logarithmes  sont  deç  nombres  en  progres- 
sion par  différence , correspondant  terme  pour  terme  à des  nombres 
en  progression  par  quotient. 

N.  B.  — Nous  avons  déjà  fait  connaître  ce  rapprochement  dans 
notre  Traité  d’ Arithmétique  (n°  277).. 

C'est  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux 

a3. 
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progressions  par  quotient , que  l’emploi  des  logarithmes  est 
utile. 

i°.  Si  nous  appelons  u le  dernier  terme  d’une  progression  par 
quotient , nous  aurons  ( n"  19V!  l 

a = «//"-',  d’où  !,»=).«+(«  — 1)1.7. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  trouver  lç  20'  terme  de  la  pro- 

. 3 . 9 . 27  . 

gression  1 : - : 7 : . . . . . 

240 

La  formule  devient 

I.  « = I.  1 4-  19(1.  3 — 1.2)  = 19(1.  3 — 1.3),  [car  1.  i =0], 
et  l’on  obtient , tuut  calcul  fait. 


I.  u = 3 , 3457339  = 1. 22 16 , 84  ; 
« = 2216,84  à o,di  près. 


20.  Si  l’on  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnes  a et  b un 
nombre  m de  moyens  proportionnels,  on  a , pour  déterminer  la 
raison  ( n"  1911  ).,  la  formule 


71+ 1 


d’où 


!.q~ 


1.6  — ! l.a 

m -4-  1 


Soient  a — 2,  6=  i5,  m—  5o;  il  vient  \.q  — 


I.K 


- 1.2 


et  l’on  obtient,  tout  calcul  fait, 


1 .q  = 0.0171 58 rml.i  ,040299; 

donc  . q = 1 ,0402.99. 

Veut-on  calculer  directement  le  ?o'  nwyrn  proportionnel , qui 
est  le  21'  terme  do  la  progression  ; on  a , 


& I _ 

/,  /ï5y."  ,, . . . 20 ( iog  1 5 -r— 1.2) 

t=(y-  J ; <io"  log  X = 1.2  4 ;■  - -, 

ou,  tout  calcul  fait,  I ..r  = o,644t9»3  = l.4,4°74%' 
ainsi  le  20"  moven  proportionnel  est  4,4°74®9 
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3".  On  » trouve  ( n?  195),  pour  l’expression  de  lu  somme  de» 
termes , 


d'où  kS=l  . u-t-l  .<q" — i) — 1 .(ijf — i). 


On  voit,  d’après  cette  fonriu  le , qu’il  faut  commencer  par  calculer 
l’expression  qn , en  posant  I .</■“  = ni  .q  ; après  quoi  l’on  obtient 
aisément  qn  — i , et  par  suite , 1 . qn  — i i.  Nous  aurons  bieHtôt 
occasion  d’appliquer  cette  formule. 

4".  Connaissant  a,  q et  n , dans  la  fofmulc  u — aq'‘~' , on  peut 
demander  la  valeur  de  n.  Or  on  a 


I . k = I . a + ( * — 1)1.7;  d’où  « = H ; — <— — . 

I.  q 

Soit  à trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progression  dont 
le  premier' terme  est  la  raison  2,  et  le  dernier  G 1 44- 
obtient  1 


«=!  + 


I.6i44  — 1.3 
1.2 


3,3 1 1 32qq5 

— Ç + u = ,2. 
o , 3o 1 02999 


33ii32oo5  ...  6 

(Lcqnotient  _ - est  égala  1 1 -+-  — ; mais  on  ne- 

do  102999  ■ 00102999 

glige  la  fraction  , comme  provenant  de  l’emploi  des  logarithmes.  ) 


Questions  relatives  à l'intérêt  Composé . 

229.  Une  des  applications  les  plus  importantes  des  loga- 
rithmes est  celle  qu’on  en  fait  aux  questions  sur  l’intérêt  de 
l’argent.  , 

Première  question  générale.  — Une  somme  quelconque  étant 
placée  pendant  un  certain  temps  à un  taux  d’intérêt  déterminé , et 
en  intérêt  compose,  c'est-à-dire  dans  la  supposition  que  l'intérêt 
de  chaque  année  s'accumule  avec  le  capital  de  l’année  précédente , 
ou  demande  ce  que  doit  devenir  ce.Çte  somme  au  bout  du  temps 
donne  ? 

Désignons  par  a la  somme  placée , par  n le  nombre  d’annees,  et 
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par  r l’intérêt  que  rapporte  i fr.  par  an  (ce  n'est  autre  chose  que 
le  ioo'  du  taux  de  l’intérêt  de  100  fr.). 

Puisque  i fr.  rapporter  au  bout  d'un  an , une  soipme  a rappor- 
tera or;  ainsi,  à la  fin  de  la  première  année , le  capital  a sera  de- 
venu n -4- or,  ou  a(i-t-r). 

Soit  a(i  -t-  r)  — a ' ; ce  nouveau  capital  deviendra,  au  bout  de 
la  deuxième  année,  a'(i-t-r);  donc  le  capital  primitif,  ou  a , 
sera  devenu  lui-même  «'(i-4-r),  ou  fl(i-t-r)2.. 

On  obtiendrait  de  même , au  bout  de  la  troisième  antaée,  a{ i -t-r)\ 
et  en  général , au  bout  de  la  année , a(i  rj*.  Donc , en  ex- 
primant par  À cette  dernière  valeur,  on  a l’équation 


A = a( i -t-  r)* , d’où  I.A  = /.a -4- fl  X 1- (• -I- r). 


Application.  — On  demande  ce  qu’une  somme  de  3oooo  fr., 
placée  en  intérêt  composé , à raison  de  5 pour  i oo , doit  rapporter 
au  bout  de  3o'ons  ? 

Il  suffit  de  faire , dans  la  formule  précédente  , 

• 

5 

a = 3oooo , n — 3o , r = — o , o5  ; 

■ oo 


ce  qui  donne  • > 

I.A  = l.3oooo  -|-3ol.(i  ,o5). 
1.105  = 0,021189299; 


3o  1.  i,o5  = 0,63567897 
1 . 3oooo  = 4,477  ■ 34  25 

1 . A = 5, 1 1 280022  = l.i  29658,27 . 

Donc  A = 1 2^658f,  27 . 

La  formule  A = a ( 1 -\-  rf,  renfermant  quatre  quantités , donne 
implicitement  la  solution  de  quatre  problèmes  différents  : 

•t°.  Déterminer  A,  connaissant  a,  r,  et  n : c'est  la  question 
qu’on  vient  de  résoudre. 

20.  Déterminer  la  somme  qu'il  faudrait  placer  actuellement 
pour  retirer,  au  bout  de  n années  , une  somme  A , en  supposant  te 
capital  placé  h intérêt  composé,  à raison  de  r pour  1 fr. 
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Or,  de  l'equation  A = a(i  ■+•  rf  on  déduit 
I . a — I . A — n I . ( i -t-  r)  ; 


et  celte  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a. 

Celle  seconde  question  constitue  la  règle  A' escompte  compose  ; 
car  elle  revient  à trouver  la  valeur  actuelle  d’une  somme  A payable 
dans  n années , en  ayant  égard  à l’intérêt  de  la  somme  et  aux  in- 
térêts des  intérêts. 

. 3°.  Déterminer  le  taux  d’intérét  auquel  on  doit  placer  une 

somme  a,  pour  retirer ■,  au  bout  de  n années,  en  intérêt  composé , 
une  autre  somme  A. 

La  formule  serait  • -f-  r = 


v'; 


A , I . A — 1 .a 

, d ou  1 .(  i H-  r)  = . 


Connaissant  t -t-  r,  on  en  déduirait  facilement  r , et , par  suite,  le 
taux  d’intérêt  pour  too  fr. 

4°.  Enfin , déterminer  le  temps  pendant  lequel  une  somme  a 
doit  être  placée  en  intérêt  composé,  à raison  de  r pour  i fr.,  pour 
rapporter  une  somme  A. 

. r i *,A  — I • « . , 

La  formule  serait  n = -r— f- . 

i.(n-0 

Si  l’on  voulait  que  A fut  double  , triple  , quadruple , . . . de  a , 
la  formule  se  simplifierait.  •, 

Soit  en  effet  A = X . a ; la  formule  A = a ( t 4-  r)n  se  réduit 


à ka  — a ( t -+■  r)“. 


d’où 


I.  / 

rrr+V 


c’est-à-dire  que  la  valeur  de  n est  indépendante,  du  capital  placé 
primitivement. 


Seconde  question  générale.  — Déterminer  quelle  somme  il 
faudrait  placer  actuellement  pour  recevoir,  à la  fin  de  chaque  an- 
née , une  somme  déterminée  b,  de  manière  à être  entièrement  rem- 
boursé du  capital . tirs  intérêts  du  capital , et  des  intérêts  des  inté- 
rêts, après  un  nombre  n d’annecs,  l’intérêt  étant  r pour  i fr. 
par  an?  , 
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Soit  a la  somme  cherchée;  ce  capital  deviendrait  au  bout  de  n 
années , a ( i -+-  /■)". 

Il  faudrait  donc  qu'en  déterminant  ce  que  les  sommes  payées 
chaque  année  deviennent  au  bout  de  la  n"mr,  la  somme  des  résultats 

soit  égale  à a ( i -+-  /■)*. 

Or,  b donné  à la  lin  de  la  première  année , on  au  commencement 
de  la  seconde,  devient,  au  bout  de  la  nlime,  b[  i -f-  r)»-' . 

De  même,  b donné  à la  fin  de  la  seconde  année,  ou  au  com- 
mencement de  la  troisième , devient , au  bout  de  la  niimr, 

b.( i -+- 

On  trouverait  de  même  A(i-t-r)*~’,  é( H-r)*- 6( i -t-r),  6, 
pour  les  valeurs  des  autres  sommes  b,  au  bout  de  la  n'rm'  année. 

On  a donc  l'equation oji  + r)*  = 

+ + b(i+  r)  -f-  b ; 


mais  le  second  membre  de  cette  équation , considéré  dans  un  ordre 
inverse,  ost  évidemment  la  somme  des  termes  d’une  progression 
par  quotient,  dont  le  premier  terme  est  b,  la  raison  i 4-  r,  et  le 
nombre  des  termes  n. 

Ainsi , cette  somme  a pour  expression  (n°  195), 

b ( i r)"  — b b f i i -f-  r)'  — il 

— ou  — - 

l -f-  r — i /• 


donc  enfin , l’on  a l’équation 

d.où 

r 


ou , appliquant  les  logarithmes , 


b[  l -4-r)°  — t]  _ 
r(l-|-r)*  * 


l.a  = l.ft-4-l.[(i-|-r,n — i]  — !./• — n l.(i  -+-/•). 


Cette  nouvelle  formule  renfermant  quatre  quantités  n,  h,  r,  n, 
donne  aussi  lieu  à quatre  problèmes  differents. 
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Voici  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  rattachent  aux 
précédentes  : 

On  demande  pour  combien  d'années  on  doit  placer  une  somme 
a,  en  interet  composé,  à 5 et  à 10  pour  100,  pour  doubler  cette 
somme  ? 

( Rép . à 5 p-7,  i4an<  a“";  à îop.f,  7"“  3*"'.) 

» 

On  demande  la  somme  que  l’on  doit  placer  à présent  pour  reti- 
rer pendant  ta  ans  et  à la  fin  de  chaque  année,  une  somme  de 
i5oo  fr.,  de  manière  à être  remboursé  entièrement  du  capital  et 
des  intérêts  au  bout  de  ces  douze  années , l’intérêt  étant  7/  5o ‘ p.  | 
par  an  ? 

(Rép.  1 i6oaf,gi .) 

Uu  particulier  a acheté  une  propriété  de  100000  fr.;  et  cette 
somme  doit  être  acquittée  en  i5  payements  égaux , eu  égard  aux 
intérêts  des  intérêts;  le  taux  pour  chaque  intervalle  de  payement 
est  de  5 p.  J.  On  demande  de  déterminer  la  quotité  de  chaque 
payement?  ( 

(Rép.  g634f,aa.) 

Un  nombre  donné  d'hommes  a,  augmente  tous  les  ans  de  la  cen- 
tième partie  de  ce  qu’il  était  l’année  précédente  ; combien  faut-il 
d'années  pour  que  ce  nombre  devienne  10  fois  plus  grand? 

(Rép.  a3i‘””  environ.) 

On  tire  chaque  jour  d’un  baril  de  100  litres  de  vin , un  litre 
qu’on  remplace  par  un  litre  d’eau  ; ' déterminer,  i°  combien  de  vin 
il  restera  dans  le  baril  lorsqu  'on  aura  remplacé  le  5ol‘  litre  ; 2°  dans 
combien  de  jours  le  baril  sera  réduit  à la  moitié,  au  tiers , ou  au 
quart? 

( Réponse  à la  première  partie  de  la  question  : 6o/"r"  - . 

I . „ . ...  2 

l Réponse  à la  seconde  partie  : pour  la  moitié , 1 of'""’' 

\ pour  le  tiers,  et  1 pour  le  quart. 
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$5  IV.  — Séries  logarithmiques  et  exponentielles. 

La  méthode  exposée  n°  203 , pour  résoudre  l’equation  n‘  =b, 
suffisait  pour  donner  une  idée  de  la  construction  des  tables  de  lo- 
garithmes ; mais  cefte  méthode  est  très-laborieuse  et  même  impra- 
ticable lorsqu’on  veut  déterminer  la  valeur  de  x avec  un  grand 
degré  d’approximation.  Les  analystes  ont  découvert  des  méthodes 
beaucoup  plus  expéditives,  soit  pour  construire  de  nouvelles  ta- 
bles , soit  pour  vérifier  celles  qui  existent  déjà  : ces  méthodes  con- 
sistent dans  le  développement  des  logarithmes  en  série. 

223.  Soit  y un  nombre  dont  on  demande-ie  logarithme  déve- 
loppé en  série  ; et  appliquons  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés (n°*  179  et  t8l). 

Il  est  d’abord  visible  que  l’on  ne  peut  supposer 

. \.y  = A -f-  By-t-C/’-f-Dr'-f-  etc.  ; 

car  si  l’on  fait  y — o,  le  premier  membre  se  réduit  (n"  213)  à 
l'infini  négatif  ou  à l'Infini  positif,  suivant  que  la  base  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  i ; tandis  que  le  secçnd  membre  se  ré- 
duit à A,  qui  devrait  alors  être  de  même  nature. 

On  ne  peut  supposer  1 .y=  A_r  -+-  By’  -t- . .- . , 

puisque  y — a donne  '1 . o ou  — ao  = o ; 

mais  si  l’on  met  y sous  la  forme  i x , et  qu’on  pose 

(1)  l.(i  -+-*)  = Ax  -t-fix1  -t-Cx3  A-  D.rl  -+-. . . , 

x • 

en  faisant  x = o , l'équation  1 . i = o , qu’on  obtient , ne  présente 
plus  aucun  caractère  d'absurdité. 

Tâchons  donc  de  déterminer  les  coefficients  A , B , C,  . . . 

Pour  cela,  imitons  le  procédé  suivi  n”  102,  et  remplaçons  x 
para;  il  vient 

(2)  1.  (1  4-  z)  = As  -t-  Bz'  -+-  C*1  -t-  Dz‘  . . . 
Retranchant  l’équation  (2)  de  l’équation  {t),  on  obtient 

(3)  l.(i-J-x) — l.(i-+-z)=:A(x — zJ-l-Bfx^ — z:)-+-  C(x' — z , 
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l,e  second  membre  de  ce(te  équation  est  divisible  par  x — 3; 
voyons  si , par  quelque  artifice , on  ne  pourrait  pas  mettre  ce  fac- 
teur en  évidence  dans  le  premier. 


Or,  on  a l.(i-f-x) — 1 . ( t — J—  * ) = 1 . ' ^ = I 


•(-ri-:)* 


x — z 

mais  — — pouvant  être  regardé  comme  un  seul  nombre  u , on 

peut  développer  l.(^-f-u)  ou  I.  + comme  l.(i-)-x), 

ce  qui  donne 

\ 1-4-3/  I-I-S  \i+t/ 

Substituons  ce  développement  à la  place  de  l.(i  -H  x) — l.(i  -4-z) 
dans  l'équation  (3  ) , et  divisons  les  deux  membres  par  x — *;  il 
vient 

1 « x — 3 _ (x  — z)1 

A.  — (-  B.  — r- -t- C . 7 £--4-...-  ' 

I.  -H  3 (1  -4-  3)’  . ( 1 -4-*)1 

= A4-  B(x-t-z)  -4-  C (x1  -4-  xz  -4-  z3  ) *4" • 

* % ! ' • » ^ 

Puisque  cette  équation  doit , ainsi  que  les  précédentes , se  véri- 
fier quels  que  soierit.x  et  z,  posons  x=rz;  il  en  résulte 


= A -t-  2Bx  -t-  3Cx  -4-  4DX1  -f-  5 Ex'  -4-  . . . ; 


ou,  effectuant  la  division  indiquée  dans  le  premier  membre , 

A (1  — x x1  — xJ-4-x*  — ...)=:  A4-  2 Bar  -4-  3Cx:-t-4D-r'-f-..., 

On  a donc,  d’après  le  principe  du  numéro  188,  les  égalités 

A = A , — A = aB,  A = 3C,  — A = 4D,  A = 5E 

d’où  , . 

n A A * • A A 

A — A,  B — —,  L — -4-  D = ^ , E=  4- g,  • ■« 
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La  loi  de  la  série  est  évidente  : le  coefficient  du  tenue  est 
égal  a rp  suivant  que  n est  pair  ou  impair;  on  obtient  donc 
enfin,  pour  le  développement  de  1 . (t  + x) , 


l.(iH-.r) 


A 

— x 


A A 

-x’-h-x3- 

2 3 


— A 


x1 

9 


X6 

6 


)■ 


224.  A’.  B.  — Par  la  méthode  précédente , les  coefficients 
B,  C,  D,  E,. . . ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A;  mais 
ce  dernier  coefficient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or,  cela 
doit  être  d’après  la  nature  de  l’expression  que  l’on  s’est  proposé 
de  développer;  car,  puisqu'on  peut  former  une  infinité  de  systèmes 
de  logarithmes , il  faut  qu’il  existe  dans  le  développement  général 
de  l.(i +x)  une  quantité  tout  à fait  arbitraire  , qui  serve  à dis- 
tinguer les  systèmes  les  uns  des  autres.  D'ailleurs,  on  a vu  (n"  818) 
que  les  logarithmes  •d’un  même  nombre,  pris  flans  deux  systèmes, 
ne  diffèrent  que  par  un  facteur,  constant  pour  tous  les  nombres; 
ainsi  la  quantité  indéterminée  doit  être  un  facteur  commun  ù 
toute  la  série  ; et  c’est  pour  cette  raison  que  l’on  a trouvé 


(4)  1.  (i  + *)  = A — ^ 


jè  x‘ 

3~  4 


5 


X* 

6 


Le  nombre  A est  (n°  812)  le  module  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  système  de  logarithmes  que  l’on  éeut  considérer. 

883.  L’hypothè»c  la  plus  simple  qu'on  puisse  faire  consiste  à 
supposer  A = i ; et  l’on  a , en  désignant  par  I'  ( i + x)  ce  système 
particulier  de  logarithmes , 


(5) 


l'(i  -+-*)  = 


X 

I 


x’ 

2 


X3  x‘ 

3 ~ 4 


XS 

5 


Si  l’on  donne  h x toutes  les  valeurs  possibles,  on  formera  suc- 
cessivement tous  les  logarithmes  de  ce  système  , lequel  a reçu  le 
nom  de  Système  naturel  ou  Système  népérien  (du  nom  de  Néper  , 
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qu’on  regarde  comme  l’inventeur  «les  logarithmes'.  Occupons-nous 
de  la  formation  de  ce  système,  puisqu'il  sera  facile  d’en<dednire 
ensuite  tous  les  autres,  soit  en  donnant  à A différentes  valeurs,  soit 
en  faisant  usage  de  la  formule  du  n°  SIS. 

Faisons , dans  la  sérié  (5) , x = o ; il  vient  F i :=  o. 

Soit  encore  x=ri  ; il  en  resuite  l'a=  i — - H-i — ‘-r-t-  ~ — . . 

. 2 3 4 5 


série  très-peu  décroissante  qui  exigerait  que  l’on  prît  un  très- 
grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffi- 
sante; il  faudrait,  par  exemple,  prendre  les  cent  premiers  pour 
avoir  la  valeur  de  1'  2 à 0,01  près  ('n°  470).  En  général , la  série  ne 
saurait  «lonner  les  logarithmes  des  nombres  entiers,  puisqu’on  ob- 
tiendrait, pour  tout  nombre  au-dessus  «Je  2,  une  série  dont  les 
termes  iraient  en  augmentant. 

Voici  les  principales  transformations  que  h*  analystes  ont  effec- 
tuées pour  conduire  à des  séries  propres  à donner  les  logarithmes 
des  nombres  entiers , qui  sont  les  seuls  qu’on  doive  placer  dans 
les  tables  : — 


Première  transformation.  — Soit  fait,  dans  la  série  (5),  r = - ; 
1 obtient,  en  observant  que  1'  ^1  H — ^ = 1' (y  -f-  1)  — I'  r. 


(6) 


1'  r-4-  ,)-!>  +0-7-7-T 

y iy  3 y‘  4jr‘ 


En  faisant  successivement  y — 7.,  3,  4*  5 , . . . , on  trouve 


I'  3 

i'4 


r 2 = - 
2 

v 3 = i 


1 1 

8 

I I 

Ï8  + 87 


I'  5 - I'  4 = ) - ~ -+-  — 

4 ^2  192 


I 

324 

I 

102.4 


La  première  série  donnera  le  logarithme  de  3 au  moyen  dit 
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logarithme  de  2 , la  seconde,  le  logarithme  de  4 en  fonction  du 
logarithme  de  3 , . . . , et  ainsi  de  suite.  Le  degré  d’approxima- 
tion pourra  toujours  être  apprécié  (n"  176),  puisque  les  séries  sont 
composées  de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  qui  di- 
minuent de  plus  en  plus. 

Seconde  transformation . — On  parvient  à des  séries  beaucoup 
plus  commodes , par  le  moyen  suivant  : 

Substituons , dans  la  série 


!'(•-+-*)  =7  - 

— x la  place  de  x;  il  vient 


x' 

2 


Xi 

3 


X*  . 

4 + 


x x2  r1  x‘ 

Y (f-x  =---  --t-T- 

12  3 4 


d’où , en  retranchant  ces  deux  séries  l’une  de  l’autre , et  en  ob- 

1 — f-  x 

servant  que  l'(i-4-)x — l'(i — x)  = 1' , 

i x , 

m I -4-  X (x  x1  x‘  x'  x'  \ 

T— X \i,3  5 7 9.  / 

Pour  que  les  termes  du  second  membre  décroissent  rapidement , 

il  faut  que  x soit  une  fraction  très-petite  ; et  dans  ce  cas , - — 

est  plus  grand  que  l’unité , mais  en  diffère  fort  peu. 

I j X I 

Posons  donc  r = 1 H — (z  étant  au  moins  égal  é i);il 


vient 


(1  -f-  x)z=  (1  — x)  (z  1); 


d’où , en  réduisant , x : 


2Z  -+-  I 

Donc  la  série  précédente  devient 


OU 

I 


1'  (Z  -h  l)  — Y*  : 


r-L- 


3(2Z-f-  I j>  5(2Z-f-|)i 
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Cette  série  tloone  également  la  différence  entre  deux  logarithmes 
consécutifs;  mais  les  termes  décroissent  beaucoup  plus  rapidement 
que  la  série  (6). 

Soit  fait  successivement  ! = i,  j,  3,  4 > 5, ....  ; on  trouve 


Soit  z = i oo  ; il  en  résulte 

Y toi  = I'  IOO  + 2 — h 1 -+-  -,  ' u -+-  . . . , 

Laoi  3(aoi)'“  5(2oi)‘ 

série  dans  laquelle,  le  logarithme  de  too  étant  connu,  le  pre- 
mier terme  suffit  pour  donner  celui  de  i o i avec  sept  chiffres  dé- 
cimaux (*). 

Il  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditives  qui  servent  à 
exprimer  des  logarithmes  en  fonction  d’autres  déjà  connus;  mais 
ce  qui  précédé  suffit  pour  donner  une  idée  de  la  facilité  avec  la- 
quelle on  pourrait  construire  des  tables. 

226.  Les  logarithmes  népériens  étant  calculés,  il  est  facile  de  for- 
mer un  tout  autre  système. 

Par  exemple,  pour  former  le  système  ordinaire,  il  faut  (n°  212) 

multiplier  chaque  logarithme  népéiien  par  le  module  p — . Ce 

nombre  a été  calculé  avec  tout  le  degré  d’approximation  que  l’on 
peut  désirer;  et  sa  valeur  en  décimales  est  o ,4342Ç)44^I9-  • • ! 
c’est  le  module  propre  h passer  du  système  népérien  au  système 
dont  la  base  est  i o.  . 

Ce  module  exprime  d’ailleurs  le  logarithme  ordinaire  de  la 


l*)  Voyci  la  première  note  placée  à la  /in  de  ce  chapitre. 
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base  du  système  népérien ; car,  en  appelant  e cette  base,  on  a 
l’équation  e r"  = 10  ; d’où  , prenant  les  logarithmes  dans  le  sys- 
tème ordinaire, 

l'.toX  l.f  = 1-10  = i i donc  l.r  = - — =:o, 43a2Q 

I to  J 

Comme  les  tables  ordinaires  peuvent  être  déduites  de  ce  qui 
précède,  on  peut  s’en  servir  pour  déterminer  le  nombre  auquel 
correspond  le  logarithme  ci-dessus  ; et  l’on  trouve 

o , 43429448 19...  = l.e=l.a,7i  828 1 8?.84  • . • 

Ainsi,  . r=  2,7182818284. .. . 

Nous  allons  bientôt  parvenir  à ce  même  résultat  par  une  autre 
voie. 

227.  Développement  en  série  de  l’exponentielle  a*.  — La  liaison 
qui  existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes 
[liaison  qui  consiste  en  ce  que  , a représentant  la  base  d’un  système 
de  logarithmes,  x est  (n°  208)  le  logarithme  de  l’expression  a*], 
nous  con.duit  à chercher  s’il  ne  serait  pas  possible  de  développer 
u1  suivant  les  puissances  de  x ; ce  qui  donnerait  alors  le  dévelop- 
pement d’un  nombre  en  fonction  de  son  logarithme,  question  in- 
verse de  la  précédente,. 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé;  et  soit 

( 1 ) a’  =r  i 4-  Ax  4-  Bx:  4-  Cr*  -t-  Dx*  4- ...  ; 

si  l’on  fait  x — o,  l’equation  se  réduit  à a°  = 1 , résultat 
exact;  ainsi  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Pour  déterminer  A,  B,  C,  D,  . . . , remplaçons  x par  z;  il 
vient 

(2)  a*  = 1 4-  A*  4-Bz’4-  Cx’-t-Dz' .. . ; 
retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  on  a 

(3)  nx — a‘  =A(x — z)  4-  B (x5 — z’)  4-  C(x3 — z1)  4-  D(x* — z')  4- . . . , 

équation  dont  le  second  membre  est  divisible  par  x — z;  ainsi 
il  faut  tâcher  de  mettre  ce  facteur  eu  évidence  dans  le  premier.  Or, 
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on  peut  mettre  a*  — a*  sous  la  forme  a‘(a*— * — i);  et  si  l’on 

remplace,  dans  la  série  (i),  x par  x — z,  il  vient 

* 

a‘[aé~ 1 — i)=s  <i‘[A(x — z)-4-  B(x — z)1  -f-  C(x  — 

Substituant  donc  dans  l’équation  (3) , à la  place  de  az  — a‘ , la 
valeur  qu’on  vient  d’obtenir,  et  divisant  les  deux  membres  par 
x — z,  on  trouve 


fl’[A  -H  B (x — z)  -+-  C (x  — z)a  H—  • • . 3 
A -4-  B (x  -f-  z)  — f—  C (x1  -4—  xz  —J—  z3)  -4- ... 

Faisons  maintenant  x = z dans  cette  dernière  équation  ; elle  se 
réduit  à a'  :A  :=  A -4-  aBx  -(-  3Gr-  -f-  4Dx’  -4-  5 Ex*  -4-  . . . , ou, 
remplaçant  a1  par  son  développement  (i), 

A -4-  â’x  -4-ABx’ 4-  ACx3  -J-.  . . = A -4-aBx  -4-3Cxj-4-4D*j... 


Égalant  séparément  les  coefficients  des  mêmes  puissances,  on  ob- 
tient les  équations 

A=A,  A,=  2.A,  AB=3C,  AC  = 4D,  . 
d’où  l’on  déduit 


A = A , 


B = 


A’ 


C 


AJ 

7X3  ’ 


D 


A1 

t.2.3.4’" 


La  loi  du  développement  est  manifeste  : le  terme  qui , dans  la  se- 

...  . . . 1.2. 3. 4-.." 

ne  (1),  en  a a avant  lui,  a pour  expression  . 

On  voit  que  tous  les  coefficients  B,  C,  D,...  sont  exprimés  en 
fonction  du  coefficient  A qui  reste  encore  indéterminé , c’est-à-dire 
que  la  méthode  qui  vient  d’être  suivie  ne  suffit  pas  pour  le  faire 
obtenir-,  mais  il  n’en  a pas  moins  une  valeur  unique  qu’on  trouve 
par  l’artifice  suivant  : 

On  peut  mettre  a*  sous  la  forme  (1-4 -a — if,  ou  (1-4-6)', 
en  posant,  pour  abréger , a — 1 = b.  Or,  si  l’on  développé  (i-f-6)' 
d’après  la  formule  du  binôme,  on  a 


,,  x,  xx  — 1 , x x — 1 x — 2 . 

( 1 -4-  b é—  1 - b- H -. 6’H — . . — - — . b' 

' 112  12  3 


mais  en  ne  tenant  compte , dans  ce  développement , que  de  la  partie 
Al°.  B.,  9*  éd.  24 
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affectée  de  x , il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  partie  a pour  ex- 
pression , 

(b  b ’ b1  b‘  b 3 \ 

+ 3~'4  +s---)x' 

d'ailleurs. le  coefficient  de  .r,  dans  la  série  (1),  est  égal  à A.  On  a 
donc 

b b’  . b*  A*  b' 

A ~ — + -=■  — -y  4-  f — •••» 

12343 

• • ' 

ou  bien  , remplaçant  b par  sa  valeur  a — 1, 

K — a ~ 1 _ »)'  + (a~  'Y  _ + 

1234 

On  représente  ordinairement  par  k l’expression 
a — 1 (a — i)1  (a — i)s 


ainsi , substituant  k à la  place  de  A , dans  les  valeurs  trouvées  pour 
B,  C,  D,...,  et  reportant  ces  valeurs  dans  la  série  (1),  on  obtient 
enfin 

kx  k3x3  k3x 3 /•'•r* 

(4)  + — -j  + i a 3-  4 +. . . 

Tel  est  le  développement  de  l’exponentielle  fl*  en  série. 

228.  Conséquences. — Si , dans  cette  série,  on  suppose  x = 1 , 

k k » k 3 k> 


elle  devient 
n — 1 


k 3 
1 .2 


1.2.3 


d’où  l’on  voit  que  n est  exprimé  en  fonction  de  k , de  même  que 


_ a — 1 («  — t)’ 


•+■  . . . . donnait  k-  en  fonc- 


la  relation  k : 

1 2 

tion  de  a. 

Cela  posé , cherchons  la  valeur  particulière  de  a qui  corres- 
pond à k = i,  et  désignons  par  c cette  valeur  particulière;  nous 
trouvons 


t = H ■+ 


:î3irt 


1 

t .2 


1.2.3 


2.3.4 
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sérié  décroissante  (*) , dont  les  11  premiers  termes  donnent  pour 
somme  4 ' . . 

217182818,  à 0,0000001  prés. 

La  comparaison  de  ce  résultat  avec  le  nombre  obtenu  n°  22IJ,  pour 
la  valeur  de  e,  base  du  système  népérien , semble  indiquer  que  c 
et  c sont  identiques;  or  c’est  ce  qu’on  peut  démontrer  immé- 
diatement. 


En  effet,  soit  posé  dans  la  formule  (4),  4x  = i>  d’où  x — 
elle  devient 


k' 


1 


— — f—  — ■ ■ — f—  - ■ -I—  - 1 

t 1.2  1.2.3  1 .2.3.4 


ce  qui  donne  nécessairement  a * s=  c. 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  dernière 
égalité  dans  le  système  qui  aurait  pour  base  c , on  trouve 


d’où  I a = k , 


ou  , mettant  à la  place  de  k sa  valeur  (n°  227), 

la  — 1 _ ( a ~ ')*  + (q  ~ 'T  _ (a  — »)' 

1 2 . 3 4 

ou  bien  encore , posant  a = 1 -f-  x , d’où  a — 1 


= *, 


1(« 


, x x’ 
«)=-  - - 


I 


X3 

y 


X* 

4 


Or  cette  formule  est  précisément  celle  qu’on  a obtenue  (n°  223) 
pour  le  développement  du  logarithme  népérien  de  1 -f-  x. 

Donc  les  nombres  c et  e sont  identiques. 


(*)  Voyes  U première  noie  placée  è la  fin  de  ce  chapitre. 


*4- 
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229.  La  formule  (4)  du  numéro  227  peut  prendre  différente* 
formes  qu’il  est  bon  de  faire  connaître  ici. 

. 1 1 

Considérons  de  nouveau  la  relation  o*  = c,  ou  plutôt,  a*  = e 
( puisque  l’on  af=r),et  prenons  les  logarithmes  des  deux  mem- 
bres dans  un  système  quelconque  ; il  vient 


7l.a  = le,  d’où  X = 

X le 

Ainsi  la  formule  (4)  se  change  en  celle-ci  : 


C’est  la  forme  sous  laquelle  on  présente  ordinairement  le  dé- 
veloppement de  a1,  les  logarithmes  étant  pris  dans  un  système 
tout  à fait  arbitraire. 

Cas  particulier.  — 1®.  Le  nombre  a peut  être  pris  pour  base  du 
système  de  logarithmes.  Comme  on  a,  dans  ce  cas,  1<z  = i,  et 

X-  = — , la  formule  devient 

le 


Tel  est  le  développement  d’un  nombre  quelconque  en  fonction 
de  son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a. 

2°.  Soit  le  nombre  constant  e pris  à son  tour  pour  base  du  sys- 
tème. Comme  on  a alors  I ez=  1 , d’où  X ==la,  ou  plutôt  k=ta, 
d’après  la  notation  du  nn  22iî , il  résulte  de  cette  hypothèse 

o*  = 1 H . l'a  H .(l'a)1  -I -.(/'aV-f-  ... 

I 1.2  v 1.2.3  ' 

3°.  Enfin  , soit  posa  a = e , ce  qui  donne  nécessairement 
on  X = 1 . 

La  formule  se  rvduit  à 


X X1  X*  X4 

e’=  H 1 


1 1.2  1.2.3  1.2. 3. 4 
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Cette  sérié , qui  est  la  plus  usitée , donne  le  développement  d’un 
nombre  en  fonction  de  son  logarithme  népérien* 

Nous  verrons , dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquence!  que 
l'on  déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  nous  pouvons,  dès  à pré- 
sent , faire  remarquer  comment  le  développement  des  logarithmes 
en  sérié  se  déduit  du  développement  des  exponentielles.  ■ 

D’abord , la  relation  k = ^ , qui  se  réduit  à A — Va  lors- 
qu'on prend  e pour  base  du  système  de  logarithmes,  donne 
(n°  227), 

. a-,  (a-i)'  («  — ,)■ 

\a-— — + — *—  + •••> 


ou  1'  ( 1 x) 


JC 

i 


2 


X5 

3 


Cette  meme  relation  donne  ensuite 
la  = k.  le; 

d’où,  en  mettant  à la  place  de  k sa  valeur,  et  posant  encore 

<!=l+ï, 


Le  module  inconnu,  le,  peut  ctre  obtenu  facilement  (n°  220) 
dès  que  les  logarithmes  népériens  ont  été  calculés. 
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Le  développement  d’une  fonction  en  série  a principalement  pour  but  de 
donner  en  nombres  approchés  la  valeur  numérique  de  la  fonction,  lors- 
qu'on attribue  des  valeurs  particulières  à la  variable  qui  y entre.  Mais 
pour  que  ce  but  puisse  être  atteint,  il  faut  que  la  série  soit  du  nombre  de 
celles  que  l'on  nomme  convergentes.  11  est  donc  important  d’établir  les 
caractères  de  ces  sortes  de  séries  : tel  est  l’objet  qu’on  se  propose  dans  cetto 
note . qui  servira  ainsi  de  complément , tant  aux  applications  qtie  nous  avons 
faites  de  la  formule  du  binôme  à l’extraction  des  racines  (n°*  178,  177) , 
qu’au  calcul  des  logarithmes  par  le  moyen  des  séries. 


i.  Une  série  indéfinie  est  dite  cowvRBCEjm,  lorsqu’on  peut  assigner  une 
limite  de  l’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  les  n premiers  termes  de  la 
série;  cette  limite  doit  d’ailleurs  être  susceptible  de  devenir  moindre  que 
tonte  grandeur  donnée,  pourvu  que  l’on  prenne  n suffisamment  grand. 

Il  faut  avoir  reconnu  que  ces  conditions  son!  remplies,  pour  pouvoir 
affirmer  que  la  série  est  convergente. 

Par  exemplo,  toutes  les  séries  dont  les  termes,  étant  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs , décroissent  continuellement  et  indéfiniment,  sont  des  séries 
convergentes,  puisqu’on  a vu  ;n°  170)  que  la  différence  entre  la  valeur 
numérique  de  la  série  tout  entière  et  la  valeur  numérique  de  la  somme 
des  n premiers  termes,  est  moindre  que  le  (n-t-l/*"*  terme,  lequel  peut, 
par  hypothèse,  devenir  aussi  petit  que  l’on  veut  quand  on  prend  n suffi- 
samment grand 

De  même,  toute  progression  par  quotient  décroissante  à l’infini,  est  une 

série  convergente,  puisque  (n°  108)  la  différence  entre  la  somme  — — de 

i — y 


tous  les  termes  et  la  somme  des  n premiers  termes,  est  exprimée  par 


* — 7* 


quantité  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  pour  une 
valeur  de  n suffisamment  grrndc. 

Un  caractère  important  des  séries  de  la  première  espèce  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  est  que  le  rapport  d’un  terme  quelconque  à celui  qui  le  pré- 
cède, est  une  quantité  négatitre,  constante  ou  variable,  mais  toujours  numé- 
riquement  moindre  que  I . 

Dans  les  séries  de  la  seconde  espèce,  le  rapport  e6l  une  fraction  positive 


constante. 
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A ces  deux  espèces  de  séries  qui  viennent  d’être  caractérisées  comme 
des  séries  convergentes , il  faut  en  joindre  dent  aulrcs  qui  se  rencontrent 
souvent  dans  les  applications  : 

i°.  Une  série  dont  tous  le*  termes  sont  de  même  signe,  doit  être  re- 
gardée comme  convergente , toutes  les  fois  que  le  rapport  d’un  terme  au  pré- 
cédent (pouvant  d'abord  être  plus  grand  quel,  ce  qui  suppose  que  les 
premiers  termes  iraient  en  croissan K)  finit  par  atteindre  une  valeur  moindre 
que  i,  et  va  etisuite  continuellement  en  décroissant. 


En  effet,  dès  que  l'on  est  arrivé  au  terme  dont  le  rapport  au  précèdent 
est  devenu  moindre  que  i,  si  l'on  fait  la  somme  de  tous  le»  termes  compris 
depuis  le  premier  jusqu'au  terme  en  question , ou  jusqu'à  un  autre  terme 
plus  éloigné,  on  obtient  la  limite  de  l'erreur  ei\  supposant  que  le  rapport 
devienne  constant  à partir  du  terme  auquel  on  s'arrête;  et  cette  limite  est 
alors  la  somme  d'une  progression  géométrique  décroissante  ayant  pour  pre- 
mier terme  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s'arrête,  cl  pour  raison  le  rap- 
port suppose  constant;  limite  que  Ton  peut  d’ailleurs  rendre  aussi  petite 
que  l'on  veut  eu  prenant  un  nombre  de  termes  suffisamment  grand , puisque 


dans  l'expression  • 


-,  a est  suppose  diminuer  indéfiniment. 


2°.  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe,  est  encore  con- 
vergente lorsque,  ses  termes  allant  en  décroissant,  le  rapport  d'un  terme  à 
celui  qui  le  précédé  augmente  au  lieu  de  diminuer,  pourvu  toutefois  qu’il  ne 
puisse  dépasser  une  certaine  valeur  numériquement  moindre  que  i. 


Bans  ce  cas,  la  limite  de  l'erreur  est  une  progression  géométrique  dé- 
croissante dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s'ar- 
rête, et  qui  a pour  raison  la  valeur  maximum  du  rap(>ort. 


3.  Il  est  d'uilleurs  évident  qu'une  série  no  saurait  être  convergente, 
1°.  Si  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  était  constamment  égal  à i;  car, 
dans  ce  cas,  tous  les  termes  étant  égaux,  leur  somme  serait  égale  à l'un 
d'eux  répété  une  infinité  de  fois,  et  serait  par  conséquent  infinie # quelque 
petit  que  fût  chacun  des  termes:  l'erreur  que  l'on  commettrait  en  prenant 
n termes  serait  elle  même  infinie. 

2*.  St  le  rapport  d’un  terme  quelconque  au  précédent  était  plus  grand 
que  i,  constant  ou  variable  ; car,  dans  ce  cas,  la  somme  de  tous  les  termes 
serait,  à plus  forte  raison,  infinie. 

Ainsi , aucune  série  croissante,  c'est-à-dire  dont  les  termes  vont  sans  cesse 
en  augmentant , ne  peut  être  convergente. 


4-  11  y a même  des  séries  décroissantes  que  l'on  ne  saurait  regarder 
comme  convergentes , parce  qu'on  reconnaît  que  la  somme  de  tous  leurs 
termes  est  infinie , et  que  par  conséquent  la  limite  de  l'erreur  est  aussi 
une  quantité  infinie , ou  réciproquement. 
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Considérons , par  exemple  , ls  série 


connue  sous  le  nom  de  série  harmonique  ; et  prenons  le  rapport  de  deux 
termes  consécutifs  quelconques  — - — , 


Tl  vient 


Or,  on  voit  quo  ce  rapport,  qui  est  constamment  moindre  que  1 , aug- 
mente à mesure  que  n augmente  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  Vunité , 
qui  peut  ainsi  être  considérée  comme  la  limite  en  plus,  ou  comme  le  maxi- 
mum de  ce  rapport.  Il  y a donc  lieu  d'appliquer  à la  série  ci-dessus  ce  qui  a 
été  dit  pour  le  premier  cas  du  numéro  précédent;  c’est-à-dire  que  la  limite 
de  l’erreur  est  la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique  ayant 
pour  raison  l’unité,  somme  qui  est  nécessairement  injinie  (n°  5).  Donc 
enfin  , la  somme  des  termes  de  la  série  est  elle-même  injinie , 

C’est,  au  reste,  ce  qu’on  peut  vérifier  d’une  autre  manière. 

En  effet,  si,  dans  l.i  série  (5}  du  numéro  225,  on  pose  i-+-x=j9  il  vient 


(0 


1 y 


i> 


y — 1 (y  — \)% 

1 a 


{y—  «)•  (y  — 0* 
* 4 


(‘-J'Y 

4 


»] 


Soit  fait  maintenant^  = o dans  cette  égalité;  on  trouve 


,,  /1  1 1 1 1 \ 

l O =:  •—  ( — H — -4-  - + 7 + ë “1“  ••••  ) • 

\i  3 » 4 5 / 

V.-  - 

Or,  on  «lit  (n°  213),  quo,  dans  ton»  les  systèmes  de  logarithmes  dont  la 
bnso  eat  plus  grande  que  l'unité,  le  logarithme  de  o a pour  valeur  l'Infini 

négatif;  donc  la  valeur  de  la  tèrie  - -j-  - *4-  ç -f-  ^ -f*  •••  es*  Infinie. 

t o o 4 

Pour  peu  d’ailleurs  qu’une  série  tirée  de  (l)  décroisse  plus  rapidement 
que  la  série  harmonique,  elle  aura  nécessairement  une  valeur  finie  ; car^ 
quelque  petit  que  Soit  y,  son  logarithme  a une  valeur  finie  ; ainsi  il  doit  en 
être  de  même  du  développement  de  et  logarithme.  Toutefois,  pour  recon- 
naître si  la  série  est  véritablement  convergente , il  faut  pouvoir  assigner  la 
limite  de  l'erreur  commise  lorsqu’on  s’arrête  à un  terme  de  rang  quel- 
conque. 

."C  k - * f s -?• 
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Or,  si  l’on  poser  = -,  * pouvant  Être  un  nombre  très-grand,  il  vient 
S 

r*-.  . (a-,)*  .(*-*)■.  (*-«)4  . ] 

1 4*‘  J' 

Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est 

quantité  plus  petite  que  la  fraction  constante  — , mais  qui  s’cn  approche 

de  plus  en  plus  & mesure  que  n augmente. 

On  a donc  (•_«  cas , n°  2)  pour  limite  de  l’erreur,  la  somme  d’une  pro- 
gression décroissante  dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  au- 

x — f 

quel  on  s'arrête , cl  qui  a pour  raison  le  nombre  constant  — - — . 

Cette  fraction  est  d’autant  plus  petite,  et  par  conséquent,  la  convergence 
de  la  série  est  d’autant  plus  sensible,  que  « est  plus  petit. 

Soit,  par  exemple,  * =a,  ce  qui  donne 

„ i II  t i t i 1 . \ 

* à-  — là"1-  8"*"  aj  64"+">6o  384 


On  a ici 


t a 

4insi,  la  limite  de  l'erreur  que  l’on  commet  en  prenant  les  5 premiers 


termes  pour  la  valeur  de  la  série  totale,  est 


3»4  _ i 
! i~  iga' 


En  général , la  limite  de  l’erreur  est , pour  cette  série , le  double  du  terme 
qui  suit  celui  auquel  on  s’est  arrêté.  ~ 

S.  Nous  allons  actuellement  revenir,  tant  sur  les  applications  numé- 
riques de  la  formule  du  binéme,  que  sur  les  séries  particulières  qui  ont 
été  déduites  des  séries  logarithmiques  ou  exponentielles;  et  nous  ferons 
voir  que  toutes  les  séries  obtenues  rentrent  dans  les  différents  cas  examinés 
ci-dessus. 

D’abord  la  série  générale  du  numéro  174  ,•  étant  telle  que  les  termes,  & 
partir  du  second,  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  il  faut  encore 
s’assurer  si  les  termes  vont  en  décroissant  et  peuvent  devenir  aussi  petits 
que  Pon  veut. 

Or,  en  désignant  par  p le  rang  d’un  terme  quelconque,  il  est  facilt  do 
voir  que  l’on  a pour  le  rapport  de  ce  terme  précédent, 

(p—  i)  n -s  x 
p.n 


. -,  a Otant  supposé  <x; 
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co  qui  prouve  que  chaque  terme  de  la  série  est  une  partie  du  précédent , 

a 

plus  petite  que  la  fraction  marquée  [>er Ainsi,  les  termes  diminuant 

indéfiniment,  la  série  rentre  dans  le  premier  cas  du  n°  I de  cette  nute. 

Dans  la  série  du  n°  i77 , tous  les  termes  sont  de  même  signe  h partir 
du  second. 


Mais  le  rapport  du  />*"’*  terme  au  precedent  étant 


(p  — i)  a — i 
p.n 


a \ n — i a 

quantité  que  1 on  peut  mettre  sous  la  forme . . -,  on  voit  que 

x p n x 

ce  rapport  est  constamment  moindre  que  - ; et  de  plus,  à mesure  que/;  aug- 


mente, ce  rapport  approche  de  plus  en  plus  de  la  fraction  - qui  en  est  par 

conséquent  la  limite  en  plus,  ou  la  valeur  maximum.  Ainsi , cette  série  tombe 
dans  le  second  cas  du  n°  S;  c'est-à-dire  que  la  limite  de  l'erreur  commise 
est  la  somme  d'une  progression  décroissante  ayant  pour  premier  terme  celui 

' a 

qui  suit  le  terme  auquel  on  s'arrête,  et  pour  raison  le  rapport  maximum 
En  appliquant  ce  principe  au  4®  exemple  proposé  n°  177,  on  reconnaît 

7 

que  les  5 premiers  termes  de  la  série  donnent  la  valeur  de  ^ 108  à moins 
de  o ,r>oooi  près. 

En  général,  on  peut  démontrer  que  la  série  qui  représente  le  développe- 
ment de  (i  -f-  s)m  est  convergente  tant  que  z est  une  fr  iction  positive  ou  né- 
gative, m étant  d'ailleurs  différent  d'un  nombre  entier  et  positif.  Mais 
cette  démonstration,  qui  n'offre  aucune  difficulté  d'après  les  principes  éta- 
blis ci-dessus,  nous  entraînerait  trop  loin;  et  nous  la  proposons  comme 
exercice. 

0.  Passons  aux  séries  logarithmiques  et  exponentielle». 

La  série 


T {y  h-  i)—  Y y = * 

' 7 y 


i 

J? 


obtenue  n°  221» , rentre  dans  le  premier  cas  du  n°  I , puisque  les  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs  et  décroissent  indéfiniment. 

Quart  à la  série  du  même  numéro , 

P (s  •+*  l)  — V 1=  2 I -h  T»"+"  I — T rîï  I * 

v ' [is  1 3 (•■**-*-  0 5 -*-!)• 

•cutifs  quelconques, 


on  a pour  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  quelconques, 

an  — 3 i 

• 7 rr  ou 

an  — i (as  i)* 
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ce  qui  prouve  que  le  rapport  est  constamment  moindre  que  ^ ^ ^ ~t  , mais 

qu'il  s’eo  rapproche  de  plus  en  plus  h mesure  que  n augmente , et  qu'il  a 
cette  fraction  pour  limite. 

La  série  se  trouve  doue  encore  dans  le  second  cas  du  n°  5.  Le  rapport 

maximum  serait  ici  — r.,  fraction  très-petite  si  a est  très  grand. 

(3*-+-  t)*’ 

Enfin  , la  sérié  qui  donne  a*  (n°  227)  finit  toujours  par  devenir  conver- 
gente, quels  que  soient  a et  r,  puisque  le  rapport  de  deux  termes  consécu- 
tifs est  — , fraction  qui  a téro  pour  limite  relative  à l’accroissement  do  n. 


7.  Nous  terminerons  cette  note  par  une  remarque  sur  la  base  e du  sys- 
lèmo  népérien. 

On  a trouvé,  n°  228, 


(0 


i.a  t.a.3  i.a.3.4 


Or , il  est  aisé  de  démontrer , t°  que  cette  série  est  le  développement  d un 
nombre  incommensurable  ; a°  qu’elle  est  convergente,  et  que  pour  chacune 
des  sommes  partielles  des  deux  premiers,  des  trois  premiers . . termes , la 
limite  de  l’erreur  peut  être  assignée. 

D’abord  e ne  peut  être  un  nombre  entier , car  on  a évidemment 


i 

•x 


074—  <:-£ 


I 


et  celte  seconde  série  est  une  progression  décroissante  qui  (n°  195)  a pour 
somme,  Vunité. 

Il  suit  de  là  que-  -+-  —,  -h  — £-7  -H . . . est  moindre  que  l,  et  par  conte - 
M 2 2.3  2. 3. 4 

quent  que  e est  un  nombre  compris  entre  a et  3. 

Je  dis  , en  second  lieu,  qu’aucun  nombre  fractionnaire  exact  ne  peut  ex- 
primer la  valeur  de  «*. 

En  effet,  soit,  s'il  est  possible , e égal  à — , m et  n étant  deux  nombres 

entiers,  et  n<m,  mais  >1.  En  poussant  la  série  jusqu'à  ce  qu’on  parvienne 
aux  ternies  dont  les  dénominateurs  renferment  le  facteur  n,  on  aura 

< * 

mil  1 l 

— —3 4"  - — •+- x . . 5 -t-  « ” ; “T ■+■  ■ • • • > 

n 1.2  1.2.3  1.2.3. ..n  i.2.3..t  n^n+  1) 


ou  simplement  (2) 
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j^en  posant,  pour  abréger, 

i i i 

oc  — 2 ■ — -t-  .»  “+"•  • •■+*  » : ; — , 

i.a  i.a.3  i.a.3...(n-i)n 

* 1 i 1 

Q ' •“*— ***""^“^*  1 ^ ■ 1 I I IM  I ■ ■ # # # ls 

|.a.3...n(n-t-l)  1.3.3.. .n(»-t-l)(n-t-3)  J 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité (î)  par  i.a.3...  n;  il 

▼lent 

(3)  1 .3.3... (n  — i).m  ==  1.3.3...  ».«+  1.3.3...  n. 6. .. 


Mais  le  premier  membre  de  l’égalité  (3)  est  évidemment  un  nombre  entier  ; 
il  en  est  de  même  de  la  première  partie , i.a.3...n.K,  du  second  membre, 
puisque  tous  les  termes  dont  se  compose  a sont  des  fractions  ayant  pour  dé- 
nominateurs des  sous-multiples  du  facteur  i.a.3.. . n , par  lequel  on  a mul- 
tiplié a.  Donc  pour  que  l'égalité  (3)  subsistât,  il  faudrait  que  l.a.  3.  ..tf.  G 
(Ut  aussi  un  nombre  entier.  Or  cela  est  impossible,  car  cette  expression  se 
réduit,  lorsqu'on  remplaces  par  sa  valeur,  à la  série 

n -t-  i + (" ■+•  t)  («-+-  a)  (n-t- 1)  (n  -+-  a)  (n  -t- 3)  ‘ ’ 

laquelle  a évidemment  uue  valeur  moindre  que  celle  de  la  progression 


i i t 

n -+-  1 ~1'  (n-t-  t;*  (n-t-  i)1  " ' ’ 

dont  la  limite  (n°  (95)  est  -. 

Donc  enfin , l'égalité  — = a H — - — t-  — !-z  -+-... 

n l.a  l.a. 3 

est  elle-même  impossible  , et  la  base  e ne  saurait  être  égale  â un  nombre 
commensurable. 

Le  calcul  précédent  peut  servir  à faire  estimer  la  limite  de  l'erreur  que  l'on 
commet  en  prenant  pour  la  valeur  de  e,  la  somme  des  n premiers  termes 
de  la  série. 

En  effet , l’erreur  commise  est  marquée  por 


6 = 

I 


a.3...  n(n-+-i)  i.a.3...is(n-t-t)  (n-t-a) 

— 1.3.3...  n [n-s-i  (n  -t-  l)  (n-t-a)  **"  J’ 


maison  vient  de  voir  que  In  série  entre  parenthèse  est  moindre  que  -,  On 
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«< 


1 


a 


Soit  »=  10,  ce  qui  revient  à prendre  les  1 1 premiers  termes  dans  la 

..Il  ! 

séria  h 1 h...;  on  trouve  6 < : — <o,ooooooo3. 

i l.i  36aSSooo 

Donc  la  somme  des  1 1 premiers  termes  ne  diffère  de  la  vraie  valeur  de  e 
que  d’une  quantité  moindre  que  0,0000001.  {Voyrt  le  n°  528.) 

N.'B.  — On  parvient  également  à la  limite 


6< 


t 

1.3.3...  n*’ 


en  appliquant  directement  à la  série  (t)  le  premier  cas  du  numéro  3. 

En  effet,  le  rapport  du  (n-t-i)""*  terme  de  la  série  au  «"“'est  évidemment 

, quantité  qui  diminue  de  plus  en  plus  à mesure  que  n augmente. 

Donc,  la  limite  de  l’erreur  s’obtiendra  (n°  3)  en  supposant  que  le  rapport 


i 

n -+-  I 
limite 


reste  constant  à partir  du  (*  -t-  i)‘“* 


terme;  et  l’on  aura  pour  cette 


ou 


a t i 

I — q 1.3.3..  .(n  — i)n(n-t-i)  ‘ n-t-i’ 

! -Q  1 . 

1.3.3.. .(n — t)  n i.a.3...n** 


ce  qu’il  fallait  trouver. 


/ • 
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NOTE 


Sur  le  calcul  de  V erreur  à laquelle  donne  lieu  remploi 
de  la  proportion  que  prescrit  l’usage  des  tables 
de  logarithmes.  (Voyez  n°  214,  et  A rit  h.,  n°  264, 
19e  édition.) 


Pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  entiers  et  décimaux  qui  ne 
sont  pas  dans  les  tables  ordinaires , et  pour  revenir  de  ces  logarithmes  aux 
nombres  correspondants,  on  Suppose  : i°  que  les  différences  entre  les  nom- 
bres sont  proportionnelles  aux  différences  entre  leurs  logarithmes  ; a®  que  les 
logarithmes  inscrits  dans  les  tables  sont  tout  à fait  exacts. 

Or,  ces  deux  propositions  ne  sont  rigoureusement  vraies  ni  Tune  ni 
l'autre.  Il  est  donc  nécessaire,  après  avoir  fait  voir  d’abord  sur  quels  prin- 
cipe» repose  la  proportion  ci -dessus,  de  calculer  ensuite  le  degré  d’ap- 
proximation qu'elle  fournit  et  l'erreur  qu'elle  peut  produire , lorsqu'on  a 
égard  aux  deux  causes  d’inexactitude  dont  elle  est  affectée. 

f.  Premier  principe.  — Soient  n et  n-+-  i deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs ; la  différence  A , ou  1(»  + 1)  — ln,  de  leurs  logarithmes , diminue  à mesure 


que  n augmente  ; et  elle  est  toujours  moindre  que  la  fraction  — . 


On  a , en  effet , 


i»  = l 

/*  -f-  1 

\ 

( l\ 

) = 1 

1 -H  -) 

l « , 

/ 

\ "/ 

ce  qui  prouve  déjà  que  A diffère  d'autant  moins  de  1 . i , ou  de  o , que  le  nom  - 
bre  n est  plus  grand. 

Si  maintenant  on  fait,  dans  la  formule  du  n°  223,  x = - , on  trouve 

n 


A,  ou  |(.-h-)  = A (- '-t  + TT 

\ n)  \n  an*  3 n* 


série  qui  donnera  la  valeur  de  A avec  un  degré  d'approximation  d'autant 
plus* rapide  que  n sera  plus  grand. 

Comme  on  d'ailleurs  (n°  226)  A=  et  que  la  série 

1-~  -f-  ...  est  (n°  176)  moindre  que  - , il  en  résulte  nécessairement 

n ‘in*  n 

A < — ; O qu'il fallait  démontrer . 
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Soit,  par  exemple,  n =10000;  il  vient 


A< < o,oooo5; 

30000 

c’est-à-dire  que  la  différence  est  moindre  que  la  moitié  de  l'unité  de  l’ordre 
du  chiffre  décimal. 

Ceci  explique  comment,  dqps  une  seule  page  des  tables  de  Cailet,  et  à 
partir  de  10000,  on  a pu  placer  un  aussi  grand  nombre  de  logarithmes. 
Chaque  page  renferme  Go  lignes  horizontales , chaque  ligne  10  logarithmes  ; 
et  comme  il  résulte  de  ce  qui  vient  d'étre  dit , que  les  trois  premiers  chiffres 
décimaux  sont  nécessairement  communs,  mèmeà  plusieuis  dizaines  succes- 
sives de  logarithmes , il  suffisait  d'écrire  une  seule  fois  en  marge  cea  trois 
chiffres,  et  de  placer  ensuite  is  part  les  quatre  derniers  qui  correspondent  à 
la  variation  du  nombre. 

[Comme  les  tables  de  Cailet  s'étendent  jusqu'à  108000,  on  a placé  quatre 
chiffres  décimaux  en  marge,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  100000 
(parce  que  l'on  a , dans  ce  cas , A < o,ooooo5),  ce  qui  a permis  alors  de 
présenter  les  logarithmes  de  ces  nombres  avec  8 chiffres  décimaux  au  lieu 
de  7 , sans  rien  changer  à la  disposition  adoptée  pour  les  nombres  compris 
entre  10000  et  100000  ] 

S.  Second  pREtctre. — Soient  A,  ou  1 (n -+- 1)  — In,  et  A',  ou 

I(n  -h  a)  — I (n  1],  deux  différences  consécutives  de  logarithmes;  je  dis 
que  ces  différences  peuvent  être  regardées  comme  égales  toutes  les  fois  que  n 
est  au-dessus  de  10000. 

, t 

On  a , en  effet , A = 1 (n  4-  t)  •—  )n  = 1 
et  A'=  1 (n  -+-  a)  - I (n  V 1)  =a  1 ( ! 

,,  , , , /«' + M + l\  , 

d ou  A — A = 1 ( : 1=1 

• \ n'  an  ) 


['  > + *)]’ 


ou  bien  , posant  dans  la  formule  dp  n°  223  , x = —, -, 

’ n(n-t-a) 

~ ^ [n  (n  -1-  a)  an’(»-t-'a)'  3n*(i» -t- a)*  ’ 

et  par  conséquent,  puisque  A = o,43, , A — A'  < - 

Cela  posé , soit  n s 10000;  il  en  résulte 


' -in  (n  a}‘ 


A — A'  <- 

30000  X 1000a 


< 


1 

ar.oojoooo 


<o,oooooooo5. 


c’est-à-dire  la  différence  entre  deux  différences  consécutives  de  logarithmes 
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do  nombres,  au-dessus  de  10000,  eat  moindre  que  la  moitié  de  l'unité  de  tor- 
dre du  huitième  chiffre  décimal. 

On  voit  donc  encore  pourquoi  Ton  a pu  placer  dans  les  tables , pour  tous 
les  nombres  au-dessus  de  ioooo,  les  différences  entre  deux  logarithmes  cou- 
sec  ul  if  s;  c’est  que,  la  variation  d'une  différence  à l’autre  ne  portant  que 
sur  le  neuvième  chiffre  décimai , et  les  tables  n'en  renfermant  que  sept,  on 
peut  regarder  cca  différences  comme  constantes  pour  un  grand  nombre  de  lo- 
garithmes. 

3.  Conséquences  des  deux  propositions  précédentes.  — Admettons  pour  un 
instant  que,  pour  tous  le*  nombres  au-dessus  de  10000,  à des  accroissements 
égaux  de  nombres  correspondent  des  accroissements  égaux  de  logarithmes , ce 
qui  est  sensiblement  exact , d’après  ce  qu'on  vient  de  reconnaître  - je  dis 
qu'a  lors  les  différences  des  logarithmes  sont  proportionnelles  aux  différences 
des  nombres. 

En  effet , soient  nfn  -+-x  , deux  nombres  entiers  consécutifs  au-dessus  de 
ioooo , n -t-  ^ un  nombre  fractionnaire  compris  entre  i*  et  « -t- 1 j on  peut 

p 

toujours  regarder  les  trois  nombres  n,«-4--,  s + i,  comme  faisant  partie 
d'une  progression  par  différence , ayant  n pour  premier  terme,  - pour  raisou, 

pour  {p  H-i)1*"*  terme , enfin,  «-*-2  ou  m-i  pour  dernier  tenno; 
c’est-à-dire  que  l'on  a 

i a * p q *—  i 

t s.rt-t-  -.jih-  — ...  .n  ■+■  — • . . ■ n ■+-  — — . n 1 . 

9 9 ? Ÿ 


Or,  on  a suppose  que  les  différences  entre  les  logarithmes  des  nombres 
entiers  sont  sensiblement  égales  ; donc,  à fortiori,  les  différences  entre  les 

I 1 

logarithmes  de  n , n -t-  - , peuvent  être  regardées  comme  égales . 

7 7 

Ainsi,  en  désignant  par  o la  différence  1 ^n--  ^ — ln,  on  aura  pour  les 
logarithmes  qui  correspondent  aux  terme*  de  la  série  ci-dessua, 


i In  ln-s-o  .In -t-ai. . . .ln-+-/>o  . . . .ln-r-ÿo  Ou  l(n-t-i). 
De  là  résulta  nécessairement  la  proportion 

(n-t-  i)  — n : — n ::  (1  n-hqi)  — In  : ,ln  -h  pi) — ln, 

puisqii'en  réduisant , ou  trouve 


. ? 
‘ 7 


7e'  : pi , 


ou  ï:p::y:/<. 
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I.a  légitimité  de  la  proportion  étant  établie  pour  les  ^is  oit  les  nombres 
. Sont  très-grands  et  ont  ontre  eux  une  différencé  au  plus  -égale  à i , nous  allons 
passer  au  calcul  de  l'erreur  qu’elle  occasionne,  erreur  qui*  comme  nous 
l’avons  déjà  dit , résulte  de  deux  causes  que  nous  aurons  à 'considérer  suc- 
cessivement. . , . 

« . • 

r t *.  • 

4.  Calculons  d’abord  l’erreur  qui  résulte  do  l'inexactitude  de  la  proportioh 
(les  logarithmes  employés  étant  supposés  exacts). 

Soient  n un  nombre  supérieur  à ioooo  , l son  logarithme  , l + 4 celui  de 
is-é-i;  soient  encore  a-t-d  un  nombre  compris  entre  n et  n -t- ■ , «I -Hpi£ 
son  logarithme,  d et  m représentant  ici  des-fractions.»  * 

(Tous  les  nombres  n,  I,  A,  d',  m,  sont  supposés  rapportés  & la  mémo 
unité.)  * 

Cela  posé,  la  quantité  x qu’il  faut  ajouter  à 1 pour  avoir  IcAogarithmé  de 
n-hd,  sedétermine  (n°3l4)  par  la  proportion  i :d;:  A:x  ; d'où  x=idA; 
ce  qui  donne  1-hdA  pour  le  logarithme  de  n -t~d,*  tandis  qu’on  devrait  avoir 
l + mi. 

L'erreur  commise  est  donc  exprfinée  pat  e = (m  — ff  )A , ou  c (d—  m)  4 , 
suivant  que  l’on  a m>  ou  <d.;  * 

De  même , la  quantité  y que  l’on  doit  ajouter  ^ n pour  avoir  le  nombre 
correspondant  à 1-t-mA,  est  fournie  par  la  propqrtjon  4 :m 4 ::  i ijr,  d’où 
X—m , ce  qui  donne  n -h  m pour  le  nombre  cherché,  taudis  que  l’on  de- 
vrait avoir  n-hd.'  • ‘ . 

L’erreur  commise  est  donc  exprimée  par  e'  = m — d,  ou  e'  = d — m. 

D’où  l’on  voit  que , dans  les  doux  cas , l’erreur  provient  do  cp  qu’on  prend 
l’une  pouf  l’autre  les  deux  quantités  m et  d.  Ains^,  nous  somme*  conduits  4 
chercher  la-différence  dâ  ces  deux  quaqtitép.  - , 

Or,  on  a (n°”90î>)  les  égalités  fondamentales 

« I ' 

I i-t-'A.  . . ml  -h  mA  - . . 

io=n,  10  ±=.n-+-I,  10  — n-hd-, 

* * ■ * 

d’où,  divisant  la  seconde  par  la  première  , 

. • s » 


, A i 
10  =- 


«4  , 
10  ==* 


ou,  multipliént  celle-ci  par  la  première  ( * ’ •* 

, ■ • * *■»  * .»  • ** 

1-hH i4  * * , 7 ‘ i\n»  . 

10  , ou  n-hd—  n I \-+-  - 1 > 

* 1 i\*.  • ..*•*»,  , 

Développons  fi-t-  j par  lÿ  formula  du  btrulmc  démontrée  généralement 

n°  1(13,  multipliées  |o  résultat  Pai*q,  et  retranchons  ensuite  n de  chaque 
membre  de  l’égalité  précédente  ; if  vient 


_ m m fl, — m) 


m ( f — m)  (a  — m) 

' iTa.3.n* 


Ai  g.  B.,  g'  éd. 


a5 
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Dans  cette  série , le  quotient  de  1a  division  du  terme  qui  en  i r avant  lui, 
par  le  terme  précédent  (i*o/.  le  n®  Ude  la  première  note)  est  — ^ ■ j," 

• !*«  « . ' I . 

quantité  évidemment  négative  et  udmériquemcnt  moindre  que  I unité, 
puisque  l’on  a m < i et  n>  i.  Ainsi,  les  termes  sont  alternativement  po- 
sitif et  négatifs,  et  décroissent  indéfiniment.  On  a donc  (n®  176) 

d<m,  d > m 1 — ■■ -,  d’on  m — d < — 

’ , la  an 

• Mail  ou  tait  (n°  107)  que  le  produit  nf  (t  s-  m)  dedeua  (acteurs  m,  t —m, 

doiu  la  somme  est  t,  a pour  maximum  ©■  ou  *.  Ainsi  la  dernière  égalité 

se  réduit  enfin  à m — d < =-• 

• p on  , . • 

* Il  est  aisé  maintenant  d'apprécier  les  deux  erreurs  e = (m  — d)  A,  e#=m— d, 
pour  le  cas  de  n = ou  > 10000.  • * 

i°.  On  a , en  vertu  de  rinêgalité  precedente, 


<■<< 


, A 


et  comme  on  a trouvé  (no*r  , n°  ,4  ) A < - 


il  en  résulte  « 


. 0,0001  * 

e ^ 160000 


16 


L’erreur  e%  étant  moindre  que  loieisiémr  de  l'unité  de  l’ordre  du  8e  chiffre 
décimal,  ne  saurait  porter  sur  les  j premières  décimales  du  logarithme 
cherché. 


a°.  ôn  1 


J,<? 


80000 


<f 


0,0001 

^8r 


c’est-à-dire  que , quand  on  réduit  en  décimales  le  4e  terme  ;*w,  pour 
l'ajouter  à n,  Verreur  Ile  peut  porter  sur  le  4e  chiffre  décimal  ; mais  on  ne 
serait  pas  sûr-dtf  l'exactitude  ^u  5e  chiffre  (*).* 

■ * • • , 

!i.  Calculons  actuellement  l’efreurVpii  résulte  de  V inexactitude  des  loga- 
rithmes ( la  propoétipti  étapt  supposée  exacte). 

Pour  cela,  nous  a 1 1 o n, , daiis  ce  numéro’,  rapporter  les  logarithmes  tabu- 
laires, ainsi  que  Içuts  différences,  k l'unité  dêcimalfdu')*  ordre,  ce  qui  revient 
fi  les  rendre  tous  iqoooooq  fois  plus  grands.,  oy  fi  les  regarder  comme  des 
nombres  entiers.  Cette  hypothèse  n’p-nul  inconvénient,  puisque  Voir  ne  con- 
sidère , dans  la  proportion  , que  le»  rapports  dçs  difiérences. 

I)e  Ifi  il  résulte  que,  les  logarithmes  étant  généralement  fautifs,  en  plus 


(•j  l e»  calcul*  qui 
Bertrand  de  lienère 


viennent  Cl  être  établi*  dm»  ce  numéro  4 vont  (Tus 


pour  le  tond  . « 
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ou  en  moins , d’une  quantité  qui  a pour  limite  Supérieure  la  moitié'dW 
unité  décimale  du  dernier  ordre  (ArilA.,  voyet  le  N.  fii;  nogp)*f  celte  limite 

ac  trouvera  représentée  par 

Prshiese  QCESTioa.  — Étant  donné  un  nombre,  déterminer  son  logarithme. 
Soit  a-f-J  un  nombre  dont  on  demande  In  logarithme,  n étant  la  partie 
entière,  et  d la  partie  fractionnaire  ; soient  déplus,  T,  l',  les  logarithmes 
de  n,  n-t-  I,  tels  qu’ils*  sent  fournis"  par  les  U blés:  Appelons  les 

quantités  qu’il  faudrait  ajouter  aux  logarithmes  l et  yl \>ponr  les  rendre 

exacts,  ces  quantités  ^pouvant  -être  positives  ou  négatives  ,et  ayant  - pour 
limite  (d’après  ce  qui  vient  d’être  dit). 

En  supposant  la  proportion  exacte  J comme  nous  le  faisons  iài ,-  on  trou- 
verait que  le  logarithme  do»  + d ent  égal  .V:  l*p  i , Augmenté  d’une  quan- 
tité x déterminée  par  la  proportion  ■ • * # » 

l : d ::  (I*  -f- I’)  — (I  -b  i.)  : ar;_  d'où,*  en  posant  I'  — l = i , 

• . * * * • 

ce  qui  donnerait  log(a  -+-  d)  zxl-^i+ir  d(\  4-  i'  •*-  i).  * 

Mais  , au  lieu  de  cela,  on  pose  la  proportion  * ' " .■* 

I > d ::  A : X,  d’où  x = dà  ;• 

• * 

puis  on  ajoute  d A à l,  en  rejetant  même  toute  If-partie  fractionnaire  du 
produit  d\  , sauf  à augmente?  le  dernier  cbiflrc  d’une  bnité  , s’il  y a Ijcu  , 

ce  qui  peut'  occasionner  une  nouvelle  erreur  dont  Icdimito  est  l.  En  rapré- 

• » ® 

sentant  cette  erreur  par^  6u  prend  ainsi  / -t-  <fA  — / poyr  le  logarithme 
de  n-h  d.  Donc  l’erreur  finale  est 

E = l -h  i -h  d( Aft-  i’  -i  i)_  4-1dA-i-/=î^i,-^  d)  +i'd+.  j_ 

* "**  ^ • 

Si  l’on  suppose  que  les  (Vois  erreurs  j,  i ',  f,  atteignent  leur  limite  i,  ce 

. , • • A " a 

qui  est  évidemment  le  cas  où  l’erreur  totale  Eest  aussi  grande  qub  possible, 
il  en  résulte  t . * 

* , i . # * 

E =r*--(f  — d -t-d-t-  i)^=  i;  * • ..  • 

' 3 -*  * * » 

c’est-à-dire  , dans  la  recberçhe  du  logarithme  d'un  nomLre  fl'crreurjn oi-e- 
riant  de  l’inexactitude  des  logarithmes  tabulaires  peut  s’élève» f-soit  ch  ))lus  , 
soit  en  moins,  jusqu’à  une  unité  décima  lr  du  ^ ordre  t ou  généralement , 
du  dernier  ordre  décimal  des  logarithmes  fournis  par  les  tables  que  l'on 
emploie.  % 

0.  Seconds  QUESTION.  — Etant  donné  un  logarithme , déterminer  le  nombre 
qui  lui  correspond. 

25. 
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Soft  l + è II n logarithme  compris  entra  l et  I',  A désignant  toujours 
I’  — t , St  i étant  ad  plus  égal  k A — I. 

On  prend  ordinairement  pour  le  nombre  cbercbé  , « , ls  fraction 


riant  tirce  de  I»  proportion  A : i ::  ■ : y. 

Mais  (l’abord,  le  logarithme  donné  / -+-  i , étant  poussé  seulement  jus- 
qu’au degré  d’approximation^  de*  logarithmes  tabulaires , est  passible  d’une 
etreu?  positive  ou  négative  qu’on  peut  représenter  par  -t-  i",  et  dont  la 

Vs  Cl  t TClJrT  V* 

limite  est  --  En  outre,  les  deux  logarithmes  I,  l',  peuvent,  comme  ci- 

• ? <• 

dessus  , être  fautifs  des  quantités  positives  oç  négatives  -t-  i,  -h  i dont  la 

’ , • * . 1 
limite  eaP-. 

2 • » # , 

Ainsi , la  proportion  k établie  devrait  tire 

( ) ::  I :r, 

ou  A+r-üi  + i^fttu/,  a’oo  r — ^ _ I; 

S " • m 

en  qui  donnerait’ pour  le  nombre  cherché, 


a +t;-i 


t. 


Donc  l’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  n -t-  —"au  lieu  de  cette  etprea- 

sion  , est  représentée  par  i 

(>)  • 

suivant  que  l’on  a 


I *+*  *"  . I i . # v i 1 -é  i,’_ — i 

’ A -+-  i'  - i a ' °U  ^ T A + i'"-  <’ 


d.-M*  — i _ *•  '<? 

tTF-i  > ou  < Â’ 


Premier  cas.  — Pour  obtenir  la  limite  en  plus  de  la  différence  (i),  il  faut 

ttcher  d’avoir  le  maximum  de- — - — 

* A -+-  i ' — / 

Or,  la  quantité  i §e  trouvant  .Via  fois  au  numérateur  et  au  dénominateur, 
ai  l’on  ao  rappelle.  (Alg.fi  n°  8)  que  toute  fraction  augmente  de  valeur 
quand  on  ajoute  un  même  nombre  k aeadeux  termes , il  s’ensuit  qu’on  ob- 
tiendra d’abord  le  maximum  de  la  fraction  ci-dessus  en  posant  — i = + -• 

qui  est  ln  plus  grande  valeur  que  puisse  recevoir  cette  quantité  i,  ce  qui 
donne  J 

’ . i 

i ■*--*+-«  1 

. * 


A H -f-  i* 

3 


Digitized  by  Googl 


(al  «• 


UES  TABLES  UE  LOGARITHMES.  389 

Actuellement,  pour  avoir  \e  maximum  relatif  aux  variations  4e  i " et  de  i 

il  suffit  de  rendre  le  numérateur  le  plus  grand  et  le  dénominateur  le  plus 
' * * • 
petit  possible , ce  qui  se  fait  en  posant  i"  = -*- 

Ainsi , le  maximum  résulunt  des  variations  de  i.  i',  i ",  est  nécessairement 

, t 

; l-  1 • ' ' ’ * 

— T—T‘  ou  “• 

Ah 

a a 

» 

Donc  le  maximum  de  la  diflférence(i)  est  • 

_ / « 

O H-  I à .J  * 

^ A , A 4 A 1 % 

Second  cas.  — Pour  obtenir  la  /ôiwle  en  /j/uj  de  la  différence  (a),  il  faut 


avoir  le  minimum  de 


H?  -+- 


Or  , on  peut  prouver  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent,  mais 
inverse,  que  le  minimum  résultant  des  variations  des  trois  'quantités  i , i 
est 

il  • 


A — -H-  - 

i a 


Donc  le  marimum  de  la  différence  (a)  est 

i * 4 
Â A 


>:6u  îi 


c’est-à-dire  que,  dans  lea  deux  cas  y la  limitode  l’erreur  commise  est 

. . • ^ • • * A 

Cette  quantité  croit  de  plus  en  plus  à niesqm  que  l'on  avance  dans  la 
table,  puisqu'on  sait  (n°  I)  que  A diminue  d*  plus  en  plus. 

7.  Maintenant,  il  est  facile  daprouver  que  des  d«ux  émisas  d’erreur  qui 
ont  été  signalées  au  commencement  de  celte  note,  h seconde  est  celle  à la- 
quelle on  doit  définitivement  s'arrêter,  sarfs  avoir  aucun  égard  & la  pre- 
mière. ''  '.s*  t , _ • , 

En  .effet , clans  la  question  qui  a pour  but  fde  iclcrnftpcr  le  logarithme 
d’un  nombre  donné,  puisque  rôti  a reconnu. (B°  4)  que  l'inexactitude  de  la 
proportion  "Pc  peuj  ftdluersur  le  dernier  chtffir&deelogartlhmes  tabulaires  , 
on  ddit, 'considérer  la  proportion  corn mé  tqul  li  fait  ÿxaclc , et*ne  tenir 
compte  que  de  l'inexactitude  riaa  logarithmes, " eu  observant  (n°  *8}  que 
le  dernier  chiffre  décimal  peut  être  fautif  d’p/ic  unité,  en  plus  ou  en 
moins. 
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Dans  la  seconde  question  [trouver  Ir  nombre  auquel  appartient  un  loga- 
rithme donné),  la  limite  de  l'erreur  qui  resuite  de  l’inexactitude  de*  loga- 
rithmes tabulaires  ne  dépendant  tu"  G]  que  de  la  différence  tabulaire  A,  et 
par  suite,  des  derniers  chiffres  de  ces  logarithmes,  chiffres  sur  lesquels 
l’inexaCtitude  dé  la  proportion  n'a  aucune  inflqencc,  s’ensuit  encore  que 
la  première  cause  d’eireur  peut  être  tout  à fait  négligée. 

8.  Il  nrfnoua  reste  plus  qu'à'faire  l’application  de  la  théorie  précédente 
aux  tables  dont  od  fait  usage  ordinairement,  c'est-à-dire  aux  ubles  de 
Callel. 

Première  question. — La  proportion  i \ d ::  A : x,  d’où  x = dA , donne 
(n°  8 ' lus  7 premiers  chiffres  décimaux  , à une  unité  du  7e  ordre  déei- 
maVpris. 

Ainsi , une  somme  de  logarithmes  ou  de  compléments  arithmétiques  de 
logarithmes  peut  être  fautive  d'une  quantité  dont  la  limite  est  exprimée  par 
autant  d'uuitéi  déctmalet  du  7*  Ordre,  qu’il  y a de  parties  dans  cette  somme, 
üc  même',  si,  dans  la  vue  d’obtenir  uno  puissance  d'un  nombre,  011  mul- 
tiplie son  logarithme  par  l'exposant  de  la  puissance , le  logarithme  résultant 
peut  être  fautif  d’autant  d'unité s décimales  du  7e  ordre,  qu’il  y a d'unités  dans 
l'exposant  dç  la  puissance.' Mais  il  Ven  est  pas  de  même  quand  il  s'agit  d’une 
extraction  de  rucino , parce  quel  es  erreurs  qui  affectent  les- logarithmes  sont 
divisées  par  les  indices  des  racines. 

Seconde  question.  - La  proportion  A : i ::  l : P,  d’où  y — donne  la 
valeur  du  nombre  cherché,  à une  fraction  pris  marquée  par  ^ ■ 

Mais  comme  il  est  d'usage  de  convertir  — eu  décimales,  voyons  à quel 

ordre  de  décimales  il  convient  d'arrêter  l’Operatiou 

Pour  cela.,  soit  a là  puissance  de  ao  qui  doit  exprimer  le  dénominateur  de 

’ ' ' • S 

la  fraction  décimale  obtenue.  Observons  que,  dans  la  transformation  de  — 
-A  *0  ' ’ A 

en  décimales , on  s'expose  encore  à.  commettre  une  erreur  dont  la  limite  est 


esl-à-dire — . On 
la 


la  moitCé  de  Vunitéde  l (faire  du  dernier  chiffre  décimal , c'< 
doit  donc  satisfaire  à 1'inegalito- 

S ■ m — a , — *_  a * —P 

l I • J <Lv  I % • ■ * *» 

— — et  par  conséquent  d > a a 


d.’où 

A a» 


t<r~, 


la’ 


• • ri''  ' t * • 

Donc ,•  A doit  être  otl  moins  lé^Loublë  dr  la  puissance  de  x o à laquelle  on 

«’arfête.  ! ? % # • « *+  ;•  '*  V-'. 

Cela  posé:  - . *.* * * ^ • ' . * J 

11  rësuhe  de  l'inspfecifbn  des  tn bl es  dç  Callct  ; que,  jusqu'au  nombre 3 i 809, 
la  différence  tabulaire  n.bfc  pas  pl us  faible  que  aoo  j donc?,  pour  tou»  lea 

nombres  compris  entre  10000  et  21801),  on  pedt , en  réduisant.—  en  déci* 

"A 


DES  TABLES  DK  I.OGAB1T11MES.  3q< 

t * 

males,  pousser  l’opération  jusqu’aux  ioo1'"",  cl  l’on  est  certain  dé  l'exacti- 
tude du  dernier  chilTre  décimal. 

l’assé  ce  terme  et  jusqu'à  looooo,  nombre  pour  lequel  la  différence  labu 
laire  est  44  > on  »®  peut  compter  que  sur  l'exactitude  du  olnffre  des  1 ■ 

Depuis* looooo  jusqu’à  108000,  comme  la  différence  se  trouve  encore  ex» 
primée  par  3 chiffres  (dont  le  premier  à droite  représente  des  unités  du 
8e  ordre), on  peut  3e  non  vettû  compter  sur  l’cxaclitudedu  chiffre  des  iooiim", 
puisque  cette  différence  va  âc  484  à , nombres  plus  grands  que  aoo. 

Les  nouvelles  tables  à 7 décimales,  publiées  par  MM.  Marie  et  Rcynaud, 
ont  l'avantage  de  donner , sous  un  fprmal  plus  commode , à peu  prés  les 
mêmes  approximatibns  que  celles  de  Callet.  Nous  n’oseriohs  dépendant  pas 
affirmer,  à cause  do  leur  peu  d’éteDdue  (files  ne  s'étendent  pas  au  \lelii 
do  10000),  que  les  deux  causes  d’erreur  signalées  ci-dessus  no  donnent*  pas 
plus  d'une  unité  d'erreur  sur  107®  chiffre  décimal  lorsqu’on  cherche  le  loga- 
rithme d’un  numbro,  et  plus'Üe  dçuj  unités  d’erreur  sur  lecbiffre  Av&nullihncs 
lorsqu’on  cherche  le  nombre  correspondant  à un  logarithme.  Mais  l'emploi 
de  ces  tables,  dans  leur  état  actuel , n’en  mérita  pas  moins  d'êtfts  recommandé, 
en  raison  de  la  petitesse  (je  leur  formai.  , 

• * . /.  ! * 1 • - * 
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CHAPITRE  VU. 

Théorie  générale  des  Equations, 


Introductions  — Les  plus  célcBres  analystes  se  sont  occupés  du 
problème  de  la  résolution  générale  des  équations  algébriques  d’un 
degré  quelconque  à une  seuleinconnue  ; mais  jusqu’ici  leurs  efforts 
oirt  été  infructueux  par  rapport  ans  équations  d’un  degré  supérieur 
au  quatrième.  Cependant  les  recherches  qu’ils  ont  faites  à ce  sujet  les 
ont  conduits  à des  propriétés  communes  au*  équations  de  tous  les 
degrés,  et  dontdls  ont  ensujré  tiré  parti , soit  poitr  résoudre  cer- 
taines classes  d'équations,  soit’ pour  ramener  la  "résolution  d’une 
équation  donnée , à celles  d’autres  équations  plus  simples.  Nous 
nous  proposons , dans  ,ce  chapifre , de  faire  connaître  ces  pro- 
priétés , et  leur  uyige  pour  faciliter  (a  résolution  des  équations. 

§ Ier.  — Divisibilité  des  Fonçtiotis  entières.  — Pro- 
priétés générales  des  Équations^  — Théorie  com- 
plète du  plus  grand  ççmnivtTi  diviseur. 

• ..  0 

DIVISIBILITÉ-  DES  TONnSTÔItS  ÉN1TÉR£S.  ^ 

o , • 

, O " * , . 

#30.  Le  développement  des  propriétés  dont  jouissent  les  équa- 
tions de  tous  le»  dçgrcs  Qou s.  conduira  à considérer  Tes.  polynômes 
soits  un  point  de  vue  partictilièr  et  tout  diffdft*ttt  de  ceux  qui  nous 
ont  dirigé  dans  le  pinanier  chapitre.  Nous  admettrons  pour  cela 
des  expressions  de  la-forme 

Ax"  4-  Bx--'  4-  Cx"_î  4- 4-  fx  4-  U*, 

■ * • 

dans  lesquelles-  m est, un  nombre  entier»  positif,  mais  dont  les  coef- 
ficients A , B,  C,...,  T,  U,  désignent  des  quantités  qtii  peuvent  être 
quelconques,  c’est-à-dire  entières  ou  fractionnaires,  commcnsu- 
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râbles  ou  incommensurables,  numériques  ou  algébriques.  Or,  dans 
la  division  algébrique , telle  que  nous  l’avons  exposée  (chap.  I*r; , 
on  a pour  but , étant  donnes  deux  polynômes  entiers  par  rapport  à 
toutes  Jes  lettres  et  aux  nombres  particuliers  .qui  y entrent , de 
trouver  un  troisième  polynôme  de  meme  espèce , i/ui , multiplié  pur 
le  second , reproduise  te  premier.  . 

Mais  si  l'on  a deux  polynômes 

Axm  Rr"-1  -+-  O”-’  + ...  +Tr  + lJ, 

A'x"  BV*-1  -I-  C'x— ’ + ...  +T'rM-  O', 

qui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à x,  et  dont 
les  coefficients  A , B,  C , . . . , A',  B',  C', . . . soient  quelconques  , 
on  peut  se  proposer  de  trouver  un  troisième  polynôme , de  même 
forme  et  de  même  nature  que  les  deux  précédents  , gui,  multiplié 
parle  sec6nd , reproduise  le  premier. 

Le  procédé  pour  effectuer  cette  division  est  analogue  à celui  de 
la  division  ordinaire  ; mais  il  y a eette  différence  que,  dans  celle-ci, 
le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  doit  être  exactement 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur ; au  lieu  que  , dans  la 
nouvelle  espèce  de  division  , on  divise  le  premier  terme  de  chaque 
dividende  partiel  (c’est-à-dire  la  partie  affectée  de  la  plus  haute 
puissance  de  la  lettre  principale),  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur, sans  s’inquiéter  si  le  coefficient  du  quotient  partiel  corres- 
pondant est  entier  ou  fractionnaire;  et  l’on  continue  l’opération 
jusqu'à  ce  que  l’on  obtienne  un  quotient  qui , multiplié  par  le  di- 
viseur, anéantisse  le  demi  ex  dividende  partiel,  auquel  cas  la  division 
proposée  est  ditè  exacte;  ou  bien , jusqu’à  ce  qu,e  l’dn  parvienne  à 
un  rqstèffe  plus  faible  degré  que  celui,  du  “diviseur^  par  rapport  à 
la  lettre  principale  ;*et  ckqivce  cas  la* division- est  regàrdpc^comme 
impossible  j'puisqu’éa.  poussant  plus  loin  l’ opération , on  obtien- 
drait des  quotients  dims’lesqucls  la  lettre  prinoîpale  serait  aff&ctée 
d'exposant»,  dêgtttifî,  ôd  entrerait  dans  If1  dénominateur  ;*  ce  ajdi 
seraij  cq’ntre  la  nature.de  la  question, -puisq\ie*le  quotient  doit  être 
de  même  forme  ^juc  le*  polynômes  proposés,  c’est»î,-*dirc  composé 
d’un  nombre  'limité  de  termes  affectés  d’exposants  entiers  et  positifs. 
i’our  distinguer*les  polvhômes  entiers  "par  rapport  à une.  lettre, 
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lu  lettre  jr  par  exemple  { les  coefficients  étant  d’ailleurs  quelconques), 
des  polynômes  ordinaires,  c’est-à-dire  des  polynômes  entiers  par 
rapport  à toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y en- 
trent, nous  conviendrons  de  désigner  les  premiers  sous  la  déno- 
mination de  fonctions  entières  de  x ; et  nous  appellerons  diviseurs 
relatifs  de  ces  polynômes,  d’autres  fonctions  entières  de  x qui  les 
divisent  exactement  dans  le  sens  que  nous  venons  d’établir. 


251.  Il  résulte  de  ces  définitions  que,  si  une  fonction  entière  a 
pour  diviseur  relatif  une  autre  fonction  entière , le  produit  de  ce 
diviseur  par  un  facteur  quelconque  indépendant  de  la  lettre  princi- 
pale , est  encore  un  diviseur  relatif  de  la  première  fonction. 

En  effet , supposons  que  l’on  ait  ' 


Ax"  -f-  Bx"~‘  -+- ...  U 


A'x*  -4-  B'x"-'  -|-  . . . + U' . 


-,  = A''x— » -4-  B"x* 


XJ". 


Soit  K un  facteur  quelconque  indépendant  de  x ; on  a néces- 
sairement 1 '. 


Ax*  -+-  Bx*-’  -+- -4-  U A"  B"  U" 

K.(A'x"-|-B'x"_l  -4- . . . -Wü'") — Jt  X K 1 K ’ 

• • * * , »•  • 

or,  le  second  membre  de  cette  identité  est  une-  fonction  entière 

de  x;  donc  K.  (A'x"  B'.r*- 1 -4-  . . .)  est  diviseur  relatif,  de 

Ax"  -t-  Bx"— 1 «4-.  . . . , . ’*  , . 

Cela  revient  à dire  quq — Tout*  dtvisear  relatif  du  produit 
K(A.r"-4-Bx^— 1 -4-...-t-V),  K étant  un  facteur  ipdépendant  de  x, 
dojt  dire  but^i  un  diviseur  relatif  delà  fonction  Ax  *4-"  ÿx"~M-... 
Cela 'posé,,  nous  allons  d'abord  établir-  sur  hi  divisibilité  des 

J * * v*  , . » % \ * 

foncjiohs  entières  x quelques  ^principes  analogues  A çeux  <jui  ont 
été  déipôntrès,  <t»  ‘ Arithmétique , sur  les  pombres  entiers , parce 
ipi’ljs  nous  seropt  très- utiles  dans  la  redjen-he  îles  propriétés'  rela- 
tives apx  'éqqqtfons.,  , ’*  • * *.  . ‘ 4 .A 

■;  *.*  . ’*  i. 

252.  l’iiEMita  principe.  — Toute  fonction  entière  px  -I-  q , 

du  premier  degré  en  \,'qui  divise  exactement' le  produit  K X B 
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de  deux  autre t fonctions  entières,  divise  nécessairement  l’une 
d’elles. 

Pour  démontrer  ce  principe , supposons  que  A ne  soit  pas  divi- 
sible par  px  -+-  q;  nous  allons  prouver  qu’alors  B le  sera  néces- 
sairement. En  effet , en  divisant  A par  px  -+-  tj,  suivant  le  procédé 
ordinaire,  on  parviendra  à» un  reste  "qui  ne  contiendra  plus  x. 
Soient  Q le  quotient  de  cette  division , et  R le  reste  ; on  a l’équa- 
tion identique 

A = (px  + q)  Q H-  R , 
laquelle  , multipliée  par  B,  donne 

A X B = ( px  -+-  ÿ).QB  -+-  RB. 

Or,  par  hypothèse , A X B est  divisible’  par  px  q ; ainsi  le 
quotient  du  second  membre  par  px  -+-  q doit  se  réduire  à une 
fonction  entière  de  x,  ce  qui  exige jque  RB,  et  par  conséquent  B 
(n°  951),  soient  divisibles  par  px  -+-  q. 

255:  Conséquence.  — Toute  fonction  entière,  Yi,.du  premier 
degré  en  x , qui  divise  exactement  le  produit  A X B X C X E X • • • 
de  in  fonctions  entières,  divise  nécelsairement  Tunc.de  ces  fonctions. 

Car,siD  ne  divise  pas  A,  il  doit  divi^r  le  produit  BXCXEX..., 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d’être  dit;  s’il  ne  divise  pas  B;  il  doit  di- 
viser G X É X ...  ; et  ainsi  de  suite.  D’où  l’ôn  voit  que  D,  'ne  di- 
visant  aucun  des  (m — i)  premiers  faetburs,  doit  du  moins  divi- 
ser le  m‘,m'.  ” ' ■ 

On  déduit  de  \k , comme  cas  particulier,.  que'D  ne  peut. divi- 
ser A"  sans  diviser  A (D  étant  un  diviseur  relatif- du  premier  de- 
gré, et’A'une  fonction  entière 'quelconque  ). 

254.  SecohdVeincip*.  — Soit  une  fonction  entièreP  , résultant 

•'  * , f ,*  • . , * • *•>,  ^ 4* 

de  la  midtiplication  d’un  nombre  quelconque  dé  fonctions  entiè- 
res P',  P", P*,....  (dont  quelques-unes  peu  vent  ètreegalésj.  Cette 
fonction  entière  P ne  saurait  avoir  (n°  252)  pour  tliuiseUrs  relatifs 
du  premier  degré. en. x,  que  ceux  qui  entrent  dani  les.  fonctions 
P',  P”,  P*,.'...  on  (hn  251)  des  produits. tlt  • ces  diviseurs  relatifs  par 
des  facteurs  indépendants  de  x. 


« 
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Nous  pouvons  actuellement  passer  à l'exposition  des  propriétés 
communes  à toutes  les  équations. 

PROPRIÉTÉS  OÉNERALKS  DES  ÉQUATIONS. 

* 

235.  Toute  équation  complète  du  degré  m (m  étant  un  nombre 
entier  et  positif) , peut , par  la'  transposition  des  tenues  et  après 
la  division  des  deux  membres  par  le  coefficient  de  r*,  être  ramenée 
à la  forme 

r"  -+-  Px"~ 1 + Qx"-1  -H  ...  +Tr  + U = Oi 

P,  Q,  R, ,T,  U,  étant  des  coefficients  pris  dans  le  sens  algé- 

brique le  plus  général. 

Cela  posé , on  appelle  racine  de  cette  équation  (voy.  n°  97),  toute 
expression,  de  quelque  nature  gu’clle  soit , c’est-à-dire  numérique 
ou  algébrique , réelle  ou  imaginaire,  qui,  substituée  à la  place 
de  x dans  l’équation  , nmd  son  premier  membre  égal  à o. 

256.  Urie  équation  pouvant,  en  général,  ctre  considérée  comme 
la  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entre  les  don- 
nées et  l’inconnue  d’un  problème , on  est  conduit  naturellement  à 
ce  principe  , que  toute  équation  a au  moins  un*  racine.  A la  vé- 
rité , les  conditions  de  l’énoncé  peuvent  être  incompatibles  j mais 
aloés  on  doit  supposerejue  l’on  en  serait  averti  par  quelque  sym- 
bole d'absurdité , tel  qn’une  formule  renfermant,  comme  opéra- 
tion nécessaire,  l’extraction  d’une  racine  de  degré  pair  d’une 
quantité  négative  ; et  il  n'en  existerait  pas  moins  une  expression 
qui , mise  à la  place  de  x dans  l'équation  ,,  y satisferait.  Nous  ad- 
mettrons doqc  'ce  -principê ,'  que  nous  durons  djplleurJ  occasion 
de  vérifier  par  la  suite , pour  la  plupart  des  équations  (*). 

Voici  maintenant  une  nouvelle  proposition  que  l’on  |>cut  re- 
garder , cofnme  da  propriété  fondamentale  de  la  théorie  des 
équ&tions.  t * 


(*)  M. .Cauchy  a donné,  dans  scs  leçons  à l’Kcole  Polytechnique , upc  dé- 
monstration complète  de  cette  proposition,  quantaux  équations  numériques  ; 
mais  nous  no  la  croyons  pas  de  nature  à trouver  place  dans  ces  Éléments. 
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U57 . Première  propriété.  — & a est  une  racine  de  V équation 
xm  -+-  Px™  — 1 -f-  Q\m~  *.  . . -f-  U =?o , le  premier  membre  de  cette 
équation  est  divisible  par  (x — a);  êt  réciproquement,  si  un  /ac- 
teur de  Informe^  (x. — a,)  divise  ICprcmfer  membre  de  la  proposée , 
a est  une  racine  de  cette  éq  uation. 

En  effet , essayons  la  division , èt  .voyons  ce  qui  doit  avoir 
lieu  quand  on  pousse  l’opération  jusqu'à  ce  que  l’exposant  de  x 
devienne  o dans  le  premier  terme  du  dividende. 

( Cette  opération  est  de  la'  nature  de  celle  dont  nous  avons  parlé 
n°  250,  puisque  a,  P,  Q,....  sont  de  nature  quelconque.) 


XO-t-P-r»-'  -t-Ç)x-7‘  rt-...-+-Tx-(-U 

*—  a 

-+-« 

x**-' 

1 -f-  a 1 

J*-'  +...-F  a—' 

-t-p 

-+-p|  -hpi 

S -eP<.— » 

•+***“ 

-+-Q 

-t-Qo»-* 

-+-P<. 

4Ê 

+0 

A * 

a ♦ • * 

V Vr 

Pour  peu  gu’on  réfléchisse  sur  la  manière;  dont  s’otyiennent 
les  quotients  partiels  , on  reconnaît , d’abord  par  analogie , et 
ensuite  par  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (n°*  jj|^t  80) , 
une  loi  de  formation  pour  les  coefficients  de  ces  divers  quo- 
tients ; et  l’on  peut  en  conclure,  i°  — qu'il  doit  y avoir  m quo- 
tients partiels;  a9  — que  le  coefficient  du  n^,,m•  quotient,  c’est-à- 

dire  de'x°,  doit  être  , 

* • . • 

am~'  + P a"-»  + Qa"-J  -+- -H  T, 

T étant  le  coefficient  de  l’avant-dernier  terme  de  la  proposée. 

Donc,  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  ét  soustrayant 
le  produit  du  dividende,  6n  obtient  pour  reste 


a-  P «*-'  -+-  -t-  Ta  -t-  Ü. 

Or , par  hypothèse , a est  racine  de  l’équation  ; donc  ce  reste 
est  nul , puisqu’il  n’est  autre  chose  qti£  Je  résultat  de  la  substi- 
. tution  de  a à la  place  de  x dans  l'équation  ; ainsi  la  division  se  fait 
exactement. 

% 

Récip*. , si  (x  — a)  est  diviseur  eiact  de  x“  -f-  Px*-'  -4-.'. . , 
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le  reste  a"  4-  Pam~‘  4-.  . . déit  être  nul;  ainsi  (n°  238)  a est 
racine  de  l’équation.  * ' 

. / , • . 

S58.  Remarque.  — En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  di- 
vision effectuée  dans  le  n°  précédent , on  aperçoit  pour  les  coeffi- 
cients la  loi  suivante  : Chaque  coefficient  s’obtient  en  multipliant 
celui  qui  le  précède  par  la  quantité  a , et  ajoutant  au  produit  celui 
des  coefficients  de  l’équation  proposée,  qui  occupe  le  même  rang  que 
le  terme  du  quotient  qu’on  veut  obtenir.  . 

Ainsi  , le  coefficient  du  3*  terme,  a’  4-  Pa  4-  Q,  est  égal  à 
(a  -h  P)  a 4-  Q,  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a -H  P, 
par  la  quantité  a , augmenté  du  coefficient  Q du  3e  terme  de 
l'équation j>roposée.  » . 

Le  coefficient  du  4e  terme  serait 

(a1 Pa -f- Q)a  4- R,  ou  a3  4- Pa’ 4- Qa  4- R. 

«f'  - * 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi,  qui  d*âil- 
leurs-est  facile  à retenir. 

• 239.  Seconde  propriété. — Toute  équation  à une  seule  incon- 

nue, a autant  dp  racines  qu'il y a d’unités  dans  l'exposant  de  son 
degré,  Çtjtr  peut.cn  aeoir  davantage. 

Soit  xm  4-  Par"-1  4-  Qx"_*  4-  ...  4-  Tx  4-  U = o l’équation 
proposée.  _.  • • • • 

Puisque. (n°  2j}6)  tdtate  équation  a au  moins  une  racine,  si  l’on 
désigne  par  a la  racine  guc  l'équation  précédente  comporté  néces- 
sairement , son.premier  membre  est  (n°  237)  divisible  par  (a-  — a)  ; 
et  l'on  a l’identité 

(i)  a"  4- Pa"  ’4-...=(*  — a)  (a"7‘  4-  P'a"-*  4-  . , 

• i 

Mais  en  posant  x*-1  4-  P'.r"-*  4-  ...  = 0, 

on  obtient  une  autre  équation  qui  a au  moins  une  racine.  Soit  b 
cette  racine , on  a (n°  257  ) 

-+-  P'a"  4--. . . — (x  — b)'(x”~i 4-Pwa"-‘4-  . ..),' 
égalité  qui,  multipliée  membre  à membre  par  l’égalité  (1),  donne  " 
(a)  x"4-Pa— '4-...  ^=(x  — a)(x— fc)(a"-»4-P"jr— J4-...). 


Digitized  by  Google 


DES  ÉQUATIONS.  3C)9 

Raisonnant  sur  le  polynôme  x"- ’ -+-  P"x"~s  -+-...  comme 

sur  le  précédent,  on  a encore  ’ 
x"-1  -+-  P"x— * 4-  . . . = (x  — e)  (x™— 5 -+-  P*x*— 4 -f-  . . .), 
égalité  qui , multipliée  par  l’égalité  (2) , donne 
(3)  x'4-)-  Px"  — = (x fl')  (x £)(x — c ) (x“  — s 

Remarquons  maintenant  que  , pour  chaque  facteur  du  i'r  degré 
en  x,  mis  en  évidence , le  degré  de  x dans  le  polynôme-quotient 
diminue  d’une  unité.  Ainsi , lorsqu’on  aura  fait  ressortir  (m — 2) 
facteurs  du  premier  degré , l’exposant  dexsera  réduit  hm—(m — 2), 
ou  2;  c’est-à-dire  qu’on  obtiendra  un  polynôme  du  20  degré 
en  x,  qui  (n°  97)  est  lui-méme  décomposable  dans  le  produit  de 
deux  facteurs  du  premier  degré(x  — A)  (x  — /).  Or,  comme  on  aura 
déjà  mis  en  évidence  [m — 2}  facteurs  du  premier  degré , il  s’ensuit 
que  finalement  on  a l’identité 

x"  Px"“ 1 ■+■  . . . = (x  — a)  (x  — b)  (x  ’ — c)  . . . (x  — A)  ^x — /), 

dont  le  second  membre  est  le  produit  de  m facteurs  du  premier  de- 
gré en  x. 

Cela  pose  , puisqu’à  chaque  diviseur  du  premier  degré  en  x cor- 
respond nécessairement  (n°  257)  une  racine  de  la  proposée  , il  s’en- 
suit que  les  m facteurs  du  premier  degré  x — a,  x — B,  x — c,... 
donnent,  pour  la  proposée,  m racines  a,  b,  c,...  Donc,  etc. 

Il  résulte  d’ailleurs  évidemment  du  principe  établi  n°  254 , que 
le  polynôme  x“  4-  Px"~‘  4-  ...  ne  peut  avoir  d’autres  diviseurs 
relatifs  du  premier  degré , quex  — a , x — b x — A , x — l , 
ou  le  produit  de  l’un  de  ces  diviseurs  relatifs  par  un  facteur 
quelconque  indépendant  de  x.  Donc  l’équation  elle-même  ne  peut 
avoir  pour  raines  que  a , b , c ,...f  A , /,  qui  sont  les  seules  qu’on 
puisse  tirgf  des  équations 

x — a =p  o , x — b — o x — A = 0 , x — l=o, 

I * ’ • ..  J ’ 

ou  , plus  généralement , des  équations 

M(x — a)  = o,  — b)=  o,..* 

(M,  M',  M", . . . étant  des  facteurs  indépendants  dex).  » 

Donc  , enfin , toute  équation  du  degré  m a m racines,  cl  ne 
saurait  en  avoir  davantage. 
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240.  Remarque.  — Il  existe  des  équations  qui,  en  apparence, 
admettent  moins  de  racines  qu’il  n’y  a d’unités  dans  l’exposant  de 
leur  degré.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  a plusieurs  fac- 
teurs égaux  : telle  serait  l’équation 

(x  — fl  ) * (x  — — c)1  (x  — d)  z=  o , 

qui  n’a  que  quatre  racines  differentes  a,  b,  c,  d,  quoiqu’elle  soit 
du  dixième  degré.  ‘ 

Il  est  évident  qu’aucune  quantité  a différente  de  a , b , c,  d,  ne 
peut  la"  vérifier.  Car  l’existence  de  cette  racine  a entraînerait  celle 
du  diviseur  (x  — a),  dans  le  premier  membre  , ce  qui  est  im- 
possible en  vertu  du  principe  établi  n°  254. 

Mais  la  proposée  n’en  a pas  moins  10  racines,  dont  4 sot*1 
égales  à a , 3 égales  à b , a égales  à c,  i égale  à d. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d’équations  sont  plus 
faciles  à résoudre  que  celles  dont  les  racines  n’ont  entre  elles  au- 
cune relation  déterminée. 

241.  Conséquence  de  la  seconde  propriété. 

Le  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m ayant  m di- 
viseurs du  premier  degré , de  la  forme 

x — a , x — b , x — c , ... , r è,  x l , 

si  l’on  multiplie  ces  diviseurs  deux  à deux,  trois  à trois,...,  on  ob- 
tiendra ainsi  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second  , du  troi- 
sième degré  en  x,  que  Ton  peut  former  de  combinaisons  diffe- 
rentes avec  m quantités  prises  deux  à deux,  trois  à trois,....  Or,- 
ces  nombres  de  combinaisons  sont,  comme  on  l’a  vjj  n°  447  , ex- 

m — î m — i m — 2 . . 

primés  par  m . — - — , tn  . — - — . — , •••  ; et  les  pro- 
duits obtenus  sont  d’ailleurs  (n°  284)  les  seuls  diviseurs  du  même 
degré  que  le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  avoir,  à moins 
que  l’on  ne  considère  ensuite  les  produits  de  ces  diviseurs  relatifs 
par  des  facteurs  indépendants  lie  x. 

Ainsi , la  proposée  admet  m . — — — — diviseurs  du  second  ile- 
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gré,  m . — . ”—jr- - diviseurs  du  troisième  degré;  et  ainsi 

2 j 

de  suite. 

244.  Composition  des  équations.  — Si,  dans  l’équation  iden- 
tique 

.r"  -f-  Px— 1 -+-  ...:  = (x  — a)  (x  — 4)  (x  — c)....  (x — /), 

on  effectue  la  multiplication  des  m facteurs  du  second  mcmhre 
(voyez  n°  148),  et  que  l’on  compare,  terme  à terme,  les  deux 
membres  , on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coef- 
ficients P , Q , R , T , U , et  les  racines  a , b , c k , / , 

de  la  proposée  , savoir  : 

— a — b — c... — /•  — / = P,  ou  u-t-4-+-c. . ,-\-k-y-lz=  — P; 
ab  — f-  oc  — f-  ...  -f-  kl  — Q,  ................. 

— abc  — abri.  . . — ikt  — R , ou  abc  -+-  abri.  ikl=  — R ; 


± abcd. ...  kl  = U,  ou  abcd.  ...  kl  = - f-  II. 

(On  a placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation  , parce 
que  le  produit— aX  — iX  — c. . . X — /, est  4- ou  — abcd...  kl, 
suivant  que  l’équation  est  de  degré  pair  ou  de  degré  impair.  ) 

Donc,  i®.  La  somme  algébrique  des  racines  prises  en  signes 
contraires , est  égale  au  coefficient  du  second  terme  ; ou  bien , la 
somme  algébrique  des  racines  elles-mêmes  est  égale  au  coefficient 
du  second  terme , pris  en  signe  contraire. 

2°.  La  somme  des  produits  deux  à deux  des  racines  prises  avec 
leurs  signes  respectifs , est  égale  au  coefficient  du  troisième  terme. 

3®.  La  somme  des  produits  trois  à trois  des  racines ■ prises  en  si- 
gnes contraires,  estégalc  aucoefficient  du  quatrième  terme  ; ou  bien, 
le  coefficient  du  quatrième  terme,  pris  en  signe  contraire,  est  égal 
a la  somme  des  produits  trois  à trois  des  racines  prises  avec  leurs 
signes. 

Et  ainsi  de  suite. 

Enfin  , Le  produit  de  toutes  les  racines , prises  en  signes  con- 
traires , est  égal  au  dernier  terme  ; ou  bien , le  produit  de  toutes 
tes  racines,  prises  avec  leurs  signes  rrxjsectifs,  est  égal  au  dernier 
Alg.  B.,  9*  éd.  ' ?.() 
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terme  de  l'équation , pris  avec  son  signe  si  l’équation  est  de  degré 
pair  , et  avec  un  signe  contraire  si  l'équation  est  de  degré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n°  98 , par  rapport  aux  équations  du 
second  degré,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  qui  vien- 
nent d’être  établies.  Le  dernier  ternie,  pris  avec  son  signe  dans 
ces  équations,  est  égal  au  produit  des  racines  elles-mêmes,  parce 
que  l’équation  est  de  degré  pair. 

IV.  B.  — On  a supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  le  coefficient 
du  premier  terme  égal  à l’unité.  S’il  en  était  autrement,  il  faudrait, 
avant  d’établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  coefficients  et  les  ra- 
cines, diviser  toute  l’équation  par  ce  coefficient. 

2-55.  C’est  ici  le  lieu  d’établir  deux  propositions  dont  nous  au- 
rons plus  d’une  fois  à faire  usage  par  la  suite. 

Soit  l’équation  la  plus  générale  du  /»**"'  degré, 

Ax"  -+-  Bx*-1  -+- . . . -I-  H ■*“—+ 1 4-  K-i"-"  -K . . -1-  Nx"  -|-  Px"-'  -I- . . . 

-4-  Tx  — f-  U — o } 

A,  B,...,  H,  K,...,  N,  P,...,  T,  U,  étant  des  quantités  algébri- 
ques quelconques.  (Le  terme  Nx”  a n termes  après  lui , et  le  terme 
Kx*~"  en  a n avant  lui. ) 

Cela  posé,  il  peut  arriver  que  des  hypothèses  particulières  faites 
sur  les  données  qui  ont  conduit  à l'équation  proposée , anéantis- 
sent, soit  les  n derniers  termes,  à partir  du  terme  Px"-'  jusqu’à 
la  fin,  soit  les  n premiers  termes,  jusqu'au  terme  Hx"-"  + l in- 
clusivement. Or  je  dis  que,  dans  le  premier  cas,  Y équation  a un 
nombre  n de  racines  nutles,  et  que,  dans  le  second , elle  a un 
nombre  n de  racines  infinies.  . • 

En  effet , dans  le  premier  cas,  l’équation  prenant  alors  la  forme 

x"  ( Ax“— " -(-  Bx"-"-*-*-  ...  -+- Ji)  = o, 

on  peut  y satisfaire  en  posant 

» 7 "*  : i- 

soit  x"  = o,  soit  Ax*-" -4- Bx*~ , -f- N = o; 

or  la  première  hypothèse  donne  n racines  nécessairement  milles 
(n°  259),  et  la  seconde  ( m — n)  racines  qui  peuvent  être  quel- 
conques. 
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Quant  au  second  cas,  faisons , comme  au  numéro  192,  *«=- 

dans  l’équation  proposée. 

11  vient , après  la  disparition  des  dénominateurs, 

Uy"  -h  Ty“_l  .-I-  • • • -+-  By  -+■  A = o, 

éejuation  dont  les  n derniers  coefficients  sont,  par  hypothèse,  égaux 
à zéro  , et  qui  a par  conséquent  n racines  milles  ; donc,  à cause  de 

• t - ' ; ' - 

la  relation  x = -,  l’équation  proposée  a « racines  infinies; 

S . 

...  C.Q.Ffc*, 

. , T 

THEORIE  COMPLETE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  1HVISKUR. 

Introduction.  — En  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes, 
on  aperçoit  une  très-grande  analogie  entre  la  recherche  des  divi- 
seurs relatifs  du  premier  degré  d’une  fonction  entière  de  x,  et  la 
résolution  d’une  équation.  En  effet,  il  résulte  de  la  propriété 
du  n°  259 , que  tout  polynôme  ' 

Ax"  H-  Bx"-'  -t-  Cx*->  -f-  ...  -+-  Tx  4-  U 

est  décomposable  en  m facteurs  du  premier  degré  en  x ; or,  pour 
obtenir  cette  décomposition , il  suffirait  d’égaler  le  polynôme  & o, 
et  de  résoudre  l’équation  par  rapport  à x;  et  réciproquement,  si 
l’on  connaissait  les  facteurs  du  premier  degré  en  x qui  composent 
ce  polynôme , on  connaîtrait  par  là  même  les  racines. 

Si  l’.on  a besoin  de  savoir  résoudre  une  équation  pour  obtenir 
les  diviseurs  relatifs  d’un  polynôme , cela'  n’est  pas  nécessaire 
pour  obtenir  ce  qu’on  appelle  le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  deux  fonctions  entières.  Les  analystes  ont  même  tiré 
parti  de  cette  dernière  question  pour  la  résolution  de  certaines 
classes  d’équations.  Ainsi , avant  de  pénétrer  davantage  dans  la 
théorie  des  équations , il  est  nécessaire  que  nous  complétions  la 
recherche  du  plus  grand  coin fh un  diviseur  ; question  qui  n’a  été 
qu’ébauchée  dans  le  premier  chapitre. 

Nous  traiterons  d’abord  le  cas  de  deux  fonctions  entières  de  r , 

26. 
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après  quoi  nous  considérerons  celui  où  les  deux  polynômes  sont 
entiers  par  rapport  à toutes  les  lettres  et  aux  coefficients. 

Du  plus,  grand  commun  diviseur  relatif. 

244.  Le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions 
entières  de  x , est  le  polynôme  du  plus  haut  degré  en  x , qui  di- 
vise à la  fois  les  deux  polynômes  proposes. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition,  que  quand  les  deux 
polynômes  ont  été  divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
les  quotients  résultants  ne  doivent  plus  renfermer  aucun  facteur 
commun  en  x-,  car,  s'il  en  existait  un,  le  produit  de  ce  facteur 
par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  de  degré  plus  élevé  en  x que 
ce  diviseur  , et  serait  encore  diviseur  relatif  des  deux  polynômes. 

Cela  posé,  soient  d , d',  d" , les  seuls  facteurs  du  premier  degré 
en  x,  çpmmuns  à deux  fonctions  entières,  et  supposons  que 
n,p,  <7,  soient  les  exposants  des  puissances  de  ces  facteurs,  com- 
munes aux  deux  polynômes.  Il  est  évident  que  le  produit  d".  d't.  d"i, 
est  un-diviseur  relatif  commun  aux  deux  polynômes.  Je  dis  de  plus 
que  c’est  leur  plus  grand  commun  diviseur  ; car  il  résulte  du  prin- 
cipe établi  numéro  254  , que  les  autres  diviseurs  relatifs  communs 
ne  peuvent  être  que  des  produits  a à a , 3 à 3 , . . . des  diverses 
puissances  de  d,  d',  d",  dont  les  exposants  sont  tout  au  plus 
égaux  à n ,p,  q. 

Nous  pouvons  donc  établir,  comme  pbf.*ik*  principe  , i°  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions  entières  est 
le  produit  des  plus  hautes  puissances  de  tous  les  diviseurs  du  pre- 
mier degré  en  x , communes  aux  deux  polynômes  ; 2°  que  tout  divi- 
seur relatif  commun  à deux  fonctions  entières , divise  nccessairi'- 
ment  leur  plus  grand  commun  diviseur  relatif 

N.  B.  — On  pourrait  enepre  former  une  infinité  de  diviseurs 
relatifs  commun»,  de  même  tfegré  que  d*  X d't  X d"i  ; mais  ce 
serait  (n°  251)  en  multipliant  celui-ci  par  des  facteurs  indépen- 
dants de  x. 

.je  .*  • . ■ V • > 

248.  -Second  principe.  — Le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  deux  fonctions  entières  est  le  même  que  celui  qui 
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existe  entre  le  polynôme  du  plus  faible  degré  et  le  reste  de  leur 
division , ou  , du  moins,  il  n ‘en  diffère  que  par  un  facteur  indépen  - 
dont  de  x. 

>En  effet,  soient  A et  B les  deux  polynômes  , D leur  plus  grand 
commun  diviseur  relatif,  Q le  <)uotient , R le  reste  de  leur  divi- 
sion, D' le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  B et  de  R ; on 
a l’égalité 

a = bxq  + r, 

» 

d’où  l’on  déduit , en  divisant  alternativement  par  D et  D', 

A BO  R A BQ  .R 

— — — i — et  — — - -u 

D D D D'  D7  D' 

D’abord  , D étant  diviseur  relatif  de  A et  de  B , il  s’ensuit  que 

~ et  ^ sont  des  fonctions  entières  de  x ; ainsi , il  doit  en  être  de 

même  de  — ; c’est-à-dire  que  D est  diviseur  relatif  de  B et  de  R. 

Donc , d’après  le  premier  principe,  D doit  diviser  D'  qui  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  B et  R.  ' 

De  même  , D',  diviseur  relatif  de  B et  de  R , l’est  aussi  de  BQ 
et  de  R , et  par  conséquent  de  BQ  -f-  R , ou  de  A.  Ainsi , D',  divi- 
seur relatif  de  A et  de  B,  doit  diviser  D , qui  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A et  B. 

Les  deux  polynômes  D et  D' sont  donc  réciproquement  divisi- 
bles l’un  par  l’autre,  ce  qui  exige  qu’ils  soient  de  mèmedegré,  et 
par  conséquent  (n°  944)  qu’ils  soient  identiques  ou  ne  diffèrent 
l’un  de  l’autre  que  par  un  facteur  indépendant  de  x. 

240.  De  ces  deux  principes  résulte  le  procédé  suivant  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions 
entières.  t 

Divisez  te  polynôme  du  plus  haut  degré  en  x par  le  second  ; si  la 
division  se  fait  exactement , le  second  polynôme  est  le  p.  g.  c.  d. 
cherché.  — Si  vous  obtenez  un  reste , divisez  te  second  polynôme, 
par  le  reste  ; en  supjmshnt  que  cette  division  se  fasse  exactement , 
te  reste  est  le  p.  g.  e.  d.  entre  ce  reste  lui -même  et  le  second  po- 
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tynéme,  et  par  conséquent  aussi  entre  les  deux  polynômes  proposés. 
— Si  vous  obtenez  un  second  reste , divisez  te  premier  reste  par  le 
second , et  continuez' ainsi  l'opération  jusqu’à  ce  que  vous  parve- 
niez à un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent , et  qui  sera 
alors  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Lorsqu’on  appliquant  le  procédé  ci-dessus , on  parvient  à un 
reste  indépendant  de  x , on  peut  en  conclure  que  les  deux  poly- 
nômes proposés  sont  premiers  entre  eux,  en  ce  sens  qu’ils  n’admet- 
tent aucun  diviseur  cômmun  en  x;  car  le  plus  grand  commun 
diviseur  relatif  divisant  (n°  848)  le  reste  de  chaque  division  , de- 
vrait aussi  diviser  le  reste  indépendant  de  x auquel  on  est  parvenu, 
ce  qui  est  impossible. 

Nous  verrons  (n°  289)  les  modifications  que  l’on  peut,  dans  la 
pratique , apporter  à ce  procédé , lorsqu’on  l’applique  à une  cer- 
taine classe  de  polynômes. 

247.  Soit  maintenant  à déterminer  le  plus  grand  commun  di- 
viseur relatif  de  plusieurs  Jonctions  entières  A , B,  G,  E,...  ’ 

Appelons  D le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B,  D'  le  p.  g.  c.  d.  entre 
D et  C;  je  dis  que  D'  est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A , B,  C. 

En  effet,  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  C,  devant  diviser  A et  B,  divise 
leur  p.  g.  c.  d.,  D;  d’ailleurs,  il  divise  aussi  C;  ainsi  il  doit  di- 
viser D',  qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de'D  et  de  C;  il  ne  peut  donc  être 
d’un  degré  plus  élevé  que  D'.  Mais  D'  est  évidemment  diviseur 
commun  aux  trois  polynômes  A,  B,  C;  donc  enfin , D est  leur 
p.  g.  c.  d. 

On  prouverait , d’une  manière  analogue,  que  le  p.  g.  c.  d.,  D", 
entre  D'  et  E,  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  A,  B,  C,  E;  et  ainsi  de 
suite. 

N.  B.  — Dans  les  applications , on  commence  par  chercher  le 
p.  g.  c.  d.  entre  les  deux  polynômes  de  plus,  faible  degré , puis 
entre  celui  qu’on  a ainsi-  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le  plus 
simple  , sous  le  rapport  du  degré;  etc.,  etc. 

24 8.  En  résumant  les  règles  précédentes,  on  voit  que , par  une 
suite  de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir  le  plus 


Digitized  by  Google 


UU  PI.US  GRAND  COMMUN  DIVISEUR. 

grand  commun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plusieurs  polynômes 
en  x,  quelle  que  soit  la  nature  des  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  principale. 

On  peut  encore  observer  que , toutes  les  fois  qu’on  opère  sui- 
des polynômes  rationnels,  c’est-à-dire  sur  des  polynômes  qui  ne 
renfermant  aucun  signe  d'extraction  de  racine,  l’application  du 
procédé  conduit  à des  quotients  et  à des  restes  qui  .peuvent  être 
entiers  ou  fractionnaires,  mais  qui  sont  essentiellement  rationnels. 
Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  auquel  on  parvient  par 
ce  procédé , ne  peut  dire' que  rationnel. 

Vu  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  ordinaire. 

249.  Les  polynômes  que  nous,  allons  maintenant  considérer  se- 
ront de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  Je 
premier  chapitre;  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  rationnels 
et  entiers,  parce  que  leur  caractère  consiste  eq  ce  que , composes 
d’un  nombre  limité  de  termes,  comme  les  fonctions  entières , ils  ne 
renferment  dans  leur  expression  aucun  des  deux  signes  de  la  divi- 
sion ou  de  l’extraction  des  racines;  c’est-à-dire  que  les  coefficients 
numériques  ou  algébriques  sont  entiers,  et  qu’il  n’entre  dans  ces 
polynômes  que  des  exposants  entiers  et  positifs  pour  toutes  h-s 
lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  facteur  ou  diviseur  d'un 
second  polynôme  de  même  nature,  lorsqu'il  existe  un  troisième 
polynôme  rationnel  et  entier  qui , multiplié  par  le  premier,  peut 
reproduire  le  second  ; et  c’est  par  le 'procédé  de  la  division  algé- 
brique ordinaire  , qtt’on  reconnaît  si  le  premier  polynôme  est 
facteur  du  second.  , 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  premier  , lorsqu’il  n’a 
pas  d’autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui-méme  et  l’Unité 
(pii  est  diviseur  de  toute  quantité  entière;  et  deux  polynômes 
ralionnels  et  entiers  sont  dits  premirbs  entre  eux,  lorsqu’ils 
n’admettent  aucun  facteur  commun  rationnel  et  entier,  autre 
que  l’unité. 

2150.  Ces  définitions  étant  bien  comprises,  nous  regarderons 
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comme  deuiontree  ia  proposition  suivante  (*)  : — Tout  polynôme 
premier  P ( rationnel  et  entier)  qui  divise  exactement  le  produit 
A X H de  deux  autres  poly  nômes  rationnels  et  entiers,  doit  néces- 
sairement diviser  l’un  de  ces  polynômes  ; et  voici  les  conséquences 
qu’on  peut  en  tirer  : 

Premièrement.  — Concevons  qu'un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier A soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
premiers,  numériques  ou  algébriques,  mais  rationnels  et  entiers, 
et  que  l’on  ait 

A = P . P'  . P"  . p».  . . . . . p(«) 

( plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  être  égaux  entre  eux). 

Il  resuite  de  la  proposition  qui  vient  d’étre  énoncée , qu’aucun 
polynôme  premier,/»,  différent  de  P,  P',  P",...,  pe),  ne  peUt  di- 
viser A ; car,  pour  diviser  A , il  faut  que  p divise  P XF  P"...  P(«)  • 
or,  s il  est  différent  de  P , il  ne  peut  le  diviser  ( puisque  P est  pre- 
mier), et  il  doit  par  conséquent  diviser  P'P"„.  p («).  par  ]a  ménle 
raison,  si  p est  différent  de  P',  il  doit  diviser  P"P"...  p(«)  et 
ainsi  de  suite  ; d’où  l’on  conclurait  que  p doit  être  égal  au  dernier 
factêur  PC),  ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Ainsi  , les  seuls  facteurs  rationnels  et  entiers  que  A puisse 
renfermer,  sont  les  facteurs  P,  P',  P" P(«,  dans  lesquels  A 

deJn  Recomposé , ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à deux 
trois  à trois , etc.  ’ 

2üi.  Secondement.  - Soient  A et  B deux  polynômes  rationnels 
et  entiers,  D leur  plus  grand  commun  diviseur,  c’est-à-dire 
(n“  Si)  je  polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et 
aux  coefficients,  qui  diviie  exactement  les  deux  polynômes  donnés 
S.  1 on  désigné  par  A'  et  B'  les  quotients  respectifs  de  leur  division 
par  D , on  a (même  n°)  A = A'D,  B = B' D,  A'  et  B'  étant pre- 
mien  entre  eux . . r 

Cela  pose,  tout  diviseur  premier  d,  commun  aux  deux  poly- 
nômes, ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A'  et  B',  doit,  en  vertu 


(*)  y°ÏC‘‘  P°Ur  , I.  note  qui  e„  à I.  fln  du  8e  chïpUre. 
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de  la  proposition  fondamentale  (nu  U 50),  diviser  D.  Il  est  d’ailleurs 
évident  que  tout  facteur  premier p qui  divise  A sans  diviser  B , ou 
vice  vend , ne  saurait  diviser  D. 

Donc,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  poly  nômes  ra- 
tionnels et  entiers,  cori  tient , comme  facteurs , tous  tes  diviseurs  par- 
ticuliers communs  aux  deux  polynômes , et  ne  peut  en  renfermer 
d’autres. 

C’est  le  premier  principe  du  numéro  58  appliqué  à deux  poly- 
nômes rationnels  et  entiers.  • 

282.  Troisièmement.  — Soient  A et  B deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers  ; d,  d',  d", ...  les  facteurs  premiers  ( rationnels  et 
entiers)  communs  aux  deux  polynômes;  n,  p,  q,  ...  les  expo- 
sants des  plus  hautes  puissances  de  ces  facteurs,  communes  aux 
deux  polynômes;  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ces  fac- 
teurs soient  au  nombre  de  quatre.  On  a les  deux  égalités 

A = d”  .d'f  . d"l  dm'  .A",  B = c/".d'P  ,d"l  .d'"' . B", 

A"  et  B"  étant  premiers  entre  eux,  car,  s’il  en  était  autrement, 
c’est  que  l’on  n’aurait  pas  mis  en  évidence  tous  ,les  facteurs  pre- 
miers communs. 

Cela  posé,  'je  dis  que  l’on  a,  en  désignant  par  D le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A et  B, 

D = d'.d'r  ,d"i  .<Tr. 

» , 

En  effet,  il  est  évident  d’abord  que  ce  produit'  dn  , d'r  . d"i . d”" 
est  diviseur  commun  des  dehx  polynômes.  De  plus,  c’est  le  plus 
grapd  qu’on  puisse  obtenir  , puisque  (n°  280  ) les  autres  facteurs 
ne  peuvent  être  que  les  produits,  si  2,  3 à 3, ...  . des  diverses 
puissances  de  d , d' , d”,  dm^  dont  les  exposants  sont  tout  au  plus 
égaux  h n,  p,  q,  r.  (C’est  la  proposition  déjà  démontrée  au 
n"  244  pour  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif.) 

11  résulte  de  là  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  ne  peu- 
vent avoir  qu’un  seul  plus  grand  commun  diviseur,  c’est-à-dire  un 
seul  diviseur  commun,  dans  lequel  les  coefficients  et  les  expo- 
sants soient  les  plus  grands  possibles  ; tandis  que  deux  fonctions 
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entières  ont  une  infinité  de  plus  grands  rommans  diviseurs  rela- 
tifs (n°  244). 

285,  Quatrièmement.  — On  peut , sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ou  supprimer,  dans  l'un  des  polynômes  A ou  B , tel fac- 
teur rationne ! et  entier  que  l'on  juge  à propos,  pourvu  que  ce  fac- 
teur ne  sc  trouve  pas  déjà  dans  l’autre  polynôme.  Car  il  est  évi- 
dent que  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  nouveaux 
polynômes  reste  le  même  qu’entre  les  polynômes  proposés,  puis- 
qu'il doit  se  composer  des  mêmes  facteurs. 

284.  Cinquièmement.  — Passons  à la  démonstration  du  second 
principe  établi  n"  58. 

Observons  d'abord  que  les  deux  polynômes  A et  B peuvent  tou- 
jours être  supposés  tels  qu’après  les  avoir  ordonnés  par  rapport  à 
une  de  leurs  lettres  communes,  a,  et  avoir  divisé  le  polynôme 
du  plus  haut  degré , A par  exemple,  par  le  second  B , on  ait  ob- 
tenu un  quotient  entier  et  un  reste  de  même  nature , dans  lequel  le 
plus  haut  exposant  de  a soit  moindre  que  celui  du  diviseur. 

En  effet,  pour  que , dans  chacune  des  opérations  partielles,  le 
quotient  soit  fractionnaire,  il  faut  que  le  coefficient  du  premier 
ternie  de  chaque  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  divi- 
sible par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur;  et  alors  le 
dénominateur  du  quotient  partiel  est  ce  dernier  coefficient  lui- 
même  , ou  l’un  des  facteurs  de  ce  coefficient.  Or  il  peut  se  pré- 
senter trois  cas  : ou  ce  coefficient  divise  en  même  temps  les  coeffi- 
cients des  autres  puissances  de  a qui  entrent  dans  le  diviseur  ; ou 
il  a des  facteurs  communs  avec  tous  ces  coefficients  ; ou  bien  il  a , 
avec  quelques-uns  seulement,  des  facteurs  communs  qui  n’entrent 
pas. dans  les  autres.  (On  dit,  dans  ce  dernier  ras,  que  tous  les 
coefficients  sont  premiers  entre  eux.) 

Dans  les  deux  premiers,  B contiendrait,  comme  facteur , ce 
coefficient , ou  l’un  des  facteurs  de  ce  coefficient;  et  ce  facteur  ne 
se  trouvant  pas  dans  le  dividende  x il  ne  saurait  (n°  281). faire 
f>arlie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A etB,  Ainsi(n°283) 
on  pourrait  le  supprimer  d'avance  dans  B ; et  la  question  serait 
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ramenée  à rechercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et  le 

résultat  B'  provenant  de  la  suppression  de  ce  facteur. 

Dans  le  troisième  cas,  on  pourrait  multiplier  le  dividende  A 
par  le  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotients 
fractionnaires  obtenus , lequel  multiple  serait  nécessairement  pre- 
mier avec  B.  Le  produit  de  A parce  multiple  ayant  (n°  2i>«>)  avec  B 
le  même  plus  grand  commun  diviseur  que  cëlui  qui  existe  entre  A 
et  B , on  pourrait  alors  opérer  sur  ce  produit  \'  et  sur  B , comme 
sur  les  deux  polynômes  primitifs  , et  l’on  serait  alors  certain  d a- 
voir  des  quotients  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  à priori  que  les  polynômes  A et  B 
satisfassent  à la  condition  ci-dessus  énoncée. 

Cela  posé  , je  dis  que  le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B est  le  même  que 
le  p.  g.  c.  d.  entre  B et  R,  R désignant  le  reste  de  leur  division 
poussée  jusqu’à  ce  que  le.  reste  soit  de  degré  moindre  que  B par 
rapport  à la  lettre  principale  a. 

En  effet,  soient  D le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B , et  D'  1 cp.  g.i.  d. 
entre  B et  R ; on  a l’égalité 


A = B X Q -+-  R 


( Q et  R étant  des  polynômes  entiers)  ; d’où , divisant  d’abord  par  D 
et  ensuite  par  D', 


A B X Q R . A B X Q 
D ~ D + D D'  D'  ‘ 


R 
D"  ’ 


Ces  deux  dernières  égalités  prouvent,  i°  — que  D divisant  A , B , 
et  par  conséquent  B X Q , divise  aussi  R ; ainsi  D , diviseur 
cbmraun  de  B,  R,  divise  (n°SBl)  D'  qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  B 
et  de  R.  . . 

2°.  — Que  D'  divisant  R,  B,  et  par  conséquent  B X Q , divise 
aussi  A;  ainsi  D',  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D qui  est  le 
p.  g.  c.  d.  entre  A et  B. 

Puisque  D et  D',  divisés  réciproquement  l’un  par  l’autre,  doi- 
vent donner  des  quotients  entiers,  ces  quotients  ne  peuvent  être 
que  l’unité;  et  l’on  a 

D = D';  c.q.f.d.  ' 


« 
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283.  Il  nous  reste  encore  à faire  une  remarque  propre  à nous 
guider  dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Soit  A un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons 
ordonné  par  rapport  à l’une  des  lettres  qui  y entrent,  a par 
exemple. 

Si' ce  polynôme  n’est  pas  premier  ( n°  249),  c’est-à-dire  s'il 
est  décomposable  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il  peut  être 
regarde  comme  le  produit  de  trois  facteurs  principaux , savoir  : 

i°.  d'un  monôme  A,  commun  à tous  les  termes  de  A (ce  facteur 
se  compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  tous 
les  coefficients  numériques,  multiplié  par  le  produit  des  facteurs 
littéraux  communs  à tous  les  termes) , 

2°.  d’»«  polynôme  A,  indépendant  de  a , lequel  doit  (n°  50)  se 
trouver  facteur  commun  à tous  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  a dans  les  polynômes  ordonnés , 

3°.  d'un  polynôme  A,  dépendant  de  a,  et  dans  lequel  les  coef- 
ficients des  diverses  puissances  de  a sont  premiers  entre  eux  (nu  284), 
en  sorte  que  l’on  a 

A = Ai  X A,  X A,  ■ 

Quelquefois,  l’un  des  facteurs  A, , A,,  ou  tous  les  deux  , se  ré- 
duisent à l’unité  ; mais , du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus  géné- 
rale d’un  polynôme  rationnel  et  entier  ordonné  par  rapport  à a. 

Il  résulte  de  là  que  , quand  il  existe  un  plus  grand  commun  di- 
viseur D entre  dèux  polynômes  rationnels  et  entiers  A et  B , on  a 
également 

D = D1.D,.D„ 

D,  désignant  le  plus  grand  facteur  monôme  commun,  D,  le  plus 
grand  facteur  polynôme  indépendant  d’une  lettre  commune  a , et 
D , le  plus  grand  facteur  polynôme  dépendant  de  cette  lettre. 

Voici  d’ailleurs  le  moyen  d'obtenir  D,  : 

On  cherche  d’abord  le  facteur  monôme  A,  commun  à tous  les  ter- 
mes de  A.  Ce  facteur  est  en  gépéral  composé  de  facteurs  littéraux 
qui  se  découvrent  à la  simple  inspection  des  termes,  puis  d’un 
coefficient  numérique  que  l’on  obtient  en  appliquant  aux  divers 
coefficients  numériques  de  A le  procédé  établi  en  Arithmétique 
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(u°  189)  pour  trouver  le  p.g.c.d.  entre  plusieurs  nombres  à la 
fois. 

On  cherche  de  meme  le  facteur  monôme  B,  commun  à tous  les 
termes  de  Bj.  puis  on  détermine  le  plus  grand  diviseur  D,  commun 
à A,  et  B,. 

Ce  diviseur  D,  est  mis  à part,  comme  formant  le  premier  fac- 
teur, du  commun  diviseur  cherché.  Ou  supprime  d'ailleurs  les  fac- 
teurs Ai  et  B,  dans  les  deux  polynômes  proposés  ; et  la  question  est 
ramenée  à chercher  le  p.g.c.d.  entre  deux  nouveaux  polynômes 
A'  et  B'  débarrassés  de  tout  facteur  monôme.  C’est  donc  à deux 
polynômes  de  cette  espèce  qu’il  convient  d’appliquer  le  procédé 
dont  nous  allons  donner  le  développement. 

Procédé  du  plus  grand  commun  Diviseur.  . 

iiÜO.  Il  peut  se  présenter  plusieurs  circonstances,  eu  égard 'au 
nombre  des  lettres  que  A'  et  B'  renferment. 

1°.  . ..  A'  et  B'  NE  RENFERMANT  (ju’UNF.  SEULE  LETTRE  U. 

Si  l’on  ordonne  A'  et  B'  par  rapport  à a , les  coefficients  seront 
nécessairement/)  rem/cr.ï  entre  eux,  puisqu’ils  sont  numériques,  et 
qu’on  a déjà  retiré  les  facteurs  monômes.  Ainsi,  dans  ce  cas,  il  n’y 
a Jicu  à rechercher  que  le  plus  grand  facteur  commun  dépendant 
de  a,  savoir,  D,  (n°  258).  , 

Pour  l’obtenir,  on  commence  (n°  25/i  ) par  préparer  le  polynôme 
de  plus  haut  degré,  de  manière  que  son  premier  terme  soit  exacte- 
ment divisible  parle  premier  terme  du  diviseur.  Cette  préparation 
consista  à multiplier  tout  le  dividende  par- le  coefficient  du  premier 
terme  du  diviseur,  nu  par  un  facteur  de  ce  coefficient , ou  (n“  3(})  par 
une  certaine  puissance > de  ce  coefficient , afin  de  pouvoir  exécuter 
plusieurs  opérations  de  suite  sans  nouvelles  préparations. 

On  effectue  alors  là  division,  et  l’on  poussa  l'opération  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne^  u/i  reste  de  plus  faible  degré  que  le  polynôme  qui  a 
servi  de  diviseur. 

On  cherche  si , entre  les  coefficients  de  .ce  reste  (qui  ne  peuvent 
être  que  des  nombres  i , il  n'existerait  pas  un  facteur  commun  qu'on 
aurait  soin  de  supprimer,  comme  ne  pouvant  faire  partie  du  p.  g. 
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c.  d.  cherché;  après  quoi,  on  opère  sur  le  second  polynôme  et 
sur  le  reste , comme  on  a opéré  sur  les  deux  polynômes  A'  et  B'. 

On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu’à  ce  que  l’on  soit  par- 
venu à un  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent , auquel  cas  ce 
reste  diviseur  est  le  p.  g.  c.  d.  D,  qui  existe  entre  A'  et  B';  et 
D,  X O,  exprime  alors  le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B;  ou  bien , jusqu'à 
ce  qu'on  trouve  un  reste  indépendant  de  a , c’est-à-dire  numérique  ; 
et  c’est  un  signe  certain  que  les  deux  «polynômes  A'  et  B'  sont  pre- 
miers entre  eux. 

2°.  . . A'  FT  B'  «FXEPRMXNT  DFTTX  LETTRES  a et  b. 

Après  avoir  ordonné  ces  polynômes  par  rapport  à a , il  faut 
d’abord  procéder  à la  recherche  du  facteur  polynôme  D,  indépen- 
dant de  à (n°  2153  ). 

Pour  cela,  on  détermine  (Ta bord  le  plus  grand  commun  divi- 
viseur  A , entre  tous  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a dans 
le  polynôme  A'.  Ce  commun  diviseur  s’obtient  en  appliquant  le 
procédé  (n°  247)  relatif  à la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  entre  plu- 
sieurs polynômes  à la  fois  , ainsi  que  la  règle  qui  a été  établie  dans 
le  cas  précédent,  puisque  ces  coefficients  ne  renferment  que  la  seule 
lettre  b.  On  détermine  de  même  le  plus  grand  commun  divise  qr  B , 
entre  tous  les  coefficients  de  B'.  Comparant  ensuite  A,  et  B,,  on 
met  à part  leur  plus  grand  commun  diviseur  D,,  comme  faisant 
partie  du  p.  g.  c.  d.  cherché  ; et  l'on  supprime  d’ailleurs  les  fac- 
teurs A,  rtB,  dans  A'  et  B'  ; ce  qui  donne  lieu  à deux  nouveaux 
polynômes  A"  et  B"  dont  les  coefficients  sont  premiers  entre  eux, 
et  auxquels  on  peut  par  conséquent  appliquer  ce  qui  a été*dit  dans 
le  premier  cas. 

Toutefois,  il  faut  avoir  le  soin,  pour  chaque  reste,  de  s’assurer 
si  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a ne  renferment 
pas  un  facteur  commun , qu’on  supprimerait  alors  comme  étant 
étranger  an  commun  diviseur.  Nous  avons  déjà  fait  voir(n“  SB)  que 
ces  suppressions  sont  absolument  indispensables.  ’ 

On  obtient  ainsi  pour  A"  et  B"  le  commun,  diviseur  D , ; et  pour 
les  deux  polynômes  A et  B , le-p.  g.  c.  d.  est  I),  x D,  X Dj. 

• • , V * * 

N.  B.  — En  appliquant  à A"  et  B”  le  procédé  indiqué  dans  le 
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premier  cas,  on  reconnaît  encore  qoe  ces  deux  polynômes  sont 
premiers  entre  cax,  à ce  signe,  qu’on  obtient  an  reste,  soit  numé- 
riquesoit  /onction  de  b,  mais  indéptndant  de  a..  Alors  A et  B 
n’ont  pour  p.  g.  c.  d.  que  D,  X D,. 

3°...  A'  ET  B'  RENFERMANT  TROIS  LETTRES  fl,  b,  C. 

Les  deux  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  à a,  on  dé- 
termine d'abord  le  p.  g.  c.  U.  indépendant  de  a , ce  qui  se  fait  en 
appliquant  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  a , dans  les 
deux  polynômes,  le  procédé  du  n°  247  et  la  règle  du  second  cas, 
puisque  çes  coefficients  polynômes  ne  renferment  que  les  deux 
lettres  b , c. 

Le  polynôme  indépendant  D,  étant  ainsi  mis  en  évidence,  et 
les  facteurs  A,  et  B,  qui  l'ont  donné,  étant  supprimés  dans  A' 
« B',  il  en  résulte  deux  polynômes  A"  et  B''  dont  les  coefficients 
sont  premiers  entre  etep , et  auxquels  on  peut , par  conséquent , ap- 
pliquer ce  qui  a été  dit  dans  les  deux  cas  précédents. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  engageons  les  jeunes  gens  à se  pénétrer  du  procédé  que 
nous  venons  d’établir,  et  à tâcher  d'en  bien  saisir  l’esprit. 

Nous  allons  en  faire  l’application  quelques  exemples. 

287.  Soient  les  deux  polynômes 

a*d ’ — c'd1  1 — et  4 a’d — 2«rc!  2c3 — t\acd. 

» 

Le  second  polynôme  est  le  seul  qui  renferme  un  facteur  mo- 
nôme : ce  facteur  est  2.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rap- 
port à d , on  obtient  les  deux  nouvelles  expressions 

(o1  — c1)  d1  — a*c*  -+-  e'  et  ( 2fl 5 — 2ac)  d — ac’  c\ 

Il  faut  d’abçrd  procéder  à la  recherche  du  commun  diviseur 
indépendant  de  la  lettre  d. 

Or,  si  l’on  considère  les  coefficients  a1  — p1  et  — a’c1  -q-  c\ 
du  premier  polynôme,  on  observe  que — a1  c1  c 1 peut  se  mettre 

sou»  la  forme  — r 3 [ a 1 — c 7 ) t d’où  l’on  voit  qpe  a 1 — -c 5 est  fac- 
teur commun  entre  les  deux  coefficients  du  premier  polynôme.  De 
même , les  coefficients  du  second  , 2a 2 — lac  et  — ne  ’ -f-  c\  re- 
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à 

viennent  à a a\n  — c ) et. — c1  ( a — c)  ; donc  a — c est  facteur 
commun  entre  ces  coefficients. 

Comparons  maintenant  les  deux  facteurs  a 7 ■ — c1  et  a — c. 
Comme  ce  dernier  divise  l’autre  , il  s’ensuit  que  a — c est  un 
facteur  commun  aux  deux  polynômes  proposés;  et  c'cst  le  plus 
grand  diviseur  indépendant  de  d. 

Supprimons  d’ailleurs  a 7 — c’  dans  le  premier  polynôme,  et 
a — c dans  le  second  ; on  obtient  pour  les  résidtats  de  cette  sup- 
pression , d 7 — c1  et  2 ad  — c%  polynômes  auxquels  il  faut  appli- 
quer le  procédé  ordinaire. 

d 7 — c 7 ) 2 ad  — ; c ’ 

4 a' d 7 — 4<j’cJ  ( 2 ad  -t-  c’ 

-H  2ac3  d — 4 a!c* 

— 4 a7c7  -|-  c*.  ‘ 

Explication.  — Après  avoir  multiplié  le  dividende  par  4«  et 
effectué  deux  divisions  consécutives , on  obtient  pour  reste 
— 4 a7c7  -+-  c1,  polynôme  indépendant  de  la  lettre  principale  d ; 
donc,  les  deux  polynômes  d ■ — c’et  2 ad  — c7  sont  premiers 
entre  eux.  Ainsi , le  plus  "rand  commun  diviseur  des  polynômes 
proposés  est  a — c. . 

Reprenons  le  même  exemple  en  ordonnant  par  rapport  à a ; 
il  vient , après  la  suppression  du  facteur  2 dans  le  second  poly- 
nôme, , r 

(d*  — c5)  a’  — c7d7  -+-  a‘  et  2 da1  — (2crf  H-  cs)  a -t-  c*. 

En  jetant  les  yenx  sur  le  second  polynôme,  on  reconnaît  facile- 
ment que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a sont  pre- 
miers entre  eux.  Quant  au  premier  polynôme , on  observe  que 
le  coefficient,  — c3 d 7 -t-  c'y- du  second  terme  ou  de  a‘,  revient  à 
— c7{d7 — c’);  d’où  il  suit  que  d7  — t7  est  facteur  commun 
aux  deux  coefficients  ; et  comme  ce  facteur  n’.entre,pas  dans  le  se- 
cond polynôme,  on  peut  le  supprimer  dans  -le  premier  sans  en 
tenir  aucun  compte,  comme  né, faisant  pas  partie  du  commun-di- 
viseur. ■ *' 

Opérant  cette  suppression , puis  prenant  le  second  polynôme 
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pour  dividende  et  le  premier  pour  diviseur  (afin  d’éviter  la  pré- 
paration ) , on  a 


l“.  2 da'  — 2 ctl. 

a -h 

W | 

1 ; 

— . C*  *• 

J 

reste — 2 ed 

fi  -f- 

idc1 

— c1 

+ 

c 1 ’’ 

ou  bien, ...  a — e, 

( en  supprimant  le  facteur  commun  — a cd  — c’  ) ; 

fl1  — c‘  ) a — c 

2°.  J— - 

-4-  ac  — c‘  ) n -t-  c 


O. 

Explication.  — Après  avoir  effectué  la  première  division  , on 
obtient  un  reste  qui  renferme  le  facteur  — 2 cd  — c’  dans  ses 
deux  coefficients  ; car  idc‘  c1  = — c { — a cd  — c*  ).  Ce  fac- 
teur étant  supprimé , le  reste  se  réduit  in  — c , polynôme  qui 
divise  exactement  a’  — c1. 

ï % -, 

Donc  a — c est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherche.  4 - 

Les  commençants  feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple 
en  ordonnant,  par  rapport  à c. 

2<58.  Il  existe  un  cas  assez  remarquable,  dans  lequel  on  peut 
obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément  que  par  le 
procédé  général  ; c’est  celui  où  l'un  des  deux  polynômes  renferme 
une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  l’autre. 

Dans  ce  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  doit  être  indépendant  de  cCtte  lettre,  il  s’ensuit  que, 
si  l’on  ordonne  par  rapport  à cette  même  lettre,  le  polynôme  qui 
la  renferme  , le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  sera  le  meme 
que  celui  qui  existe  entre  tes  coefficients  des  diverses  puissances  de 
la  lettre  ordonnatrice  et  fc  second  polynôme,  lequel , par  hypo- 
thèse, en  est  indépendant. 

A la  vérité,  on  sera  conduit,  par  ce  moyen,  à déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  grand  «ombre 
de  polynômes;  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus  simples  que  les 
Alg.  B.,  g'  éd.  27 
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polynômes  proposés.  Souvent  meme  il  arrive  que  quelques-uns 
des  coefficients  du  polynôme  ordonné  sont  des  monômes;  ou  bien  , 
on  reconnaît,  à leur  seule  inspection,  qu’ils  sont  premiers  entre 
eux;  et,  dans  ce  cas,  on  est  certain  que  les  polynômes  proposés 
sont  aussi  premiers  entre  eux. 

Ainsi , dans  l’exemple  du  n°  287 , traité  par  le  premier  moyen , 
après  avoir  supprimé  le  facteur  a — c commun  aux  deux  poly- 
nômes, ce  qui  a donné  pour  résultats, 

d'  — c’  et  a ad  — c1, 

on  reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  polynômes 
sont  premiers  entre  eux  ; car  le  second  renfermant  la  lettre  a qui 
n’entre  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui  vient  d’être  dit,  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  doit  se  trouver  entre  les  coeffi- 
cients arf  et — c1;  or  ces  deux  quantités  sont  évidemment  pre- 
mières entre  elles;  donc,  etc. 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  examinons,  les  deux 
polynômes 

3 br(/  3o mp  -f-  i Sir  5mpij , 

et  \ndq  — \lfs  -H  ?4 ad  — 7 fgq. 

Comme  7 est  la  seule  lettre  commune  à ces  deux  polynômes  ( qui 
d’ailleurs  ne-rcnferinent  pas  de  facteurs  monômes),  on  pourrait 
les  ordonner  par  rapport  à celte  lettre,  et  suivre  le  procédé  ordi- 
naire. Mais  observons  que  b se  trouve  dans  le  ]>remier  polynôme 
et  non  dans  le  second  ; donc  si  l’on  ordonne  le  premier  par  rap- 
port à b , ce  qui  donne 

( 3n/  -+-  i8c)6  -t-  3o mp  + 5 mprf , 

on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c.  d.  cherche  est  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  second  polynôme  et  les  deux  coefficients 

3 c</  -+-  18c,  3o mp  -hfimprj.  • 

Or  le  premier  de  ces  deux  coefficients  peut  se  mettre  sous  la  forme 
3c ( 7 -H  6),  et  l’autre  revient  à ’jmp ( 7 h-  t) ) ; d’où  il  suit  que 
7 -t-  6 est  le  seul  facteur  commun  a ces  deux  coefficients.  Il  suffit 
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alors  de  voir  si  q + 6,  qui  est  lin  diviseur/jnc/ni'er , est  facteur  du  ' 
second  polynôme.  ’ 

Or  ce  polynôme,  ordonné  par  rapport  à </,  revient  à 

(4 ad  — ifs)1!  — &fs  H-  24a,/ i 

et  comme  la  seconde  partie  i^a/i — 4 ^fs  6811  égale  à 6(  4 ad  — n/g'' , 
il  s’ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par  q 6,  et  donne  pour 
quotient  4 ad  — ifs- 

Donc  enfin,  q -H 6 est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
polynômes  proposés.  ■ . ’ 

2119.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  rapprochement 
entre  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  relatif  et  celui 
du  plus  grand  commun  diviseur  ordinaire,  en  traitant  successive- 
ment par  les  deux  procédés,  un  exemple  dans  lequel  les  deux  poly- 
nômes sont , non-seulement  entiers  par  rapport  à x , mais  encore 
par  rapport  aux  autres  nombres  qui  y entrent  ; parce  que,  dans  la 
suite , nous  aurons  à opérer  sur  beaucoup  d’exemples  de  ce  genre. 
Soient  proposés  les  deux  polynômes 

6xs  — 4X<  — hj’  — 3x’  • — 3x  — i, 
et  4-r1  -t-  ix 1 — i8x“  + — 5. 

Tableau  des  Calculs  par  le  procédé  du  p.  g.  c.  d.  relatif. 

i°.  Gx1 — 4*< — i ix1 — 3x’ — 3x — i ) 4x‘-+-  ax3 — i8x’  -t-3x  — 5 
- i5  o >3  7 

— n.r'-f- itix1 x’-t--x — t t -x — 

2 2/2  4 

3o  3q  3q 

-f-  -~x\  — 3r>r’  -j’x f ; 

2 4"4 

2°.  4-r'  -+•  2x' — . l8x’  3x — 5^  — xi — 3f)x!  -f- ~.r  — ^ 

. y 2 l __4  4 

, , _ - 1 8 20 

-f-  iox’  — 20X*  <+•  5x  — 5 1 — X -t-  — 

_ / 39  39 

O.- 

Donc  --  x°  — îqx1  -t-  ^ x — -est  le  //.  g.  c.  d. 


I 
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Tableau  des  Opérations  par  la  méthode  ordinaire. 

l°.  Multiplication  par  16. 
gGx1 — 64^* — I7ÔX5 — 4®-r’ — 4B.r — 16 

— 1 1 2xM-a5Gx’ — 1 2ox’+72x — 16 

Reste  -4-3i2xJ-()24xJ-f-i56x-i5G 
ou  bien  , 2x 1 — 4x’-t-x  — i . 

2°.  4X>  + 2xs  — • Bx1  -4-  3x  — 5)  2x J — 4x>  -H  x — i 
-4-  1 ox J — 20x*  -t-  5x  — 5 1 2X  -t-  5 » 

O. 

Donc  2xJ  — 4x’  -4-  x — i est  le  p.  g.  c.  d. 

En  appliquant  le  procédé  du  n°  240  sans  faire  aucune  prépa- 
ration , on  parvient , comme  on  le  voit  dans  le  premier  des  deux 
tableaux  de  calcul , au  résultat 

39x3_l3qx’ 

2 4 4 

tandis  que  si  l’on  suit  le  procédé  du  n°  280  avec  toutes  ses  modi- 
fications, on  obüent 

2xJ  — 4x’  -4-  x — i 

pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des' deux  polynômes. 

Or  ce  dernier  résultat  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  facteur 

qui  est  commun  à tous  les  termes  de  celui-ci,  et  que  l’on 
peut  mettre  en  évidence. 

D’où  Ion  voit  que  l’effet  produit  par  l'application  du  procédé 
sans  préparation , est  de  donner  le  commun  diviseur  ordinaire  qui 
existe  entre  les  deux  polynômes  (qu’on  suppose  rationnels  et  en- 
tiers), de  le  donner,  dis-je,  embarrassé  de  facteurs  étrangers , 
mais  indépendants  de  la  lettre  principale. 

Or,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite,  le  principal  objet 
qu’on  se  propose  dans  la  détermination  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  fonctions  entières,  est  de  l’égaler  à o pour  en 


Ijx'-t-ax1 — i8x’-f-3x-5 
) 24x 28 
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tirer  les  valeurs  de  la  lettre  principale  : on  conçoit  donc  que  l’in- 
l réduction  de  ces  facteurs  étrangers  dans  le  résultat  ne  peut , en 
aucune  manière,  influer  sur  les  racines  de  l’équation  obtenue, 
puisque  ces  facteurs,  étant  indépendants  de  la  lettre  principale, 
peuvent  toujours  être  supprimés' dans  cette  équation. 

Ainsi , dans  ce  cas , il  est  tout  à fait  indiffèrent  d’employer  ou  de 
ne  pas  employer  les  modifications;  et  lorsqu'on  les  emploie  , c’est 
seulement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d’appliquer  les  deux  procédés  aux 
exemples  suivants  : 


!x‘  + 4x‘ — 3x* — i6x3  ux1  -f-  i2x  — 9, 

Gx  ‘ 20X  ‘ — I 2X3  — 48x  3 -f-  22X  +12; 


p.  g.  c.  d.  simplifié  — x3  + x3  — 5x  +.  3. 


20X*  I2X*  + l6x‘  l5x3  + i4x3 

i5x‘  — 9X3  + 47-r>  2 1 X + 28;) 


p.  g.  c.  d.  simplifié  = 5x 1 — 3x  + 4- 


i5x  + 4, 


§ II.  — Transformations  des  équations.  — Première 
partie  de  l’Elimination. 

Nous  nous  proposerons  de  réunir  dans  ce  paragraphe  les  prin- 
cipales transformations  dont  le  but  est  de  ramener  la  résolution 
d’une  équation  donnée  ,-  à celle  d'une  autre  équation  plus  facile  à 
traiter. 

260.  Première  transformation.  — Évanouissement  du  second 
terme  de  toute  équation. 

On  conçoit  qu'une  équation  d’un  degré  donné  est  d’autant  plus 
aisée  à résoudre , qu’elle  renferme  moins  de  puissances  de  l’inT 
connue;  c’est  ainsi  que  l’équation  x'  =r  <y  donne  sur-le-champ 
x = ± fq,  tandis  que  l'équation  complète  x3  + px  = q a be- 
soin d'une  préparation  pour  être  résolue.  ‘ ■ > 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujours, 
au  moyen  d’une  transformation  convenable , ramener  sa  résolu- 
tion à celle  d’une  autre  équation  privée  de  second  terme. 


Digitized  by  Google 


q22  ÉVANOUISSEMENT  DU  SKCUNIi  TKKMF. 

Soit  en  effet  l'équation  générait! 

. 

xm  4-  Px"->  -f.  Qr-  -+-  r. . + T/  4-  U = ti. 

, 

Posons  x = u 4 - x',  u étant  une  nouvelle  inconnue , et  x'  une 
indctrr minécdpn t nous  pouvons  disposer  à volonté  ; il  vient 

(«+ *'  )"+P  («  Q («  -+■*')"-'+ . .,4-T(«4-  x')4-U  = o, 

ou,  développant  d’après  la  formule  du  binôme,  et  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  u , 


« “ 4-  inx 

4-  P 

» 

. ..  r 


4 -ni. 

x'1 

4-  x'" 

2 

-b  (ni 

— )iv 

4-  Px'--' 

+ Q 

jJt  à 

4-  Qx'"-1 

* 

% . 

4-  . . . 

+ Tx' 
4- U 

Puisque  x'  est  arbitraire  , nous  pouvons  poser  mx'  -+-  P = o ; 

4 « 

* P 

d’où  l’on  tire  x'  = . 

ni 

• • • 

Portant  cette  valeur  dans  l’équation  precedente , on  parviendra , 
tout  calcul  fait,  à une  transformée  telle  que 

«"  4-  Q'u"“*  4-  4-  ...  4-  T '«  4-  U'  = o, 

• 

privée  de  second  terme.  Cette  équation  une  foisTcsoluc,  on.  ob- 
tiendra les  valeurs  de  x qui  correspondent  aux  valeurs  de  « , en 

P 

remplaçant,  dans  la  relation  x = tt  4- x , ou  x — it , 

. m 

\ 

la  lettre  « par  chacune  de  ses  valeurs. 

D’où  l’on  peut  conclure  çette  règle  générale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d’une  équation  , rempla- 
cez l’inconnue  par  une  nouvelle  inconnue  augmentée  rlu  coefficient 
rlu  second  terme  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  te  degré  de 
l’ét/uatinn. 


4 
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On  peut  reconnaître  à posteriori  que  cette  substitution  doit  at- 
teindre le  but  qu'on  s’était  proposé.  < 

En  effet , soient  a , les  m racines  de  l’équation 

p 

donnée;  il  résulte  de  la  relation  x =f  u — —,  qui  donne 

■ . ÿ/TF  • ”« 


x H , que 

m 


u — a -\- 


les  valeurs  de  u sont 


p 
m ’ 


m 


la  somme  des  nouvelles  racines  est  donc 


a b + c d m. — ; 

m 

mais  on  a (n°  242  ) s+i+f+(M-....  = -P;  la 

somme  précédente  se  réduit  donc  à — P + P,  ou  ào;  ainsi,  le 
coefficient  du  second  terme  de  la  transformée  doit  être  nul  de 
fui-mèmc. 

N.  B.  — On  a supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  l’équa- 
tion égal  à l’unité;  mais  si  l’équation  était  de  la  forme 

Ax*  -+-  Px"-‘  ...  +Tx  + U = o, 

en  posant  x = o-4-x,1  on  obtiendrait  pour  le  coefficient  de  a"-1, 

• niAjc'  -f-  P, 

_ p 

expression  qui , égalée  à,  o , donnerait  x'  = — » 

donc  le  dénominateur  de  la  valeur  de  .x'  serait  alors  le  produit 
du  degré  de  l'équation  par  le  coefficient''  A du  premier  terme. 
'Appliquons  la  règle  précédente  à l’équation 

* t 

. x1  -h  px  = <7.  ' 

Si  l’on  pose  x=u  — elle  devient  ^ + p [u — —9» 
ou  effectuant  les  calculs  et  réduisant , 

M*  t ! P*  * 

— | = ï;’  donc  U = ±y^-  4-  q\ 
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par  conséquent , on  obtient  pour  les  deux  valeurs  dex  correspon 


261 . Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  terme,  on  peut  de- 
mander que  l'équation  soit  privée  du  troisième,  du  quatrième,...  ; il 

suffit  pour  cela  d’égaler  à o le  coefficient  de  um~>, Par 

exemple,  pourchasser  le  troisième  terme,  on  posera,  dans  l’équa- 
tion transformée  ci-dessus , 

m-.  — - — — i ) Px  + Q)  - o, 

d’où  l’on  déduira  pour  x' deux  valeurs  dont  chacune , substituée 
dans  la  transformée  , la  réduira  à la  forme 

a-  + pv->  4.  . . . 4-  T'n-t-  U'  = o. 

Au  delà  du  troisième  terme,  il  faudrait  résoudre  des  équations 
de  df-gré  supérieur  au  second  pour  obtenir  la  valeur  de  x'  ; ainsi, 
pour  opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  on  aurait  à ré- 
soudre l’équation  *- 

x'"  4-  Px'--1  + . . . -t-Tx'  +U=o, 


qui  n’est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a rem- 
placé x par  x'. 

• .p  . 

11  peut  arriver  que  |<t  valeur  x'  =• , qui  ( n°  ,260)  fait  dis- 

paraître le  second  terme , donne  également  lieu  à la  disparition 
du  troisième  ou  d’un  tout  autre  terme.  Par  exemple , pour  que 
le  second  terme  et  le  troisième  disparaissent  à la  fois , il  faut  que 
. P 

l’équation  x'  = puisse  S’accorder  avec  celle-ci  : 

« m x'î  4—  (m  - — »)  Px'  4-  Q ~ o. 

3. 

p 

Or,  si  l’on  remplace  dans  cette  dernière,  x*  par , il  vient 

r ni 

ffl  — | P3  p;, 

m. . — - — (m  — i). h Q = o,  on  ( iti  — i)P’ — 2//jQ  = o. 

2 m?  m 
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REMARQUAS  SUR  LA  TRANSFORMATION  PRÉCÉDENTE.  f\lS 

Ainsi , toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux  coef- 
ficients P et  Q , la  disparition  du  second  terme  donnera  lieu  à celle 
du  troisième.' 

202.  Remarque  sur  la  transformation  précédente.  — Loi  de  for- 
mation DES  POLYNOMES  DÉRIVÉS. 

La  relation  x = u - f-  x',  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  les 
deux  numéros  qui  précèdent , indique  que  les  racines  de  la  trans- 
formée sont  égaies  à celles  de  la  proposée  , diminuées  ou  augmen- 
tées d’une  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  est  introduite  dans 
le  calcul , comme  une  indéterminée  dont  la  valeur  est  ensdite  fixée 
de  manière  à remplir  une  condition  donnée  ; tantôt  c’est  un  nombre 
particulier  et  donné  à priori , qui  exprime  une  différence  constante 
entre  les  racines  d’une  première  équation  et  celles  d’une  autre 
équation  que  l’on  veut  fjprmer. 

La  transformation  qui  consiste  à remplacer  x par  u ■+■  x'  dans 
une  équation , est  d’un  usage  très-fréquent  dans  la  théorie  des 
équations.  Or , il  existe  un  moyen  assez  simple  d'obtenir , dans  la 
pratique , la  transformée  qui  résulte  de  cette  substitution.  > 

Pour  cela,  intervertissons  l’ordre  des  termes  dans  u x’ \ 
c’est-à-dire  remplaçons  x par  x'  -+ - « dans  l’équation 


x " -I-  P-r"-'  4-  Qx**-’  -+-  Rx”  J -+-  . . . Tx  -+-  U = o ; 


ort  trouve , en  développant  et  ordonnant,  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  u , 


* x'*  mx'm~ 1 

Px'"— ' 4-  (m  — i)  Px'“-* 
Qi’*-'  4-  (m  — a)  Qx'«-  i 

Tx'  ■+-  T 
■ O 


(m — i)  , l„» 

4-  m “ 

• . a 

-t-  (ni  — l)  Px'~-  » | 

i 

4-  (m  — a)  — — — Qx'»-  > | 


4- ...  b”  = O 


J 

Si  l’on  fait  attention  à.  la  manière  dont  se  composent  les  cocffi* 
cients  des  diverses  puissances  de  «j'on  verra  que 
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• -,  ' 
i°.  Le  coefficient  tle  u"  n’est  autre  chose  que  le  premier  membre 

de  la  proposée , dans  lequel  on  a remplacé  x par  x'. 

Nous  désignerons  dorénavant  ce  coefficient  par  X'. 

1".  Le  coefficient  de  il1  se  forme  au  moyen  du  précédent  ou 
de  X',  en  multipliant  chacun  des  termes  de  X ' par  l’exposant  de  x' 
dans  ce  terme , et  diminuant  cet  exposant  d’une  unité  : nous  ap- 
pellerons Y'  ce  coefficient. 

3°.  Le  coefficient  de  U 1 se  forme  au  moyen  de  Y',  en  multipliant 
chacun  des  termes  de  X ' par  l’exposant  de  x ' dans  ce  tenue,  divi- 
sant le  produit  par  1 , et  diminuant  ensuite  l’exposant  de  x'  d'une 
Z' 

unité.  Si  l’on  appelle  ce  coefficient , il  est  clair  que  Z'  se  forme 

au  moyen  de  Y',  comme  Y'  se  forme  au  moyen  de  X'  ; et  ainsi 
de  suite. 

En  général , un  coefficient  de  rang  quelconque,  dans  ta  transfor- 
mée ci-dessus,  se  forme  au  moyen  du  précédent , en  multipliant 
chacun  des  termes  de  celui-ci  par  l’exposant  de  x'  dans  ce  terme, 
divisant  le  pràduit  par  le  nombre  des  coefficients  qui  précèdent  celui 
que  l’on  considère,  et  diminuant  ensuite  l’exposant  de  x'  d’une 
unité. 

Z'  V' 

Cette  loi,  d’après  laquelle  les  coefficients  X',  Y',  — , — = 

dérivtnt  les  uns  des  autres,  est  évidemment  une  conséquence 
immédiate  de  celle  qui  régit  les  différents  termes  de  la  formule  du 
■ binôme  ( voyez  n"  149). 

Les  expressions  Y',  Z',  V',  W',.  . . . sont  appelées  les  poly- 
nômes dérivés  de  X',  parce  que  Z'  se  déduit  ou  dérive  de  Y' 
comme  Y'  dérive  de  X';  V'  dérive  de  Z'  comme  Z'  dérive  de 
Y'  ;....  et  ainsi  de  suite.  Y'  est  dit  le  premier  polynôme  dérivé , Z' 
le  second,....  ; rappelons-nous  d'ailleurs  quéX'  n’est  autre  chose 
que  le  premier  membre  de  la  proposée , dans  lequel  on  a rem- 
placé x par  x ' . ' 

y.  B.  — On  a supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  la 
proposée  égal  à 1 ; s’il  était  tout  autre,  la  loi  de  formation  des 
■coefficients  de  la  transformée  serait  absolument  la  meniez  et  le 
coefficient  de  um  serait  égal  à celui-  de  x*. 
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265.  Pour  faire  connaître  l’usage  de  cette  loi  dans  la  pratique, 
proposons-nous  de  Taire  évanouir  le  coefficient  du  second  ternie 
de  l’équation  x*  — 12 x1  4-  1 "jx1  — gx  -4-  7 — o. 

12 

Il  faut d’après  la  règle  n°  260,  poser  x = u 4-  ou 

x = 3 4-  u,  ce  qui  donnera  une  transformée  du  quatrième  dé- 
liré et  de  la  forme 


X'  4-  Y'«  4-  — «■  4-  ™ «’ 
2 


2.3 

v_  r_ 
T’  ÏT3' 

Or  on  a , en  vertu  de  la  loi  précédente , 


o; 


et  tout  se  réduit  à calculer  X',  Y', 


X'  = (3)*—  r2.(3)M-i7  .(S)’—  9.(3)'4-7,  ou  X'=— 110; 


Y'  =4.(3)3— 36.(3),-i-34.(3)1 — 9,  ou. 
~ =6  ./3)’ — 36 . (3)'  4-17. 


0=4.(3)'-.2. 


Y'  =—123; 
z'  2 

T=“  375 

V' 

2.3— °- 


Ainsi,  la  transformée  devient  — 3^«’  — i23«  — 110  = 0. 

V.  * 

Soit  encore  proposé  de  transformer  l’équation 

4x’  — 5x ! 4-  7X  — g .=  o, 

en  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  V unité  chacune  des  ra- 
cines de  la  proposée.  • 

Posons  la  relation  u = x 4-  1 ; il  en  résulte  x = u — 1 , 

U 

ce  qui  donne  la  transformée  X'  4-  Y'  u -1 u ! 4-  liu*  = o. 

2 

• / • ' 

X' = 4*(—  » 5.( — t )f4*7 * ( — t )'  — g , ou  bien  X'— — 25; 

Y'  =ia.(— •!)*— !to,.(— 1)'4-7 Y-'=  ‘29; 

Z'  * jr' 


V' 

2.3* 


4- 


2 

V’ 

ITT 


4- 


Digitized  by  Google 


b APPLICATIONS. 

Ainsi  la  transformée  devient  4 "J  1 7«  * -4-  2 pu  — 25  = o. 
On  peut  s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 


Faire  évanouir  le  second  terme  dans  les  équations 

l° x 3 — iox*  4-  7X3  -4-  4-r  — 9 

( Résultat : «*  — 33m1  — n8«'  — i52«  — y3 

2° 3x3  4-  i5x’  -|-  25x  — 3 =0? 

( Résultat : 3 «3  — =0.)  [ Voy.  n°  20t.] 


o ? 

O.) 


Transformer  l’équation  3x*  — i3x3  4-  çx1  — 8x  — g = o 
eu  une  autre  dont  les  racines  soient  plus  petites  que  chacune  des 

racines  de  la  proposée , -de  la  fraction  ~ ? 

( Résultat  : 3 u‘  — 9a3  — 4“J — « — o.) 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  formation 

des  polynômes  dérivés. 


264.  Ces  polynômes  jouissent  d’une  propriété  très-remarqua- 
ble que  nous  pouvons  faire  connaître  dès  à présent. 

Soient  X oux*  + Px"~'  4-  Qx"_>  -f-  . . . = o une  équa- 
tion proposée , et  a , b,  c,  ..../,  les  m racines  de  cette  équation  ; 
on  a (n“  234)  l’équation  identique 

x"  -I-  Px*-3  ' 4-  . . . = (x  — a)  (x  — b)  (x  — c) . . . (x  — /). 

Cela  posé,  remplaçons  x par  x'  4-  «,  'ou  plutôt  par  x 4-  u 
( pour  éviter  les  accents  ) ; il  vient  ’ 

(x  -H  iif  4-  P(x  4*  ujm~'  4-  ....  =(x+  u—  a)  (i+  «*—  b)..., 

ou  bien , changeant  dans  le  second  membre  l'ocdre  des  termes , et 
regirdantchacun  des  binômes  x — a,  x — b,  ... . comme  une 
seule  quantité, 

(x 4- «)*4-P(x4- uf~ 1 4- . . .=(«4-x— «)  v«4-x — b). . .(«4-x — /). 
Or,  si  l’on  effectue  les  multiplications  dans  chacun  des  deux 
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membres,  on  obtiendra  d'abord  pour  le  premier,  en  vertu  de  ce 
qui  a été  dit  dans  le  numéro  précédent , . 

2 

X Yu  -4-*-  u1  -f-  ...  -t-  a". 


X étant  le  premier  membre  de  la  proposée , et  Y , Z , ...  les  po- 
lynômes dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  an  second , il  résulte  du  n°  842,  que 
i“.  La  partie  affectée  de  ou  le  dernier  terme,  est  égale 
au  produit  ( x — a)  ( x — b). ..  (x  — /)  des  facteurs  de  la  pro- 
posée ; 

2°.  Le  coefficient  de  u1  est  égal  à la  somme  des  produits 
m — i à m — i de  ces  m facteurs  ; 

3°.  Le  coefficient  de  it 1 est  égal  à la  somme  des  produits  m — a 
km  — 2 de  ces  m facteurs  ; et  ainsi  de  suite. 

D’ailleurs,  il  y a identité  entre  les  deux  membres' de  la  der- 
nière équation  ; ce  qui  veut  dire  (n°  180)  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi , i°. . . . on'a  X=  (x — a)  (x  — b)  (x— - c).\  . . (x — /), 
ce  que  l’on  sait  déjà.  • , 

2*. ...  Y,  ou  le  premier  polynôme  dérivé , est  égal  à la  somme 
des  produits  m — I à m — t des  m facteurs  du  premier  degré  de 
la  proposée ; ou  bien  encore  , égal  à la  somme  des  quotients  que 
l'on  obtient  en  divisant  X pué  chacun  des  in  facteurs  du  premier 
degréde  la  proposée ; c’est-à-dire,  algébriquement , 


3°. . . . ~ ou  le  second  polynôme  dérivé  ( pris  avec  le  diviseur  a) 

est  égal  h la  somme  des  produits  m — 2 à m — 2 des  m facteurs 
de  la  proposée ; ou  bien  encore , égal  h la  somme  des  quotients  que 
l'on  obtient  en  divisnntH.  par  chacun  des  facteurs  du  second  degré  ; 
c’est-à-dire  * • ' . . 


Z _ • X ^ X X 

2 (x  — a)  (x — b)  ’ (x  — a)  (x — — h)'[x — /)’ 

et  ainsi  de  suite. 
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4„'8  APPLICATIONS. 

Ainsi  la  transformée  devient  4“ 1 *7“’  ■+■  29“  — ^5  = o. 

On  peut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 


Faire  évanouir  le  second  terme  dans  les  équations 


{ Résultat: 
2° 

( Résultat: 


•r ‘ — îox*  -+-  yx*  4-  4X  — 9=°? 

— 33«J  — n8«’  — i52«  — ^3  = o.  ) 

3x’  -+-  i5x>  25x  — 3=o? 

i 

3a>  — = o.  ) [ Voy.  n°  261.  ] 


Transformer  l’équation  3x‘  — i3x’  4-  •jx’  — 8x  — 9 = 0 
en  une  autre  dont  les  racines  soient  plus  petites  que  chacune  des 

racines  dé  la  proposée , -de  ta  fraction  ^ ? 

65  3/ 

[Résultat  : 3tt‘  — g«J  — 4“’ « ^ = o.) 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  formation 

des  polynAmes  dérivés. 


264.  Ces  polynômes  jouissent  d’une  propriété  très-remarqua- 
ble que  dous  pouvons  faire  connaître  dès  à présent. 

Soient  X oui*+  Px“-1  4-  Qx"-*  4-  . . . = o une  équa- 
tion proposée  , et  « , 6,c,...,/,lesm  racines  de  cette  équation  ; 
on  a (’.n"  234)  l’équation  identique 

I 

x”  4-  Pxp  — 1 -f-  . . . = (x  — a)  (x  — b)  (x  — c) . . . (x  — /). 

Cela  posé,  remplaçons  x par  x'  -f-  u,  'ou  plutôt  par  x 4-  « 
(pour  éviter  les  accents);  il  vient 

(x  -H  «)"  4-  P(x  -p  u)p— 1 4-  ....  = (x 4-  « — a)  (x  4-  « *—  b)..., 

ou  bien,  changeant  dans  le  second  membre  l'ordre  des  termes,  et 
regàrdantchacun  des  binômes  x — rt,  x — b,  ... . comme  une 
seule  quantité,  • 

(x4-«)’,4-P(x4-it)p-l4-.  . ,=(«4-x— a)(«4-x — b) («4-X — /). 


Or , si  l’on  eflfettue  les  multiplications  dans  chacun  des  deux 
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membres,  on  obtiendra  d’abord  pour  le  premier,  en  vertu  de  re 
qui  a été  dit  dans  le  numéro  précédent,  . 

„ „ Z 

X -4-  Y u -4-  u 3 -f-  ...  -+-  a", 

2 

X étant  le  premier  membre  de  la  proposée , et  Y , Z , . . les  po- 
lynômes dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  an  second,  il  résulte  du  n°  242,  que 

i°.  La  partie  affectée  de  u*,  ou  le  dernier  terme,  est  égale 
au  produit  (x — a)  (x  — b).. .{x  — /)  des  facteurs  de  la  pro- 
posée ; 

2°.  Le  coefficient  de  u1  est  égal  à la  somme  des  produits 
m — i km  — i de  ces  ni  facteurs  ; 

3°.  Le  coefficient  de  « 3 est  égal  à la  somme  des  produits  m — 2 
à m — a de  ces  m facteurs  ; et  ainsi  de  suite. 

D’ailleurs,  il  y a identité  entre  les  deux  membres- de  la  der- 
nière équation  ; ce  qui  veut  dire  (n°  180)  que  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi , i°. on  a X = (x — a)  (x  — b)  (x — e).\  . . (x  — /), 

ce  que  l’on  sait  déjà. 

2®.  ...  Y,  ou  le  premier  polynôme  dérivé , est  égal  à la  somme 
des  produits  m — l à m — i des  m facteurs  du  premier  degré  de 
la  proposée ; ou  bien  encore  , égal  à la  somme  des  quotients  que 
l’on  obtient  en  divisant  X pué  chacun  des  m.  facteurs  du  premier 
degréde  ta  proposée;  c’est-à-dire,  algébriquement , 


£ -4-  : — 

X — h x — c 


3°. . . . - ou  le  second  polynôme  dérivé  ( pris  avec  le  diviseur  2) 

est  égal  h la  somme  des  produits  m — 2 à m — 2 des  va  facteurs 
de.  la  proposée;  ou  bien  encore , égal  h la  somme  des  quotients  que 
l'on  obtient  en  divisant  X par  chacun  des  facteurs  du  second  degré  ; 
c’est-à-dire  * * * . . 


Z _ • X ^ X X . 

2 (x  — a)  (x  — b)  ' (x  — a)  (x — c)  (x  — /J'(x — /)’ 

et  ainsi  de  suite. 
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N.  B.  On  représente  quelquefois  une  équation  par 
/(x)  = o, 

et  les  polynômes  dérivés  par  f (x) , f"  (x),  f (x), les  expres- 
sions y(x), /'(x), /"(x),  /"(x), s’énoncent  alors  fonc- 

tion de  x,  fonction  prime  de  x,  fonction  seconde  de  x,  fonc- 
tion tierce  de  x,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  nous  nous  servirons  peu  de  ces  notations. 

2(U>.  Seconde  transformation.  — Faire  dispataltre  les  déno- 
minateurs d'une  équation. 

Une  équation  étant  donnée , on  peut  toujours  là  transformer  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  égales  à un  multiple  ou  à un  sous- 
multiple  donné , de  celles  de  la  proposée. 

Reprenons  l’équation  x*  -+-  Px*~'  4-  Qx*“!4- . . . -f-  Tx  -+-  lï  = o ; 
et  désignons  par  y l’inconnue  d'une  nouvelle  équation  dont  les  ra- 
cines soient  X fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si  l’on 

pose  y = Xx,  il  en  résulte  x ; d’pù,  substituant  et  chas- 
sant le  dénominateur  X"  du  premier  terme, 

y 4-  PAy-<  + Qky~‘  + rx  y-1  4- ...  4-  tx»-'/  -+■  Ux»  = o , 


équation  dont  les  coefficients  sont  égaux  à ceux  de  la  proposée , 
multipliés  respectivement  par  X’,  X',  X1,  X V-  • • > X". 

Cette  transformation  est  principalement  utile  polir  faire  dispa- 
raître les  dénominateurs  d'une  équation  sans  donner  au  premier 
terme  d'autre  coefficient  que  l’unité.  - 

Soit , pour  fixer  les  idées,  l’équation  du  quatrième  degré  , 

a c e g 

x*  4-  t .r1  -t-  - x’  4-  - x 4-7  — 0. 

bd  J h 

’ y , 

Si  l’on  fait  dans  cette  équation,  x ==  y étant  une  nou- 
velle inconnue  et  X une  indéterminée  , il  vient 


'nk 

r‘4-  yr 


et  ’ rX  3 • sk ' 

tjr,+7-J,  + 7 
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Gela  posé,  il  peut  arriver  deux  cas  : 

Ou  les  dénominateurs  b , d,f , h,  sont  premiers  entre  eux  : dans 
cette  hypothèse , tomme  b est  tout  à fait  arbitraire  , posons 
k — bd/h  , produit  de  ces  dénominateurs  ; fl  vient 

y ' -t-  adfh.y 1 -+-  cb' df'  h'.y^  + eb  >d‘f',h,.y-\-gb  ' d'f'  h'  — o, 

,1 

(•quation  dont  les  coefficients  sont  entiers , et  dont  le  premier  terme 
a pour  coefficient  l’unité. 

On  a d’ailleurs,  pour  déterminer  les  valeurs  de  .r  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  de  r,  la  relation  r = . 

bdf  h 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  communs  -, 
et  l’on  rendra  évidemment  les  coefficients  entiers  en  prenant  pour 
k le  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs. 

Mais  on  peut  encore  simplifier  davantage , en  observant  que  tout 
se  réduit  à déterminer  X de  manière  que  X 1 , X 1 , X J , .i.  •.  contien- 
nent les  facteurs  premiers  qui  composent  b,  d,  f,  h,  à des 
puissances  au  moins  égales  à celles  qui  entrent  dans  ces  différents 
dénominateurs. 


Ainsi,  soit  l'équation  x*  — ^x 

Y 5^* 

= ; il  vient  y' ,-r 

X 0 


Posons  x 


JL*- 

i3  ■ _ 

1 2 

i5o 

9000  , 

SX*  , 

2*1  y- 

1 

- 1 

“*C 

CO  j 

.2/ 

j5o‘ 

900Q. 

o. 


Soit  fait  d’abord  X égal  à 9000  qui  est  multiple  de  tous  les  autres 
dénominateurs  ; il  est  clair  que  les  coefficients  deviendront  des 
nombres  entiers.  . ’ ’ < 

Mais  si  l’on  décompose  6,  12,  1 5o  et  9000 , en  leurs  facteurs , 
on  trouve  ( 


6 = 2X3,  i2  = 2’^<3,  i5o  = 2x3x5!,  gooo  = 2’x  3’x5J; 

* 

et  en  faisant  simplement  Xb=  2 X 3x  5,  produit  des  facteurs 
simples  différents,  on  obtient 

X ’ = 2'  x 3*  X 5’,  Xj=2jx3*X5\  X‘=  2'.X  3‘ X.5‘; 


d’où  l’on  voit  que  les  valeurs  de  X,  X X ",  X *,  contiennent  les  fac- 
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leurs  premiers  2,  3,  5,  à des  puissances  au  moins  égales  à celles 
qui  entrent  dans  6,  12,  iSoetç^ooo. 

Donc , l’hypothèse  X = 2 X 3 X 5 = 3o  suffit  pour  opérer 
la  disparition  des  dénominateurs.  Il  vient  en  effet,  par  la  substi- 
tutiôn, 


5.2. 3.5  , 5.2*.3».5’ 


7.2S.3\5J  i3.2'.3‘.5‘ 


2.3 


2.3.5’ 


-y  — 


ou,  réduisant,  y* — 5. 5./*  4-5. 3. 5’/* — 7-2,.3,.5 ./—  1 3.2.3’.5=o, 


ou  bien  enfin,  y*  — 25/s  -4-'  375/*  — 1 260/  — 1 170  = o. 


Il  y a des  circonstances  où  l’on  est  obligé , dans  l’expression 
de  X,  d’augmenter  l’exposant  de  l’un  des  facteurs  premiers  d’une 
ou  de  plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de  ne 
prendre  pour  X que  le  plus  petit  nombre  possible;  autrement  on 
obtiendrait  une  transformée  dont  les  coefficients  seraient  extrê- 
mement grands , comme  on  en  peut  juger  en  calculant  la  trans- 
formée résultant  de  la  supposition  de  X = 9000  dans  l’équation 
précédente. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 


1®.  x‘  — ^x' 


I I 25 
3gx~— = °i 


x = g,  d’où  y1  — i4jr’  -+-  it y — 75  — 0. 


2 . X * X 


W 


32  , 
— É r 
225. 
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600 r 800  °’ 


i ou 


d’où  y s — 65/Î4-  1890/’ — 30720 y,1 — 928800/4-972000  = 0. 

260.  Les  transformations  précédentes  sont  celles  dont  l’usage 
est  le  plus  fréquent.  Il  en  est  enfcore  d’autres  assez  usitées;  mais 
comme  elles"  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément , nous 
n’en  parlerons  que  quand  l’occasion  s’en  présentera. 
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En  général,  le  problème  des  transformations  doit.élre  regarde 
comme  line  application  dn  problème  de  V élimination  entre' deux 

équations  d’un  degre  quelconque  à «deux  inconnues.  En  effet,  une 
équation  «tant  donnée,  supposons  qu’on  veuille  la  transformer 
en  une  autre  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  proposée  une 
relation  déterminée.)  • . * . 

Désignons  par  F (x)  = o l’cquatiou  proposée  (elle  s’énonce 
fonction  de  x égale  o),  et  par  f(x,ÿ)  = o l’expression  algébrique 
de  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  inconnue , x,  et  la 
nouvelle,/;  la  question  se  réduit  à tâcher  d’obtenir,  au  moyen  de 
ces  deux  équations , une  nouvelle  équation  en  y,  qui  sera  alors 
l'équation  demandée.  Lorsque  l’inconnue  x n’entre  qu’au  pre- 
mier degré  dans  /(x,y)  = o,  la  transformée  est  facile  â obtenir; 
mais  si  elle  y est  élevée  à la  seconde,  à la  troisième,...  puissance, 
il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d'élimination. 

Donnons  une  première  idée  de  cette  théorie  qui  joue  un  si  grand 
• rôle  dans  l'analyse  algébrique. 

Élim  ixatiox.  — Première  partir. 

U67.  Éliminer,  entre  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à 
deux  inconnues,  c’est  parvenir,  après  une  suite  d’opérations  exé- 
cutées sur  ces  équations,  à une  seule  équation  qui  ne  renferme 
que  l’une  des  inconnues,  et  qui  donne  toutes  les  valeurs  de  cétte 
inconnue,  propres  à vérifier  les  deux  équations  en  même  temps 
que  des  valeurs  correspondantes  de  l’antre  inconnue. 

L’équation  , fonction  de  l'une  des  inconnues , à laquelle  on  par- 
vient, se  nomme  ÉouATtox  finai-k;  et  les  valeurs  de  l’inconnue, 
tirées  de  cette  équation , sont  appelées  valeurs  convenables. 

De  toutes  les  méthodes  d’élimination  connues,  la  méthode  par 
le  plus  grand  commun  diviseur  est , en  général,  la  plus  expéditive; 
aussi  c’est  celleque  nous  allogs  développer  ici. 

Soient  deux  équations»  d’un  degré  quelconque  à deux  incon- 
nues 

F (*»/)  /(*.i r)_=o, 

ou  plus  simplement  encore , . ■ 

A — o , R = o * ** 

A!g.  B .,  9'  éd.  jB 
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Supposons  \’ équation  finale, en  y obtenue , et  tâchons  «le  recon- 
naîtra quelque  propriété  des  racines  de  cette  équation  , qui  puisse 
nous  servir  à la  former.  • 

Soit  r =(i  l'une  des  valeurs  convenables  de  y.  Puisque  cette 
valeur  vérifie  les  deux  équations  conjointement  avec  une  certaine 
valeur  de  x,  elle  doit  être  telle  «jue,  si  on  la  substitue  à la  fois 
dans  les  deux  équations,  qui  ne  renfermeront  plus  alors  l’in- 
connue y,  ces  équations  admettent  au  moins  une  valeur  commune 
pourx;  et  à cette  valeur  commune  doit  nécessairement  (n°  257) 
correspondre  un  commun  diviseur  en  x.  Ce  commun  diviseur 
sera  du  premier  degré  en  x ou  d’un  degre  supérieur,  suivant  qu’à 
la  valeur  particulière  y = ê,  il  correspondra  une  ou  plusieurs  va- 
leurs de  x. 

Réciproquement:  toute  valeur  «le  y,  qui , substituée  dans  les 
deux  équations , leur  donne  un  commun  diviseur  en  x , est  néces- 
sairement une  valeur  convenable  ; car  alors  elle  vérifie  évidemment 
les  deux  équations  en  même  temps  que  la  valeur  ou  les  valeurs  dex 
tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à o. 

ütîtî.  Remarquons  d’ailleurs  qu’avant  aucune  substitution , 1rs 
premiers  membres  des  équations  ne  peuvent  avoir  de  commun  divi- 
seur, fonction  des  deux  inconnues  ou  de  l’une  d’elles  seulement,  à 
moins  que  les  équations  ne  soient  indéterminées,  ce  qu'on  ne 
suppose  pas. 

Admettons  en  effet,  pour  un  instant,  que  les  équations  A = o , 
B'=  o,  soient  de  la  forme 

A'  X D = o , B'  X D = o , 

D étant  fonction  de  x.  et  de 

En  posant  séparément  D — o , on  obtient  une  seule  équation 
à «leux  inconnues,  qui  peut  être  satisfaite  par  une  infinité  de  sys- 
tèmes de  valeurs.  D’ailleurs , tout  système  qui  anéantit  D rend 
également  A'  D,  B'  D,  et  satisfait  par  conséquent  aux  équa- 
tions A — o , B = o. 

Ainsi , l’hypothèse  de1  l’existence  «l’Un  commun  diviseur  en  x 
et  y entre  les  «leux  polynômes  A et  B entraîne  la  conséquence , 
«lue  les  «'«piations  proposées  sont  indéterminées , c’est-à-dire  sus- 
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ceptibles  d’être  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
de  x et  de/.  Dès  lors  il  n’y  a pas  lieu  à déterminer  une  équation 
finale  en/,  puisque  le  nombre  des  valeurs  de  / est  infini. 

Si  D était  fonction  de  x seulement,  on  concevrait  l'équation 
D = o résolue  par  rapport  à x;  ce  qui  donnerait  une  ou  plusieurs 
valeurs  pour  cette  inconnue.  Chacune  de  ces  valeurs,  substituée 
dans  A'  X D = o et  B'  X D = o en  même  temps  qu’une  valeur 
de  / tout  î*  fait  arbitraire,  vérifierait  ces  deux  équations,  puis- 
que D devient  nul  par  l’effet  seul  de  la  substitution  de  la  valeur 
de  x.  Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  équations  proposées  admet- 
traient bien  un  nombre  fini  de  valeurs  poqr  x,  mais  une  infinité 
de  valeurs  pour  /;  et  il  ne  pourrait  alors  exister  d’équation 
finale  en/. 

Donc,  toutes  les  fois  que  deux  équations  A = o , B = o , seront 
déterminées , c'est-à-dire  toutes  les  fois  qu’elles  n’admettront  qu’un 
nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  x et  /,  leurs  premiers 
membres  ne  pourront  avoir  de  commun  diviseur  fonction  des 
inconnues,  avant  aucqne  substitution  particulière  faite  pour  l’une 
d’elles. 

N.  B.  Le  cas  où  A et  U auraient  un  diviseur  commun  en  / 
ne  fait  pas  exception  à la  conséquence  précédente , puisque  alors 
il  y aurait  une  infinité  de  valeurs  de  x qui  correspondraient  à 
chacune  des  valeurs  de/  tirées  de  ce  commun  diviseur  égale  à o. 

209.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir  IV- 
quation  finale  en  /. 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  convenable 
de/  est  que,  substituée  dans  les  premiers  membres  des  deux 
équations,  elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x qu’ils  n’a- 
vaient pas  auparavant  (à  moins  que  les  équations  ne  soient  indéter- 
minées , ce  qu’on  /le  suppose  pas } , il  s’ensuit  que  si,  aux.dcux  poly- 
nômes proposés  et  ordonnés  par  rapport  à x,  on  applique  le  procédé 
pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur,  on  n’en  trouvera  gé- 
néralement pas  ; mais,  en  continuant  l'opération  convenablement , 
on  parviendra  à Jtn  reste  indépendant  de  x et  fonction  de  y , qui  , 
égalé  à o , donnera  l'équation  finale  demandée  ; car  toute  valeur 

08. 
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de  » , tirée  de  cette  équation  , rend  nul  le  dernier  reste  de  l’ope- 
ration du  commun  diviseur  ; elle  est  donc  telle  que  , substituée 
dans  le  reste  précédent , elle  rend  ce  reste  diviseur  commun  dos 
premiers  membres  A et  Tt.  Ainsi  chacune  des  racines  de  l’équation 
ainsi  formée  est  une  valeur  convenable  de  »•. 

270.  En  admettant  que  l’équation  finale  fut  complètement  réso- 
lue, ce  qui  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait 
ensuite  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  a-.  Or,  il  est  évident 
qu’il  suffirait,  pour  cela  , de  substituer  les  différentes  valeurs  de  y 
dans  l' avant-dernier  reste , d'égaler  successivement  aojcs  polynô- 
mes en  x (j ai  en  résulteraient , et  d’en  tirer  lés  valeurs  de  x ; car  ces 
polynômes  ne  sont  autre  chose  que  les  diviseurs  en  .r  qui  devien- 
nent communs  à A et  B. 

Mais  comme  l’équation  finale  est,  en  général , d’un  degré  supé- 
rieur au  second , nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à un  autre  cha- 
pitre la  seconde  partie  de  la  théorie  de  l’élimination , laquelle  partie 
a pour  objet  de  déterminer  tous  les  systèmks  de  valeurs  propres  à 
vérifier  deux  équations  d’un  degré  quelconque  à deux  inconnues. 

Nous  nous  proposons  également  de  revenir  sur  la  méthode  qui 
vient  d'étre  exposee,  parce  qu’elle  a quelques  inconvénients  aux- 
quels il  faut  obvier.  Mais  notre  but  était  principalement  ici  de  faire 
voir  comment  deux  équations  d’un  degré  quelconque  étant  don- 
nées , an  peut , sans  supposer  la  résolution  d’aucune  équation , 
parvenir  à une  ‘autre  équation  ne  renfermant  plus  que  l’une  des 
deux  inconnues  qui  entrent  dans  les  proposées. 

27t.  Si  l’on  avait  trois  équations  (t),  (2),  (3),  renfermant  les 
inconnues  x,  r et  z , pour  obtenir  V équation  finale  en  z , c’est-à- 
dire  l'équation  qui  admettrait  toutes  les  valefirs  de  l’inconnue  z, 
susceptibles  de  vérifier  les  trois  •'quations  en  môme  temps  que  cer- 
taines valeurs  de  xet  dej,  il  faudrait,  en  regardant  y comme  connu, 
éliminer  a: entre  les  équations(i}et(2),  puis  entre  (i)et(3) , d’après 
la  méthode  du  numéro  209 , ce  qui  conduirait  à deux  équations  en 
y et  x,  auxquelles  on  appliquerait  la  meme  méthode  pour  éli- 
miner y. 

Même  raisonnement  pour  4 équations  à 4 inconnues,  etc. 
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Pour  le  moment , nous  nous  bornerons  à une  seule  application 
generale  de  la  méthode  d'élimination. 

272.  Soit  propose  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degré  m à une  tculc  inconnue  étant  donnée , 
on  demande  une  autre  équation  dont  tes  racines  soient  une  combi- 
naison déterminée  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

Soit  X*  4-  Px— ' -I-  Qx*- 1 4-  ...  -+-  Tx  U =.o 

P équation  proposée  ; appelons  x',  x",  x"', ...  les  racines  de  cette 
équation , et  désignons  par  u l’inconnue  de  l'équation  qu’on  veut 
former. 

Si  nous  considérons  deux  quelconques  des  racines  de  la  propo- 
sée, par  exemple  r'  et  x",  on  doit  avoir  , par  hypothèse , 

(.)  • *=F(x',x<y 

[la  lettre  F,  qui  s’énonce  /onction  de.  . . , exprimant  ici  un  Certain 
système  d’opérations  qu’il  faut  effectuer  sur  les  deux  racines  x'  etx" 
pour  obtenir  la  valeur  de  «]. 

D’un  autre  cAté,  puisque  x'  et  x"  sont  des  racines  de  l'équation 
donnée  , on  doit  avoir  les  deux  relations 

(a)  x'"  4-  Px'"-1  -I-  Qx'"-’  4-  ...  4-  Tx'  4-  U = o , 

(3)  x""  4-  Px"  — 1 4-  Qx"  — 3 4-  • • • 4-  Tx"  4-  U = o. 

Les  équations  (*i),  (a)  et  (3)  peuvent  donc  être  regardées 
comme  les  équations  du  problème;  et  toutes  les  fois  que  la  nature 
de  la  combinaison  ou  fonction , exprimée  par  la  lettre  F , sera  con- 
nue et  définie  , il  suflira  d’éliminer  x'  et  x"  entre  ces  trois  équa- 
tions. 'L'équation  finale  en  u sera  l’équation  demandée.  En  effet , 
le  résultat , ne  renfermant  plus  aucune  trace  des  deux  racines  par- 
ticulières x ' et  x"  puisqu'on  les  aura  éliminées,  conviendra  à toutes 
les  racines  x',  x",  x",  .*. . , et  aura  par  conséquent  pour  racine  une 
combinaison  (exprimée  par  le  caractère  F)  de  deux  quelconque's 
des  racines  de  la  proposée. 

275.  Cherchons , rommr  cas  particulier  de  la  question  précé- 
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dente,  une  équation  dont  les  racines  soient  lu  différences  entre 
deux  quelconques  des  racines  d'une  équation  donnée.  C’est  ce 
qu’on  appelle  I’équation  aux  differp-wces. 

Solution.  — Soient  xm  P.r“~ 1 =-0 l’équation  pro- 

posée , x',  x" , x"’, ...  ses  m racines  ; et  appelons  u la  valeur  d’une 
quelconque  des  différences 

x" — x',  x " — x',  x'  — x”,  x'  — x",.... 

On  a d’abord  , en  vertu  de  l’énoncé , cette  première  relation 

(1)  « = .x"  — x'. 

D’ailleurs,  x'  et  x"  étant  des  racines  de  la  proposée , doivent  sa- 
tisfaire , et  donnent  par  conséquent 

(2)  x'"  -H  Px'— 1 -4-  ...  = o, 

(3)  x 4-  Px"  — 1 4-  ...  =0; 

il  s’agirait  (n°  272)  d’éliminer  x',  x",  entre  les  équations  (1),  (2) 
et  (3).  . 

Mais  comme  de  la  relation  (1)  on  déduit  x"  = x'  4-  u , d’où, 
substituant  dans  l’équation  (3), 

(4)  (x'  4-  “)■  4-  P(x'  4-  «)— 1 4-  . . . = o , 

il  s’ensuit  que  la  question  est  ramenée  & éliminer  x'  entre  les  équa- 
tions (2)  et  (4). 

Or,  l’équation  (4)  développée  prend  (n°  2C3)  la  forme 

Z' 

X'4-Y'«4 «>  4-  ■ . ■ 4-  «"  = o; 

2 

et  si  l’on  observe  que  X'  n’est  autre  chose  que 
x'm  4-  P*'— 1 4- 

expression  qui  doit  être  nulle  d’après  la  relation  (2) , la  dernière 
équation,  débarrassée  du  terme  X',  et  (fi visée  ensuite  par  u , se 
réduit  à 

Z'  V' 

Y'  4 « 4 5 «’  4-  . . . 4-  u — 1 = o. 

2 2.3 
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Donc  enfin  , I équation  cherchée  résulte  de  l'élimination  de  x'  en- 
tre les  deux  équations 

7/  -----  o, 


Y' 


Z' 

— u + 
9 


Ainsi , règle  générale  : Pour  former  l'équation  aux  différences 
des  racines  d’une  équation  proposée  , il  faut  éliminer  x ' entre  l’é- 
quation X ' = o qu’on  déduit  de  la  proposée  en  y remplaçant  x 
par  x',  et  l’équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  f -f-  n)  à 
la  place  de  x , cette  résultante  étant  d’abord  débarrassée  de  son 
dernier* terme  X et  divisée  ensuite  par  u. 


N.  B.  — i”.  Dans  la  pratique,  on  se  dispense  de  mettre 

l’accent  sur  la  lettre  x , c’est-à-dire  qu’on  éliminé  directement  x 

entre  la  proposée  X = o , ou  x m -+-  Px  " ~ 1 . . . = o , et  l’équa- 

Z Z 

tion  Y -t — u . . . -f-  um~'  — o,  dans  laquelle  Y,  sont 
a 2 


composes  en  x,  comme  Y',  — , . . . sont  composes  en  x'. 

Le  résultat  de  l’élimination  est  évidemment  le  même. 

2° . Après  avoir  pose  dans  l’équation  X = o , x-f-  u à la  place 
de  x , ce  qui  donne 

Z 

X + Y«  H — = o, 

2 


on  omet  le  terme  X , comme  formant  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée , et  l’on  obtient  une  nouvelle  équation 
Z 

Y « H — u ’ -4-  t . . -t-  « " = o , 

2 , 

dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  u , ou , ce  qui  retient  au 
meme  , qui  est  satisfaite  par  u — o.  Cola  doit  être  , puisque , parmi 
les  différences  entre  les  racines,  il  faut  compter  celle  qui  existe 
entre  chaque  racine  et  elle-même  ; mais  si  l’on  supprime  ce  fac- 
teur u , l’équation  ne  renferme  plus  alors  que  les  différences  entre 
chacune  des  racines  et  toutes  tes  autres.  Or  ce  sont  les  seules  dif- 
férences que  nous  aurons  besoin  de  considérer  par  la  suite. 
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U74.  Soit , par  exemple , à déterminer  l’équation  aux  différences 
des  racines  de  l'équation  xi  — 6x  — 7=0. 

Ou  a d’abord  , en  vertu  de  la  loi  de  formation  (n°  ÏG5) , 

Z V 

X =:  x1  — 6x  — 7,  Y = 3x3  — 6,  - = 3x,  — i ; 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

x 3 — 6x  — 7 = 0, 

3x3  — 6 -t-  3x . « -+-  u7  — o , 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  x.  t 

Si  l'on  applique  à ces  deux  équations  le  procède  du  n°  2G9 , 
on  obtient  pour  l’équation  finale  en  u , 

«'  — 36«‘  -4-  324«3  •+•  4^9  ==  °- 

C’est  l’équation  aux  différences  des  racines  de  la  proposée. 

278.  Composition  et  forme  de  l'équation  aux  différences. 

On  peut  reconnaître  à priori , pour  toute  équation  dp  degré  m , 
la  forme  et  la  composition  de  l’ équation  aux  tlifférenecs  des  racines 
de  cette  équation . 

Désignons  toujours  par  x',  x",  x"',. . . les  racines  de  la  pro- 
posée, par  u l’une  quelconque  des  différences  ; et  observons  que , 
si  l’une  des'  différences  est  x"  — x',  il  en  existe  nécessairement 
une  autre,  x'  — x",  qui  ne  diffère  de  celle-là  que  parle  signe; 
c’est-à-dire  que  , si  a.  est  une  valeur  de  u , — a en  est  néces- 
sairement une  autre;  de  même,  6 étant  une  racine,  — 6 en  est 

une  autre , etc. ...  * 

' • 

Donc  le  premier  membre  de  l’équatiop  en  u peut  être  mis  sous 
la  forme 

( u — ac)  (u  -h  a ) (h  — 6 ) («  -f-  5 ) («  — y)  («  -+•  y J . . . =0. 
ou,  en  multipliant  les  facteurs  deux  à deux  , 

(m1  — a3)  (« 3 — s3)  (ti ; — y1)-  ■ ■ — O. 

Donc  cette  équation  est  de  degré  pair,  et,  de  plus,  ne  renferme 
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que  des  puissances  de  degré  pair  de  l’inconnue  ; c’est-à-dire  qu’elle 
est  de  la  forme 


«»"  4-  P 4-  Q'uJ"-'  4-  ...  4-  T'u’  -+-  U'  = o.- 

Le  degré  2 n est  d’ailleurs  égal  à m ( m — 1 ) , ou  bien  (n-*  140)  au 
nombre  d’arrangements  deux  à deux  que  l’on  peut  faire  avec  un 
nombre  m de  lettres. 

Si,  dans  l’équation  précédente,  on  pose,  pour  simplifier, 
«’  = z,  elle  devient  * * 

i"  -+-  P'**-’  4-  Q'z"  - 1 4-  ...  4-  T'*-+-  li'  = q, 


équation  d’un  degré  sous-double 


j , dont  le*  ra- 


cines sont  les  carrés  des  différences  entre  x',  x" , x", ...  ; 

Car,  en  mettant  dans  la  relation  11 1 = z , à la  place  de  u , ses 
différentes  valeurs , x"  — x' , x'"  — on  obtient 

z—{x"—x')\  (**’  — x')\... 


L’équation  en  s , à laquelle  on  est  parvenu  tout  à l’heure , s’ap- 
pelle , pour  cette  raison  , l’équation  aux  carrés  des  différences  ; et 
on  la  considère  ordinairement  de  préférence  à PéqOalion  aux  dif- 
férences , comme  étant  d’un  degré  sous-double. 

Ainsi,  dans  l’exemple  du  numéro  précédent,  l’équation  aux 
différences  est  du  6"  degré,  c’est-à-dire  d’un  degré  marqué  par 
3(3 — 1),  ou  par  6.  Elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré 
pair  ; et  si  l’on  pose  « 1 = z , elle  devient 

ï3  — 36s’  4-  324*  4-  4^9  = 0, 


équation  dont  les  raciqes  sont  les  carrés  des  différences  des  racines 
de  la  proposée. 

L’équation  aux  différences,  ou  plutôt  IVquation  aux  carrés 
des  différences,  nous  sera  très-utile  par  la  suite. 
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§ 111.  Des  Equations  susceptibles  d abaissement. 

On  comprend  sons  ce  titre  toutes  les  équations  dont  deux  ou 
plusieurs  racines  ont  entre  elles  des  relations  particulières  , parce 
qu’en  general  on  peut  faire  dépendre  la  résolution  de  ces  équations 
de  celle  d’autres  équations  de  degré  moindre.  Telles  sont  les  équa- 
tions qui  ont  des  racines  égales  ; c’est-à-dire  dont  le  premier 
membre  (n°  240)  contient  des  fecteurs  égaux. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à ces  classes  d’équations 
s’appellent  méthodes  d’abaissement , et  doivent  être  regardées , 
jusqu’à  un  certain  point,  comme  une  branche  de  la  transforma- 
tion des  équations,  puisque  le  but  général  de  cette  théorie  est  de 
ramener  la  résolution  d’une  équation  à celle  d’une  équation  plus 
simple. 

MÉTHODE  DES  RACINES  ÉGALES. 

276.  Dire  qu’une  équation  a des  racines  égalés,  c’est  dire 
(nu  240}  que  son  premier  membre  a des  facteurs  égaux  ; dès  lors , 
le  premier  polynôme  dérivé,  qui  est  (n°  264)  la  somme  des  pro- 
duits (m  — i ) à (m  — i)  des  m facteurs , contient  dans  chacune 
de  ses  parties  au  moins  une  fois  le  facteur  qui  entre  plusieurs  fois 
dans  la  proposée.  Donc  , il  doit  exister  un  commun  diviseur  entre 
le  premier  membre  de  la  proposée  et  son  premier  polynâme  dérivé. 

Mais  de  quelle  manière  ce  commun  diviseur  se  compose-t-il  au 
moyen  des  facteurs  égaux  de  la  proposée  ? C’est  ce  qu’il  s'agit 
maintenant  d’examiner. 

277.  Une  équation  étant  donnée,  on  demande  de  reconnaître  si 
elle  a des  racines  égales,  et,  autant  que  possible , de  déterminer  ces 
racines. 

Désignons  par  X le  premier  membre  de  l’équation 

x”  -+-  Px"-1  -+-  Q.r"— ’ -+-  . . -+-  Tx  + D=o; 

supposons  qu’il  renferme  n facteurs  égaux  à x — a,  n facteurs 
égaux  à x — b,  n"  facteurs  égaux  à x — c,  ...  , et  qu’il  con 
tienne  en  outre  les  facteurs  simples  x — p,  x — q , x — r,  ...; 
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en  sorte  que  l’on  ait 

X = (x  — af  (x  — by  (x  — c)*".  . . (x  — p)  (x  — q)  (x — r ).  . . 


Si  l’on  considère  Y , ou  le  polynôme  dérivé  de  X , on  a vu 
(n'“  904)  que  ce  polynôme  est'la  somme  des  quotients  de  In  division 
de  X par  chacun  des  m facteurs  du  premier  degré  de  Id  proposée. 
Or , comme  X renferrtie  n facteurs  égaux  à x — a , on  aura  d’a- 

X 

bord  n quotients  partiels  égaux  à - ; même  raisonnement 

pour  chacun  des  facteurs  égaux,  x — b,  x — e,.  . , ; d’ailleurs, 

X*  X 

on  ne  peut  former  qu’un  seul  quotient  égal  à — , , 

X 

, . . . . Ainsi , Y est  nécessairement  de  la  forme 

x — r 


nX  n'X  n"X  XXX 

1 H h- ..H h- 1 

x — a x — b x — c x — p x — q x — r 


D’après  cette  composition  du  polynôme  Y,  il  est  visible  que 
(x  — a)*-1,  (x  — by~',  (x — . ..  sont  des  facteurs  com- 
muns à toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 

(x  — a)*-1  (x  — by~'  (x  — e)*"-1 ...  • 

est  un  diviseur  relatif  de  Y (n°  250);  d’ailleurs  X renferme  aussi 
évidemment  ce  diviseur;  ainsi  X et  Y ont  pour  commun  diviseur 
relatif  (x  — a)*-1  (x  — A)"'-1  (x  — cf . . ; je  dis  maintenant 
que  c’est  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs 
premiers  de  X sont  x — a,  x — r b,’x  — e,...  etx  — p,  x — y, 
x — r,  . . .;  or  Y ne  peut  avoir  pour  diviseur  x — p,  x — y, 
x — r,  . . .,  puisque  chacun  d’eux  entre  comme  facteur  dans 
toutes  les  parties  de  Y,  une  seule  exceptée. 

Donc  enfin,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X et  Y est 
I)  = (x  — ày~'  (x  — by~‘  (x — ey~'.  . . ; 

c’est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  te  produit  des 
facteurs  qui  entrent  plusieurs  fois  dans  ta  proposée,  élevés  respec- 
tivement à des  puissances  dont  les  exposants  sont  moindres  d’une 
unité  que  dans  ta  proposée. 
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278.  De  là  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  : 

Pour  reconnaître  si  une  équation  X = o renferme  des  racines 
égales , formez  Y ou  le  polynôme  dérivé  de  X ; puis  cherchez 
(n“  248)  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  X et  Y j si 
vous  n’en  trouvez  pas , l’équation  n'a  pas  de  racines  égales  ou  de 
facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvez  un , et  que  ■ce  commun  diviseur  D soit  du 
premier  degré , ou  de  la  forme  x — h , posez  x — h = o , d’où 
x = h;  vous  pouvez  alors  conclure  que  l'équation  a deux  racines 
égales  à h , et  n’a  que  cette  seule  espèce  de  racines  égales  dont 
vous  pouve»la  débarrasser  en  divisant  X par  (x  — h )*. 

Si  D est  du  second  degré  en  x , résolvez  l'équation  D = o;  il 
peut  arriver  deux  ras  : ou  les  deux  racines  sont  égales,  ou  elles 
sont  inégales.  i°  — Si  vous  trouvez  D = (x  — h )’,  vous  pouvez 
en  conclure  que  l'équation  a trois  racines  égales  à h,  et  n'admet 
que  cette  seule  espèce  de  racines  égales  dont  vous  pouvez  la  dé- 
barrasser en  divisant  X par  ( x — h)1.  2° — Si  D est  de  la  forme 
(x  — h ) yx  — h’),  c.’est  que  la  proposée  a deux  racines  égales  à 
h , et  deux  racines  égales  à h',  dont  on  la  débarrasse  en  divisant 
X par  (x — h )*  ( x — • A')’,  ou  par  D’. 

Supposons  maintenant  que  D soit  d’un  degré  quelconque;  il 
faut,  pour  connaître  les  diverses  espèces  de  racines  égales,  et  le 
nombre  des  racines  de  chaque  espèce , résoudre  complètement  l’é- 
quation D = o;  et  toute  racine  simple  de  D = o sera  double  dans 
la  proposée;  toute  racine  double  de  D = o sera  triple  dans  la  pro- 
posée; et  ainsi  de  suite. 


279.  Appliquons  cette  méthode  à quelques  exemples. 

On  demande  si  l'équation  x*  — l 2X1  -+-  19X1  — 6x  + 9=00 
des  racines  égales. 

On  a (n°  262),  pour  le  polynôme  dérive  , 

8x‘  — 36j’  -+-  3Rr  — 6. 


Or,  en  cherchant  (n"  2S0)  le  plus  grand  diviseur  relatif  com- 
mun a ces  deux  polynômes,  on  trouve  D—x — 3 — o,  d’oô 
x =z  3 ; la  proposée  a donc  deux  racines  égalés  à 3. 
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Divisant  son  premier  membre  par  (x  — 3)’,  ou  obtient 
2x3  -4-1=0;  d’où  x = ± \\‘  — 2. 

Ainsi  l'équation  est  complètement  résolue,  et  elle  a pour 
racines , 

3,  3,  -4-  -y  — 2,  et  — 4 V — 2. 

Soit  pour  second  exemple,  x3 — 2x'-f-3x‘ — 7.r-+-  Sx — 3=o  ; 
on  a pour  le  polynôme  dérivé , 5x‘ — Sx'-f-gx7—  14x4-8, 

et  pour  commun  diviseur,  x3 — 2.r-M  ou  (x — 1)>; 

donc  la  proposée  a trois  racines  égales  à 1 . 

Divisant  son  premier  membre  par  (x — i)3  ou  par 

•i"1  — 3 .r1  -4-  3x  — t,  on  trouve  pour  quotient 

x1  + *+3  = o;  d’où  x = * ^ ? 1 - ' 

2 

l’équation  est  donc  encore  complètement  résolue. 

Soit  lu  Hnuvclle  équation 

x'  -4-  5x‘  4-  6xs  — 6x‘  — t5x3  — 3x>  -+-  8x  -f-  4 = « » 
le  polvnôme  dérivé  est 

7x*  -I-  30X3  4-  30X3  — 24^  — 45xJ  — 6x  4-  8; 
et  l’on  trouve  pour  commun  diviseur, 

x*  4-  3x'  -t-  x 3 — . 3x  — 2. 

L'équation  x*  4-  lr'  4-  x1  — 3x  — 2 =-o  ne  peut  pas  être 
immédiatement  résolue;  mais  en  y-  appliquant  la  méthode  des 
racines  égales,  c’est-à-dire  en  recherchant  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  entre’le  premier  membre  et  son  polynôme  dérivé , 
4x*  4-  ijx’ -f-  2x  — 3,  on  trouve  pour  commun  diviseur,  x 1 ; ce 

qui  prpnve  que  x-t-i  entre  au  carré  dans  x*4-  Sx’-f-x’ 3x 2 , 

et  au  cube  dans  le  premier  membre  de  la  proposée. 

Si  l’on  divise  x‘4-3xj4-x:i — 3x— 2 par(x-t-i)3  ou  x'4- 2x4-1, 
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il  vient  pour  quotient,  x’  4-  j:  — 2 , polynôme  qui,  égalé  à zéro, 
, donne  les  deux  racines  x = i , x — — 2 , ou  les  deux  facteurs 
x — 1 et  x + 2.  On  a donc 

x*  -+-  3x’  4-  x4  — 3x  — 2=  (r-(-  1)’  (x  — 1 ) (x  4-  a). 
Ainsi , le  premier  membre  de  la  propos»*  est  de  la  forme 
(x  -+-  i)J  (x  — 1)1  (x  4-  2)’; 

ou  bien  , en  d’autres  termes , l’équation  a trois  racines  égalés  à 
— i , deux  égales  à 4-  1 , et  deux  égales  à — 2. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 

i°...  x'  — 7x*  -i-  iox*  22x'  — 43**  — 35x’  4-  48x  4-36  = o, 
(x  — a):  (x  — 3)’  (x  4-  1 Y = o ; 

20...  x: — 3x®  4-  g** — îgx*  4-27X5  — 33x’  4-  27X — g=o, 
(x  — 1 )*  (x1  4~  3)1  = o. 

280.  Lorsqu’on  appliquant  la  méthode  precedente,  on  obtient 
une  équation  ’ D = o d’un  degré  supérieur  au  second , comme 
cette  équation  peut  elle-même  être  soumise  à la  méthode , on 
parvient  souvent  ainsi  à opérer  la  décomposition  de  D = o en 
ses  facteurs  ; et'  l’on  connaît  par  ce  moyen  les  différentes  espèces 
de  racinn  égales  de  l’équation  X = o , ainsi  que  le  nombre  des 
racines  de  chaque  espèce.  Quant  aux  racines  simples  de  X = o , 
on  commence  par  dégager  cette  équation  des  facteurs  égaux 
qu'elle  renferme  ; et  l’équation,  résultante , étant  résolue , fait 
connaître  ces  racines  simples. 

I.es  racines  égalés  de  X = o ne  peuvent  pas  toujours  être 
découvertes  immédiatement  : c’est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
lorsque  D n’a  <jue  des  racines  simples  et- surpasse  le  second  de- 
gré , auquel  cas  chacune  Je  ces  racines  entre  deux  fois  dans 
la  proposée  -,  et  l’on  ne  pfcut  les  obtenir  qu'en  résolvant  l’équà- 
tion  D = o d’après  «les  méthodes  que  nous  exposerons  ultérieu- 
rement. 

• * 

281.  Mais  pour  ne  rien  laisser  à désirer  sur  cette  madère, 

nous  allons  faire  voir  que,  quelle  que  soit  l'équation  proposée,  si 
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elle  a des  racines  égales  , on  peut  toujours  faire  dépendre  sa  réso- 
lution de  celle  d’une  suite  d'équations  dont  la  première  n'admet  »,  , 
que  les  racines  simples  de  la  proposée,  une  seconde  les  racines 
doubles  (c’est-à-dire  les  racines  qui  y entrent  deux  fois),  une  troi- 
sième les  racines  triples,  etc. 

En  effet,  soit  X = o l’équation  proposée,  et  désignons  par  X' 
le  produit  des  facteurs  du  premier  degre  qui  correspondent  aux 
racines  simples;  par  X le  produit  des  facteurs  du  premier  degré, 
correspondant  aux  racines  doubles;  par  X",  X,v,  . . . le  produit 
des  facteurs  correspondant  aux  racines  triples,  quadruples,  . . 
en  sorte  que  l’on  ait 

X = X'.X' S.X*'5.X,T,.X*‘.  . 

il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  n°  277  , que  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  X et  son  polynôme  dérivé,  Y , est  de  la  forme 

D = X''-.X'",.X,T,.X’,‘.  . ., 

puisque  les  facteurs  égaux  de  la  proposée  doivenfentrer  dans  D 
à une  puissance  dont  l’exposant  est  moindre  d’une  unité  qüedans 
la  proposée. 

Cela  pose , opérons  sur  D comme  nous  avons  opéré  sur  X , et 
désignons  par  D'  le  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre 
D et  son  polynôme  dérivé.  On  a 

D'  = X" . X,VI . X"*.  . . . 

On  trouverait  de  même,  en  opérant  sur  D'  comme  on  a Opéré 
sur  D et  X , 

D"  = X^.X”.  . .; 

et  enfin  D"  = X\ 

(Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  5 soit  le  plus 
grand  nombre  de  fois  qu’une  même  racine  entre  dans  l’équation 
proposée , c’est-à-dire  que  l’équation  D'"  — o n’ait  que  des  racines 
simples.) 

Actuellement,  si  l’on  divise  successivement  X par  D,  D par  D', 

D'  par  O",  D"  par  D",  et  qu’on  désigne  respectivement  par  Q,  Q', 

Q",  Q"  les  quotients  obtenus  , on  pourra  former  le  tableau  sui- 
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vant  : 


' X = X'X"»X,'‘X,’"X”) 

)Q  .= 

D = X"X*”X,,5Xvt  \ 


D'  = X"X,r,XYJ 
D"  = X”Xr’ 
D"=  Xv  = o 


X'X"X’X" 

X"X«X”X’ 

X"X1TXV 

X^X* 


XY)Q 

$Q’ 

k 

(q 

j<r 

io* 

<T 

D* 


= X'  =o 


= X" 
= x* 

= X" 


= o 
— o 
= o 


D’où  l’on  voit  que , par  le  moyen  de  trois  systèmes  d’opérations , 
savoir  : une  série  d’opérations  du  plus  grand  commun  diviseur  et 
deux  séries  de  divisions , on  parvient  à isoler  successivement  les 
facteurs  X',  X",  X'”,  X,T  et  XT,  qui,  égalés  séparément  ’à  o, 
donnent,  la  première,  les  racines  simples,  la  seconde,  les  racines 
doubles , etc. 

Il  est  k remarquer  d’ailleurs  que  le  degre  de  X'  = o exprime  le 
nombre  des  racines  simples  de  la  proposée  ; le  degré  de  X"  = o , 
le  nombre  des  racines  doubles,  celui  de  X"  = o , le  nombre  des 
racines  triples,  etc.;  et  la  resolution  complète  de  ces  équations 
fait  connaître  les  différentes  espèces  de  racines  doubles,  triples, 
quadruples,  etc. 

Ainsi  la  méthode  des  racines  égales  n’est  pas , en  général , une 
méthode  de  resolution  complète  , mais  bien  une  méthode  d’abais- 
icment.  Ce  n’est  que  dans  le  cas  où  les  équations  X'  = o , X"  = o, 
X"’  = o, . . . ne  sont  que  du  premier  ou  du  second  degré,  qu’on 
peut  obtenir  immédiatement  toutes  les  racines  de  l’équation  pro- 
posée. ' 

28 2.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à la 
recherche  des  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients 
d’un  polynôme  en  x du  second,  du  troisième, . . . degré,  pour  que 
ce  polynôme  soit  un  carré,  un  cube,...  parfait.  I)  suffit,  pour 
cela-,  de  former  le  polynôme  dérive  du  polynôme  proposé,  puis 
d’exprimer  (na  277)  la  condition  necessaire  pour  que  ce  polynôme 
dérive  soit  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 
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Soit,  par  exemple  , le  trinôme  du  second  degré  ax1  -+-  bx  -f-  c, 
dont  le  polynôme  dérivé  est  %ax  -+-  h , 

2a  x'  -+-  2.bx  4-  2r  | 2ttx  -+-  b 

• bx  le  f je  -f -b 

labx  -f-  4 ar 
4 ac—b\  ' 


En  appliquant  à ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus  grand 
commun  diviseur  avec  ses  modifications  (n°  259j,  on  trouve 
pour  reste,  4 ac — 41  ; et  si  l’on'  suppose  4oc  — 4’  = o , ou 
b'  — 4ac=  ° > 2ax-(-  b sera  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
eix1  -H  bx  -+■  c et  son  dérivé  qui  n’est  autre  chose  que  2ax  -h  b 
lui-même;  ainsi  l’on  peut  regarder  ax’-i-bx-hc  comme  le 
carré  de  2ax-hb,  à un  facteur  quelconque  près,  indépendant 
de  x. 

On  a vu  en  effet  (n°  112)  que  b1  — ^ac  = o est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu’un  trinôme.du  second  degré  soit 
tin  carré  parfait. 

Soit  encore  le  polynôme «x1  bx'  + a h - rf, 

dont  le  dérivé  est 3ax’  -+-  2 b#  -+-  c ; 


en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  On  trouve  pour 
reste,  (6ac  — • a4’)  x -f- garf — .bc.  Or,  si  l’on  écrit  que  ce  reste 
est  nul,  on  établit  la  condition  que  3«x’  -+-~>.bx  -t-  c est  commun 
diviseur  entre  le  polynôme  et  son  dérivé  ; mais  ce  reste  doit  être 
nul  quelle 'que  soit  la  valeur  de  x;  ainsi  (nD  180),  on  a séparément 


6/ic — 2 b'  — o,  — bc  = o. 

b » 

En  effet , la  première  de  ces  deux  conditions  donne  c = — , et 

• » 

b c b 3 . * 

la  seconde,  d= — = -- — d’où,  substituant  dans  le  polynôme 
ga  27  J 

proposé , 

ax3+bx'+cx+d=a  fx3  + -x'+^—x+-^—\  = a(x-\--^-']  . 

\ 3 «*  2707  \ 3 a) 

Meme  raisonnement  pour  les  polynômes  du  quatrième,  du  cin- 
quième , . . . degre. 

Mg.  B.,  9*  éd.  2y 


Digitized  by  Google 


» 


45o  aIjtius  tmiuniiss 

N.  B.  — Les  deux  relations  6oe  — zb'  = o , — bc  = o , 

entraînent  nécessairement  la  condition  que  le  dérivé  3ax’-t-aèx-4-e 
soit  un  carré  parfait ; car  si  les  deux  facteurs  du  premier  degré 
en  x,  dont  il  se  compose,  pouvaient  être  inégaux,,  comme,  d’a- 
près la  théorie,  ces  facteurs  devraient  se  trouver  à la  deuxième  puis- 
sance dans  le  polynôme  proposé,  il  faudrait  alors  que  celui-ci  fût 
au  moins  du  quatrième  degré  , tandis  qu’il  n’est  que  du  troisième. 

Et,  en  effet,  la  condition  pour  que  3 ur1  -+-  zbx  4-  c soit  un 
carré  parfait , est , comme  on  l’a  vu  tout  à l’heure , 

(2 b)1  — 4 • 3ac  — o , ou  b ’ — 3 ac  = o ; 

et  cette  relation  rentre  dans  la  première  des  dèux  relations  ci- 
dessus. 

Autres  applications  de  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

285.  Le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  sert  encore  , 
dans  d’autres  cas,  à -abaisser  le  degré  d’une  équation  : tel  est  ce- 
lui où  l'on  donne  d’avance  une  certaine  relation  entre  deux  des 
racines  de  l'équation  proposée. 

Soit , pour  fixer  les  idées , l’équation  générale 

(1)  x"  -+-  Px— ' -f-  Qx"~ 1 -f-  . . . -t-  Tx  -(-  U = o, 

et  supposons  qu'entre  deux  des  racines  a et  b , on  ait  la  relation 
b ==  ka  -f-  h (k  et  h étant  des  nombres  connus  et  donnés  à 

priori). 

Puisque  l’équation  ( 1 ) doit  être  satisfaite  par  les  deux  quantités  a 
et  ka  -f-  h , il  s’ensuit  que  , si  l’on  met  dans  cette  équation,  kx  h 
à la  place  de  x , ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

(2)  (*x  + P (Ax +*)■-•-+-  ...  + T(Ar-|-A)-+-U  = o, 

les  .équations  (1)  et  (2)  doivent  être  satisfaites  par  une  même  va- 
leur a ; donc  (n°  237)  il  doit  exister  un  commun  diviseur  relatif 
entre  les  deux  premiers  membres. 

Ainsi , en  appliquant  à ces  detW  yplynômes  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  relatif,  et  égalant  à o le  diviseur  obtenu  , 
on  en  tirera  la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  valeur,  substituée 
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dans  la  relation  b = la  ’-f-  h , fera  connaître  In  valeur  corres- 
pondante de  b. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en.x,  on  peut  en 
conclure  que  deux  racines  seulement  de  l’équation  ont  entre  elles 
la  relation  donnée.  Si  ce  diviseur  est  du  second  degré,  c’est  qu’il 
existe  deux  couples  de  racines  qui  jouissent  de  cette  propriété  ; 
et  leur  détermination  ne  présente  encore  aucune  difficulté.  Après 
quoi,  l’on  pourra  diviser  le  premier  membre  de  la  proposée  par 
chacun  des  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux  ra7 
cines  obtenues.  . - . 

En  général , soit  D le  commun  diviseur  auquel  on  est  parvenu. 
La  résolution  de  l’équation  proposée  ne  dépend  plus  que  de  la  ré- 
solution de  l’équation  qu’on  obtient  en  divisant  le  premier  membre 
de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs  du  premier  degré  qui  cor- 
respondent aux  racines  de  D — o et  à celles  qu’on  a déduites  .de 
la  relation  b = ka  ■+■  h. 

Soit  pour  exemple  l’équation 

(i)  x ‘ — -+-  4&r’  — 71X  -H  3o  = o, 

dont  nous  supposerons  que  deux  des  racines  a et  ù sont  liées  par 
la  relation  b = la  -+■  i . 

En  mettant  ix  -t-  i pour  x dans  la  proposée  , et  développant  les 
calculs , on  obtient , toute  réduction  faite , 

8x'  — 32xJ  36xJ  — 7 x — a = o. 

Appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la  pro- 
posée le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  , on  parvient  au 
diviseur  relatif  x — 2 ; ce  qui  donne 

x — 2 = 0;  d’où  x = 2,  ou  a =.  2. 

Celle  valeur  de  a , substituée  dans  la  relation  b = ia  4-  1 , 
donne  ensuite  b = 5.  • , 

Le  premier  membre  *de  la  proposée  est  dope  divisible  par 

(x  — 2)(x  — 5)  nu  x1  — '7-r-t-  10; 

2<J- 
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et  en  effectuant  cette  division  , on  a pour  quotient 

5 i 

x’  — 5x  + 3 = o,  d’où  x = - zh  - J i3. 

2 2 ’ 

L’équation  proposée  se  trouve  donc  ainsi  çomplétement  résolue. 

Des  équations  réciproques. 

284.  Parmi  les  équations  susceptibles  d’abaissement , on  distin- 
gue particulièrement  les  équations  dites  réciproques  ; ce  sont  celles 

qui  restent  les  mêmes  lorsqu'on  y change  icn  - . 

X 

Ainsi , par  exemple , toute  équation  de  la  forme 
je”  -f-  pxm~'.  qxm~1  qx'  ■+-  px  -+•  I = o,  . 

c’est-à-dire  telle  que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance 
des  extrêmes  soient  égaux  entre  eux,,  est  une  équation  récipro- 
que ; car  si  l'on  y remplace  x par  - , elle  devient 


d’où,  en  multipliant  par  x*,  et  renversant  l’ordre  des  termes, 

x"  +pxm~'  qxm~'  + ...  -h  qx’  px  -h  i ro, 

équatic/n  identique  avec  la  proposée. 

La  dénomination  de  réciproques,  donnée  à ces  équations , vient 

de  ce  que,  si  l’on  suppose  que  a est  racine,  - l’est  nccessaire- 
ment,  aussi. 

288.  Afin  de  pouvoir  assigner  la  forme  générale  des  équa- 
tions réciproques,  nous  considérerons  successivement  le  cas  où 
l’équation  est  de  degré  impair,  et  celui  où  elle  est  de  degré 
pair. 

Premier  cas.  — Soit  une  équation  quelconque  de  degré 
impair, 

(l)  x’"+ 1 -t-^x1*  -+-  qx’,“~'  -f-  . • • -f-  SX 1 -f-  tx  u — O. 
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Pour  que  cette  équation  soit  réciproque , il  faut,  d’après  la  défini- 
tion, qu’elle  reste  la  même  lorsqu'on  y remplace  x par  -. 
Effectuons  cette  substitution  ; il  vient 

i p q s t 

• ■■  + — — -f-  -f>  • • • . -4"  — -f-  — -4-  u c o i 

1»+'  x1"  X1"-1  X1  X 

d’où,  multipliant  parx’"  + ',  divisant  par  « , et  renversant  l’ordre 
des  termes, 

(a)  +-x**  -4-  - x**-'  -4-  . . . -+-  -x’H--x-t--  = o. 

' ' . u u u u u 

Or,  pour  que  les  équations  (i)  et  (2)  soient  identiques  entre  elles , 
il  faut  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x soient  égaux , 
c’est-à-dire  que  l’on  ait  les  relations 


On  déduit  de  la  dernière,  u ’ =c  1 , d’où  u = ± 1 ; et  si  l’on  prend 
d’abord  la  valeur  u = -4-  1 , il  en  résulte 

t=p,  t — q — s,  p = t. 

Prenant  ensuite  la  valeur  u = — 1 , on  trouve 

t = — P,  J = — y,...,  q = — s,  p = — f; 

d’où  l’on  voit  qu'une  équation  du  flegré  impair  est  réciproque 
quand  les»coefïicients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  même  signe,  ou  bien  égaux  et  de  signes  Con- 
traires. Elle  ne  peut  d’ailleurs  être  réciproque  que  dans  l’un  de  ces 
deux  cas. 

Secohd  cas.  — Soit  une  équation  quelconque  de  degré  pair , 

(3)  x3*  -\-px'H— 1 -+-  qxin— rx"  •+• . . . -t-rx’+fx  -f-  « =0. 

{ Dans  ce  cas , comme  le  nombre  total  des  termes  est  in  -t-  1 , le 
terme  rx ■ est  à égale  distance  des  deux  extrêmes.  ) 
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Remplaçons  x par  - 'dans  cette  équation  ; il  vient 

% * 

1 p q r s t 

— — H H ■+■  •••H r-H  ••'•H r H h « = O; 

X1  X3*  1 X?"  7 Xn  X ’ X 

d'où,  multipliant  par  x:",  divisant  par  u,  et  renversant  l’ordre 
des  termes , 

(4)  x1"  -t--  x,,-lH — ■r1*- ’-h.-H — x 4- -x-t--  =0: 

« u u u u u 


or , pour  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient  identiques  entre  elles , 
il  faut  que  l’on  ait  les  relations 


u. 


La  dernière  revient  à u 1 = 1 , d’où  u = ± 1 . 

Cela  posé  , pour  la  première  valeur  u = -t-  1 , on  trouve 
t=p,  * = ?>—,  r=sr,...,  q=s,  p = t-, 

et  pour  la  seeonde  u = — 1 , 

t = —p,  s=  — q,...,  r=  — r q~  — s,  p = —t, 

égalités  dont  celle  du  milieu,  r=  — r,  ne  peut  exister  à moins 
qu’on  ne  suppose  r = o. 

Donc , toute  équation  de  degré  pair  est  réciproque  toutes  les 
fois,  t°  que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  dès  extrêmes 
sont  égaux  et  de  même  signe  ; 2°  que,  le  terme  du  milieu  man- 
q liant  dans  l'équation , les  coefficients  des  termes  à égale  distance 
des  extrêmes  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  L’une  ou  l’autre 
de  ces  deux  conditions  est  d’ailleurs  nécessaire. 

28C.  Passons  actuellement  à la  résolution  de  ces  sortes  d’équa- 
tions, et  supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  d’une  équation  de  degré 
pair,  telle  que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des 
extrêmes  soient  égaux  et  de  même  signe. 
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Nous  prendrons , pour  fixer  les  idées , une  équation  du  hui- 
tième degré  ; mais  on  reconnaîtra  aisément  que  la  même  méthode 
s’appliquerait  à toute  autre  équation  satisfaisant  à l’hypothèse  éta- 
blie. 

Soit  donc  l’équation 

(i)  x'-\-px'  -4-  yx*  -4-  rxi  -f-  tx'  -4-  rx3  -4-  qx2  -\-px  -4-  i = o, 

et  posons  dans  l’équation  (2)  x -f-  - = z. 


[On  est  conduit  à cette  transformation  par  la  remarque  sui- 
vante : puisque  les  racines  sont  réciproquas  deux  à deux , il  s’en- 

• . 1 , 1 1 

suit  que  1 on  connaît  les  produits  a X -,  0 X r>  (X  -,  • • • 

abc 

des  racines  réciproques  (chacun  de  ces  produits  est  égal  à 1);  il 
suffirait  donc  (n°  114) , pour  obtenir  les  deux'  racines  a et  ^ , 

ou  b et  t,...,  de  connaître  les  sommes  a -4-  -,  b -4-  t » ■ • •» 
0 a 0 

ou  , ce  qui  revient  au  même , les  valeurs  de  la  fonction  x -4-  ^.] 

Cela  posé,  si  l’on  divise  l’équation  (1)  par  x4,  et  qu’on  ras- 
semble les  termes  affectés  des  mêmes  coefficients,  il  vient 


(3) 


f- +?• (*+ ?) + ? (*’ + s) r + 0 5 


la  difficulté  est  ainsi  réduite  à exprimer  en  fonction  de  z les 
quantités  x'  -f-  x4  -4-p,  x4  -H  - . 


Or  on  a , en  général , 

S/.": 


(*"  + ^ + ^ =^+'  + + 


équation  d’où  l'on  déduit,  en  y remplaçant  x H — par  z, 


x“+1  -4- 


1 
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formule  qui  donne  l’expression  x" 


- au  moyen  des  deux. 


expression»  semblables  de  .degrés  immédiatenjent  inferieurs , m et 


m — i . 

Soit  fait  successivement  m = i , 2,  3,  4»  5, 
on  trouve 


"+Ï='H)J-  (x>  + i)  = ^-4s,  + 2; 


et  ainsi  de  suite  à l’infini. 

En  un  mot,  ces  expressions  forment  (n°  103) , à partir  de 

x1  H — , une  série  récurrente  du  second  ordre , dont  l'échelle  de 
x1 

relation  est  (*  , — 1). 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  l’équation  (3)  r 
à la  place  de  x1 -p x*-p x* -p-^,  les  valeurs  qu’on  vient 
d’obtenjr  ; ce  qui  donne  pour  l’équation  résultante , 

z'  — 4S’  4-  2 -P  r (s*  — 3r)  -P  q (z!  — 2)  -pz=o, 
ou  , réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à s, 

z ' +rz’  -h(q  — 4)*’-t-(^  — 3r)  2 — 7.q  -P  2 = o , 

équation  d’un  degré  sous-double  de  celui  de  la  proposée. 

Donc , la'résolution  de  toute  équation  de  'degré pair  telle , que 
les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  meme  signe,  peut  être  ramenée  à ta  résolution  d'une  équation 
de  degré  sous-double. 

287.  Considérons,  en  second  lieu  , l'équation  de  degré  impair, 

X n+  ' -p  px  * qx'M~'  -4-  . . . •+  qx-  -p  px  + 1=0, 
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dans  laquelle  lesccfefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux  et  de  même  signe. 

Il  est  d’abord  visible  que  — i est  raciue  de  éette  équation  ; car 
le  premier  membre  devient , par  l’hypothèse  x — — i , 

-H-/I-Î+  . . . -’t-q—p- Hi» 

donc  ce  premier  membre  est  divisible  par  x -4-  i . 

Je  dis  de  plus  que  le  quotient  ést  un  polynôme  réciproque  de 
degré  pair,  dont  les  coefficients  à égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux  et  de  même  signe. 

En  effet,  on  voit  bien  clairement  que,  si  l’on  divise 

soit  x“  + 1 pxu  -f-  -f-  qx 3 -H  px  -+-  i parx  -+-  1 , 

soit  î px  -f -qx1  -4-  . . . -f- yx1"-1  -H pxM  -t-x“+1  par  t + x, 

les  coefficients  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quotients 
sont  nécessairement  égaux  (il  suffit  d’ailleurs  d’effectuer  les  deux 
divisions  pour  s’en  convaincre)  ; mais  le  second  quotient  n’est  autre 
chose  que  le  premier  obtenu  dans  un  ordre  inverse  ; donc  il  faut 
nécessairement  que  les  derniers  coefficients  du  premier  quoSeftt 
soient  deux  à deux  égaux  aux  premiers. 

Il  résulte  de  là  qu’après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la 
proposée  par  x -+-  i , on  obtiendra  une  équation  réciproque  de 
degre  pair,  de  même  forme  que  celle  du  numéro  précédent , et 
qu’on  résoudra  de  la  même  manière. 

280.  Il  nous  reste  encore  à considérer  les  équations,  de  degré 
pair  on  - impair,  dont  les  termes  à égale  distance  des  extrêmes 
ont  des  coefficients  égaux  et  de  signes  contraires. 

Soit  l’équation 

x"  -t-  pxT- 1 -+-  qx"-’  — ...  — qx*  — px  — i — O. 

(Il  n’y  a point  ici  de  terme  du  milieu,  parce  que , si  ni  est  impair, 
le  nombre  total  des  termes,  rn  -|-  i , est  pair,  et  si  rn  est  pair,  le 
terme  du  milieu  doit  manquer  (n“  281î , 2'“'  cas)  j>our  que  l’équa- 
tion soit  réciproque.) 
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Cela  posé , il  est  encore  visible  que  l'équation  proposée  est 
satisfaite  par  x = -+-  1 ; donc  le  premier  membre  est  divisible,  par 
x — 1. 

Or  si  l’on  divise 

I + px™  ~ ' -+-  qx"  ~ * -f-  . . . — qx1 — px — t pàrx — I, 
2°. — i— px  — qx’ — . . . -+-  f/x*-’  -+-  px*~'  -+-  x*  par  — t-t-x, 
ou , ce  qui  revient  au  même  (en  changeant  les  signes) , 

i I 

i -+- px  qx'  -f-  . . . — qx*~*  — pxm~'  — or1" par  l — x, 

on  devra  obtenir,  pour  les  termes  de  même  rang  dans  les  deux 
quotients , des  coefficients  absolument  identiques  (ce  qu’on  peut 
d’ailleurs  aisément  vérifier  en  effectuant  les  deux  divisions). 

Donc  le  premier  quotient  est  nécessairement  un  polynôme  dont 
les  termes  h égale  distance  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux 
et  de  même  signe;  ainsi  ce  polynôme  rentre  dans  l’un  des  deux  cas 
précédemment  examinés. 

.Si  B.  — Dans  l’hypothèse  qui  nous  occupe  actuellement,  si 
l’on  suppose  que  ni  soit  pair,  comme , en  divisant  le  premier 
membre  de  la  proposée  par  x — t , on  obtient  un  quotient  de 
degté  impair  dont  (es  coefficients  sont  égaux  et  de  même  signe,  ce 
quotient  est  lui-même  divisible  par  x -H  i (n°  287).  Ainsi  le  pre- 
mier membre  de  la  proposée  est  divisible  par  (x  — i)(j+i)  ou 
x*  — i ; et'  le  quotient  est  un  polynôme  de  degré  pair  qui  rentre 
dans  la  classe  de  ceux  déjà  traités  au  n°  28C. 

-* 

289.  En  résumant  tout  ce  qui  vient  d’être  dit,  on  voit, 

i°.  Que,  si  Y équation  réciproque  proposée  est  de  degré  pair , et 
que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes  soient 
égaux  et  de  meme  signe , sa  'résolution  peut  être  (n°  28G)  ramenée 
à celle  d’une  équation  de  degré  sous-double  ; 

2°.  Que,  6Î  Y équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  même  signe,  le  pre- 
mier membre  est  divisible  par  x -f-  i (n°  287);  et  cette  division 
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étant  effectuée,  l'équation  résultante  peut  être  ramenée  à une 
équation  de  degré  sous-double; 

3°.  Que , si  Y équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à 
égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes  contraires , 
le  premier  membre  est  divisible  par  x — i (n°  988)  ; et  la  division 
étant  effectuée , on  parvient  à une  équation  susceptible  d’étre 
abaissée  à un  degré  sous-double  ; 

4".  Que  , si  l 'équation  est  de  degré  pair,  les  coefficients  des  ter- 
mes pris  à égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes 
contraires,  le  premier  membre  est  divisible  par  x’  — t (N.  B. 
0*288);  et  si  l’on  effectue  la  division,  l’équation  qui  en  résulte 
peut  être  elle-même  abaissée  à un  degré  sous-double. 

290.  Applications.  — Soit  l’équation  générale  à deux  termes 
x*  — i = o ; cette  équation  a évidemment  i pour  racine  ; et  en 
effectuant  la  division  par  x — i , on  trouve  (n°  31)  pour  quo- 
tient , - , 

xm~'  -+-  x*->  -4-  xm~i  -t-...-f-x,-f-x-+-i=o, 

équation  réciproque,  dont  la  résolution  peut , au  moyen  des  prin- 
cipes précédents  , être  ramenée  à la  résolution  d’une  équation  de 
degré  plus  simple. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  x* — i = o. 

On  a , en  divisant  par  x — i , - 

1 

x,-t-xJ-f-x’  -t-x-f-  i — o , 
équation  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme  . 

. i t 

x*  H , + H hl=o. 

x’  X 

l'osons  x .4-  ^ = æ,  d’où  x’  — zx  -+-  i = o ; il  en  résulte 

. î p 

l’  + JH = 3',  OU  X1  -t zx  z’  2. 

x’  •_  x' 

Reportant  ces  valeurs  de  x -t — et  de  x 4- — dans  l’équation, 
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on  obtient  z*  — 2 -g  z -+-  i = o, 

ou , réduisant , z4  -+-  z — 1 = o j 


donc 


z = — - ± - ^5. 
2 2 


D’ailleurs,  l'équation  xJ  — zx  - t-  1 = 0 donne 

*=^=fccV*’— 4i 


donc , en  substituant  à la  place  de  z ses  deux  valeurs , on  a , toute 
réduction  faite , 

x=  — io  ±2  — 1 . 

L’équation  x'*  — 1 = o peut  encore  être  résolue  complète- 
ment par  le  même  moyen. 

En  effet , on  a 

x'*  I = (x4  — 1)  (x1  -t-  1)  = O. 

On  connaît  déjà  les  racines  de  l’équation  x4  — t = o ; quant  à 
celles  de  l’équation  x*  -+-  1 = o,  comme,  par  l’échange  de  x en 
— x , elle  devient  x4  — 1=0,  on  voit  que  tout  se  réduit  à 
prendre  avec  des  signes  contraires  les  racines  de  cette  dernière 
équation. 

§ IV.  — Théorie  des  fonctions  symétriques. 


Pour  compléter  l’ensemble  des  matériaux  nécessaires  à la  réso- 
lution des  équations  d’un  degré  quelconque,  il  nous  reste  à expo- 
ser une  des  théories  les  plus  curieuses  et  les  plus  importantes  de 
l’Analyse  : c’est  la  théorie  des  fonctions  symétriques.  L’illustre 
Lagrange  en  a fait  la  base  d’une  méthode  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

(Les  candidats  à l’École  Polytechnique  peuvent,  sans  inconvé- 
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nient , passer  ce  paragraphe,  que  nous  n’avons  placé  ici  que  pour 
nous  conformer  à la  marche  précédemment  tracée.) 

291.  On  appelle  fonction  symétrique  des  racines  d’une  équa- 
tion , toute  expression  algébrique  qui  renferme  ces  racines  combi- 
nées de  la  meme  manière , soit  entre  elles,  soit  avec  d’autres  quan- 
tités. Ainsi,  la  somme  a -|-  i -4-  c -f-  . . . — f—  i —J—  / des  racines 
d’une  équation  , la  somme  ab  -+-  ac  -f-  ad  -f-  . . . il  de  leurs 
produits  deux  à deux , la  somme  abc  -f-  abd  + ...  de  leurs 
produits  trois  à trois.  . . , sont  dites  des  fonctions  symétriques 
des  racines. 

Le  caractère  distinctif  d’une  fonction  symétrique  de  diverses 
quantités  est  qu’<7/c  conserve  la  mérne  valeur  numérique , quelque 
permutation  que  l'on  fasse  subir  à ces  quantités. 

Nous  avons  déjà  vu  (n°  242)  que  P,  Q,  R,  . . . , T,  U, 
étant  les  coefficients  d’une  équation , on  a entre  les  racines  et  les 
coefficients,  les  relations  a + J + c+  . . . = — P.  . . , 
ab  -{-  ac  ad  -\-  ..  . = Q . . . , abcd . . . = zt  U ; nous  al- 
lons voir  maintenant  que  toute  fonction  symétrique  rationnelle 
de  ces  mémeé'racines  peut  être  exprimée  également  au  moyen  des 
coefficients  de  l’équation. 

292.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d’une  équa- 
tion. — Les  plus  simples  des  fonctions  symétriques , celles  au 
moyen  desquelles  on  peut , comme  nous  le  verrons , former  tou- 
tes les  autres,  sont  les  sommes  des  puissances  semblables  des  ra- 
cines; telles  que  a-{-b  + c -+-  d + ...,  a7  ■+■  b7  -(-  c7  —H  rf*  ..., 
et  en  général,  a*  -)-  bm  4-  c* 4-  d*  -f-  . . .,  n étant  un  nombre 
entier  quelconque. 

Or  je  dis  que , sans  connaître  les  racines , il  est  possible  d’ex- 
primer les  sommes  de  leurs  puissances  semblables  au  moyen  des 
coefficients?,  Q,  R,...  qui  sont  des  quantités  connues. 

Soit,  en  effet,  xm  -I- Px"~ 1 — t—  Q * -t—  Rx*— 1...-<-Tx-(-U=o 
l’équation  proposée;  et  désignons  ses  racines  par  a,  b,  c,  d,. . . 
Si  l’on  divise  successivement  le  premier  membre  par  chacun  des  m 
facteurs  du  premier  degré,  x — a,\x-r-b,  x — c,  . . .,  on 
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obtiendra  (n°  958),  pour  les  différents  quotients. 


x— ' 1 -t-  a ; 

x"-,-f-  fl1. 

x"— ,4-n1  1 

x"~ *4-  . . . 4-  am~' 

+ p 1 

4-  Pa 

4-Pa1 

4- P a—’ 

+ Q 

4-  Q a 
4-  R 

4*-  Qa"— 3 
4-Ra"-* 

4- 

-HT, 

x*-’  -H  b 

x"-1 4-  b1 

x"-3  4-  b' 

x— *4-  ...  4-  b—' 

+ P 

4- P b 

4-Pé3 

4- P b”-1 

-HQ 

4-Q  b 
. 4-R 

4-Q  b--1 

-HT,, 

et  ainsi  de  suite  pour  chacun  des  facteurs  x — c,  x — </,.  . . . 

Maintenant,  si  l'on  fait  la  somme  de  ces  m quotients,  et  que 
l’on  pose,  pour  plus  de  simplicité, 


a 

4 -b  4- 

C 

4-  ... 

. = 

s,, 

a> 

-h  b1  4- 

e** 

-H  ... 

. = 

S„ 

a * 

4 - bs  4- 

e» 

*4"  • • - 

. = 

s» 

am~\ 

4_  b~-'  + c*-' 

-4-  • • • 

. = 

s*_, 

» 

on  obtient  évidemment  pour 

cette  somme, 

«x*"1  4-  S, 

x--3  4- S, 

x®  1 

*+*  Sj" 

x"  * 

-H. 

• • -H  S*_i 

4-  niV 

4- PS, 

4- PS, 

+ PS^. 

-H  «>Q 

4-QS, 

-hqs„_3 

4-  mil 

4-RS._, 

s 


-t-  /wT. 


D’un  autre  côté,  l’on  a vu  (n°  284)  que  Yv  ou  le  polynôme 
dérive  du  premier  membre  de  la  proposée,  représente  aussi  la 
somme  des  m quotients  de  la  division  de  X par  x — a , x — b. 
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x — c,...;  or  on  a (n"  202) 

Y — /»x*~'4-(m — i)Px“—,4-(jh—2)Q.**—,4-(«—3)ILb"— -f-T. 

Donc , en  comparant  terme  à terme  ces  deux  expressions  iden- 
tiques de  la  somme  des  m quotients,  on  obtient  les  relations 

S,-t-mP=(/n — i)P,  ou  simplifiant , S,4-P=o; 

S,4-PS,4-mQ  —(m — 2)Q,  ou  bien  S,-l-PS,-f-2Q  =o; 
Sj4-PS,4-QS,4-/nR=(m — 3)R  , ou  Sj-+-PS,~l-QS,4-3R=o; 


S_,  -+-  PS»_,  + QS*_,  -H  ...  4-  /«T  — T, 
ou  S«_1#+  PS„_.  4-  QS„_.,  4-  ...  (m  — t)T  = o. 

La  première  formule  donne  d'abord  la  valeur  de  Si  en  fonction 
de  P ; la  seconde  donne  ensuite  S,  en  fonction  de  P,  Q , et  de  S,  ; 
ainsi  de  suite;  enfin , la  dernière  fait  connaître  S„_,  au  moyen 
de  P,  Q,  R, . . . , T,  et  de  S«_,,  S«_,, . . qui  sont  censés 
connus  d’après  les  relations  précédentes. 

Pour  étendre  ces  formules  au  cas  d’une  puissance  quelconque, 
reprenons  l’équation  proposée , et  remplaçons  par  x chacune  des 

racines  a , b , c,  on  a les  égalités  - 

■ 

arn  + P«-— • 4-  Qfl»-’  -I-  ...  + Tfl  + ü = o-, 
bm  4-  P b"-’  -f-  -f-  ...  + Ti  + U = o, 


Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement  par  n’,  b",  c*,... , 
et  ajoutant  les  produits  terme  à terme,  on  obtient,  d’après  les 
notations  convenues , 

S/n-*  -4-  PS, | , i -+-  QS»+*_,  ■+-  . ».  4-  TS,+1  -f-  US„  = q. 
Cela  posé , voici  l’usage  de  cette  formule  : 

Soit  n = o ; d’où  S„  = S„  = a°  4-  b°  4-  c"  4- . . . = rh  ; 
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elle  devient 

S.  4-  PS*_,  -t-  QS._,  TS,  ==  mU  = o. 

* ' 

Cette  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernière  des 
formules  obtenues  ci-dessus. 

Soit  fait  ensuite  n=i,2,3,4>5,...;on  trouve 

S»,^,  -H  PS„  4-  QS„_i  -1-  ■ • • . -H  TS,  4-  US,  = o, 

S.+,  -+-  PS-+J  4-  QS„  4-  *+*  TSj  -+-  USj  = o, 

' S„+,  4-  PS„+,  4-  QS-+,  4-  ....  ■+■  TS,  4-  USj  — o, 


Il  est  facile  de  reconnaître , d'après  l’inspection  de  ces  formules, 
que  les  sommes  des  m premières  puissances  étant  formées,  les 
suivantes  forment  (n°  184)  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de 
relation  est  l'ensemble  des  m coefficients  P,  Q,  R,  ...  j T,  U,  de 
la  proposée , pris  en  signes  contraires. 

La  formule  S.  + . 4-  PS„+„-,  4-  ...  peut  donner  égale- 
ment les  sommes  des  puissances  à indices  entiers  et  négatifs.  En 
effet , soit  d’abord  n — — t ; il  en  résulte 

S„_,  4-  PS„_i  4-  -t-  TS,  -t-  US_,  = o, 

équation  d’où  l’on  peut  tirer  la  valeur  de  S_,  en  fonction  de 
S„_,,  S,,  S,,  qui  sont  censés  connus. 

Soient  encore  « = - a , n = - 3,. on  obtiendra  de  nouvelles 
formules  qui  donneront  S_j  en  fonction  de  S„_,, 

S, , S_i ,...;  puis S_,  en  fonction  de  S„_},  S„ S_t,  S 
et  ainsi  de  suite. 

Concluons  de  là  qu’une  équation,  quelconque  étant  donnée , on 
peut  toujours,  sans  connaître  ses  racines,  obtenir  les  sommes  de  leurs 
puissances  semblables,  le  degré  de  la  puissance  étant  un  nombre 
entier  quelconque , positif  oü  négatif. 

Soit , pour  exemple , l’équation 

x'  x3  — qx1  — *4-6  = o. 


Digitized  by  Google 


i 


ÉVALUATION  d’bXE  FONCTION  SYMÉTRIQL'F,  QUELCONQUE.  465 

On  a pour  cette  équation  particulière , 

P = Q = - 7,  T = - i } U = 6;  . 

ce  qui  donne 
S,  = — P=  — i, 

S,= — PS, — 2Q  = i -|-  14  = i5, 

S,=  — PS,  — QS,  — 3T  = — ,5  — 7 + 3 = — 19, 

S,= — PS,  — QS,  — TS, — 4U  = 19+  io5 — 1 — 24  = 99, 
S, = — PS , — QS , — TS,  — US , =-99- 1 33+ 1 5+6=— 2 1 , , 
S,  = — PS,  — QS,  — TS,  — US,  =2 1 1 + 6g3 — ig — 90=795  ; 


— S,  — PS,  — QS,  — TS, .9  — i$  — 7+4  1 

U 6 6 ’ 

— S,  — PS,  — QS,  — TS — '5  -t-  1 + 28+  g 85 

U ' 6 36’ 


Ces  valeurs  peuvent  être  aisément  vérifiées , car  l’équation  a 
été  formée  par  la  multiplication  des  facteurs  x — 1 , x + 1 , 
x — 2 , x + 3 : ce  qui  donne  +1,  — 1,  + 2,  et  — 3,  pour 
les  quatre  racines. 

Considérons  maintenant  d'autres  espèces  de  fonctions  symé- 
triques. 

893.  On  distingue  les  fonctions  symétriques  rationnelles  et  en- 
tières des  racines  d’une  équation  , en  fonctions  symétriques  à une 
lettre , à deux  lettres , à trois  lettres , etc. 

Les  fonctions  symétriques  à une  lettre  sont  celles  dont  chaque 
terme  ne  renferme  qu'une  racine  ; telle  est  la  fonction  a"  + b"  + e*.„ 
que  nous  savons  déjà  (n°  292)  exprimée  au  moyen  des  coefficients 
de  l’équation- 

Les  fonctions  à deux  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  renferme 
deux  racines;  telle  est  la  fonction  a^br  + ancf  + b'aP  +<?"<7>‘  + 
Alg.  B.,  9'  éd.  3o 
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dont  il  est  aisé  de  concevoir  la  formation  en  prenant  tous  les  ar- 
rangements deux  à deux  des  m raciues , et  en  affectant  les  deux 
lettres  de  chaque  produit,  des  exposants  respectifs  n et  p , d’où  il 
suit  que  le  nombre  total  des  termes  de  cette  fonction  est  (n°  119) 
égal  à m (m  — l ). 

Lesfonctions  à trois  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme  renferme 
trois  racines ; telle  est  la  fonction  a'bPrf a’cfiÏÏ  b"aPrf 
que  l’on  obtient  en  formant  tous  les  arrangements  trois  à trois , des 
m racines,  et  affectant  les  trois  lettres  de  chaque  produit,  des  ex- 
posants respectifs  n , p , q ; ainsi  le  nombre  total  des  termes  est 
marque  par  m(  m — i)  ( m — 2 ) ; et  ainsi  de  suite. 

Comme,  un  terme  quelconque  d'une  fonction  symétrique  à 
plusieurs  lettres  étant  écrit,  on  peut  obtenir  tous  les  autres  en 
substituant  à l’arrangement  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme , 
les  autres  arrangements  dont  les  m lettres  sont  susceptibles , et  en 
conservant  aux  exposants  le  même  ordre , on  est  convenu , pour 
abréger,  de  représenter  les  fonctions  à une,  deux,  trois,...  let- 
tres, de  cette  manière  : Ta",  T ambP,  Ta"bPtf,...  ; c’est-à-dire  que 
l’on  place  en  avant  de  l’un  des  termes  de  la  fonction  , la  lettre  T ; 
et  ces  notations  équivalent  à«*-(-t"-)-c"+...,  a"bP- |-  a"c*-(-  . . . , 
ambPd  a'bPdt  -H  .... 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  les  fonc- 
tions symétriques  élémentaires. 

On  peut  concevoir  ensuite  que  tous  les  termes  d’une  meme  fonc- 
tion soient  affectés  de  coefficients;  mais,  pour  que  la  fonction  soit 
symétrique,  il  faut  que  tous  ces  coefficients  soient  égaux;  et  alors 
on  peut  mettre  ce  coefficient  en  facteur  commun. 

C’est  ainsi  que  l’expression  4 -f-  4 a%c'  -I-  4 b'a*  sup- 

posée symétrique  en  a,  b,  c,...,  peut  se  mettre  sous  la  forme 
4 (a'b‘  -f-  aV  -+-  é’a1  -+-  ...),  ou  4T aib1. 

Enfin  un  polynôme  symétrique  en  a , b,  c,...,  peut  étrecom- 
I >os< ■ de  la  réunion  , par  addition  ou  soustraction  , de  plusieurs 
fonctions  symétriques  élémentaires  ; et  son  évaluation  se  réduit 
alors  à celle  de  chacune  des  fonctions  élémentaires  qui  la  compo- 
sent. Passons  donc  à la  détermination  de  celles-ci. 
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Évaluation  des  fonctions  symétriques  à deux , trois  lettres. 

294.  On  a déjà  donné  (n°292)  des  formules  pour  évaluer  les 
fonctions  telles  que  Ta",  qui  n’est  autre  chose  que  S„.  Cherchons  à 
évaluer  la  fonction  à deux  lettres  T a*b*.  Pour  cela  , multiplions 
entre  elles  les  deux  expressions 

a*  -4-  b*  -H  c"  4-  d*  -f-  ...  = Ta", 
a*  b*  -t-  ce  -f-  d*  rf-  . . . = la*. 

Le  second  membre. est  Ta*  X Ta*. 

Quant  au  premier  membre , il  peut  arriver  deux  cas  dans  la  mul- 
tiplication. Ou  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur ont  la  même  lettre  ; et,  dans  ce  cas,  le  produit  partiel  est  un  des 
termes  de  la  fonction  T a*+*.  Ou  bien,  les  deux  termes  ont  des 
lettres  differentes,  auquel  cas  le  produit  partiel  est  \tn  terme  de  la 
fonction  T a’ b*.  Comme  d’ailleurs  le  produit  total  doit  être  symé- 
trique , puisque  ces  deux  facteurs  le  sont , il  s’ensuit  que  le  pre- 
mier membre  a pour  expression , T a***  -I-  Ta*  b*. 

Ainsi  l’on  a l’équation  Ta"+F  -t-  Ta"  b*  = Ta"  X Ta*  ; 
d'où  l’on  déduit 

(i)  Ta"6*  = Ta*  xTaf  — Ta"+*. 

Ta",  Ta*,  Ta’+*  étant  connus,  d'après  les  formules  du  n“292, 
la  formule  ( i ) pourra  servir  à déterminer  toutes  tes  fonctions  à 
deux  lettres. 

Cas  particulier.  — Si , dans  cette  formule , on  suppose  n = p , 
circonstance  qui  arrive  assez,  souvent , le  second  membre  se  réduit 
àjTa")1 — Ta’".  Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  (qui , en 
apparence,  se  réduit  à T a*  b*),  il  faut  observer  que  l’on  a 

T a*  b*  = a*b*-t- a" c*  ■+■  a*a*  . . ,-\-b*a* . . ,-^-c*  a*  - H...; 

or  , dans  l’hypothèse  de»  =.  p , tous  les  termes  de  ce  polynôme 
deviennent  égaux  deux  à deux,  savoir,  a"  b * et  b*a*,a*c* et  c"a*...; 
donc  Ta*  b*  se  réduit  réellement  à ?.T a"b*-,  c’est-à-dire-  au 
double  de  la  fonction  exprimée  par  Ta* b",  et  dont  le  nombre 
des  termes  n’est  plus  (n°  293)  le  nombre  des  arrangements , mais 
bien  le  nombre  des  combinaisons  deux  à deux. 

3o. 
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Donc , en  supposant  n 


évaluation 

=r  p dans  la  formule  (r) , 


on  trouve 


('■*) 


Ta"  b" 


(Ta*)’  — Ta’" 
2 


Tâchons  maintenant  d’cvaluer  la  fonction  T a’bPci. 

Pour  y parvenir,  multiplions  entre  elles  les  équations 

„•>  bP  + an  cP  + an  dr  ...  -t-  b“aP...  -+-  cmaP  ■+■ ...  = T a"  b P, 
ni  -4-  bi  -+■  ci  -+■  di  -+- 


On  a d’abord  T anbP  X Ta?  pour  le  produit  des  seconds  mem- 
bres. 

Quant  aux  premiers  membres,  on  doit  obtenir  trois  espèces 
de  fonctions  symétriques  pour  le  produit  total. 

Car,  ou' bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à 
la  lettre  du  têrme  multiplicande,  affectée  de  l’exposant  a;  auquel 
cas  le  produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fonction  T a’+ibP. 

Ou  bien  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à la 
lettre  du  terme  multiplicande,  affectée  de  l’exposant  p\  et,  dans 
ce  cas,  le  produit  partiel  appartient  à la  fonction  To*ie+v. 

Ou  bien  enfin , elle  est  differente  des  deux  lettres  qui  entrent 
dans  le  terme  multiplicande  ; et  alors  le  produit  partiel  est  un 
des  termes  de  la  fonction  T a'bPrf. 

Donc,  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  a pour 
expression  , T a’+ibP  T a"bP+i  -H  Ta’bPrf. 

Ainsi,  l’on  a pour  nouvelle  équation , 

• i„*+ibP  ■+-  T a*bP+i  -+■  T a"bPd  = T a’bP  X Ta»  ; 


d’où  l’on  déduit 

(3)  T a"bPrf  — 1anbP  X Ta»  — T am+ibP  — T a’bP+i. 

Cas  particuliers.  — i°-  Supposons  deux  des  trois  exposants 
égaux,  p = q,  par  exemple;  le  premier  membre  se  réduit  à 
ïla’bPcP,  puisque  tous  les  termes  de  la  fonction  générale  Ta“i?c» 
sont  alors  égaux  deux  à deux;  et  la  formule  (3)  devient 

T a"bP  X Ta?  —T aT+PbP  — T a”  b'P 

(4)  • 
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Cette  nouvelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  à trois 
lettres  dont  deux  exposants  sont  égaux. 

2°.  Supposons  les  trois  exposants  égaux,  c'est-à-dire  n=p=q  ; 
le  premier  membre  de  la  formule  (3)  se  réduit  à 6T a"6v,  parce 
que  tous  les  termes  (n°  145)  deviennent  égaux  six  à six. 

Ainsi  cette  formule  devient 


(5) 


Ta"£”c” 


T«"6"  X Ta”  — ?.T aM4” 

6 


On  parviendrait  à ce  même  résultat  d’après  la  formule  (4),  en 
observant  que  a = p donne  f n’bru'zx:  3T a’b'c",  parcp  que  tons 
les  termes  de  T anbi’ce  deviennent  égaux  trois  à trois. 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  marche  qui  vient  d'être 
suivie  pour  évaluer  T «”ie,  Ta"Afcf,  il  est  aise  de  voir  ce  qu’il 
faudrait  faire  pour  l’évaluation  des  fonctions  à quatre  lettres,  à 
cinq  lettres,  etc. 

295.  Nous  avons  déjà  remarqué  (n*  295)  que  toute  fonction 
symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d’une  équation  n’est 
que  le  résultat  de  la  réunion , par  addition  ou  soustraction , des 
fonctions  Ta",  T anlt’,  Ja'bPcfi,  ...  ; nous  sommes  donc  en  droit 
de  conclure  ce  théorème , qui  est  un  des  plus  beaux  et  des  plus 
importants  de  l’Analyse  algébrique  : Toute  fonction  symétrique 
rationnelle  et  entière  des  racines  d’une  équation  peut , sans  que 
l’on  connaisse  ses  racines , être  évaluée  au  moyen  des  coefficients 
île  l’équation. 

N.  B.  — II  en  est  de  même  d'une  fonction  symétrique  ration- 
nelle et  fractionnaire  ; car,  si  l’on  conçoit  que  tous  les  termes 
soient  réduits  au  même  dénominateur,  on  aura  une  seule  expression 
fractionnaire  dont  le  numérateur  devra , d’après  le  caractère  dis- 
tinctif d’une  fonctibn  symétrique  (n°  291),  être,  ainsi  que  le 
dénominateur,  une  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière  ; 
donc,  en  évaluant  chacune' de  ces  fonctions  séparément,  on  ob- 
tiendra la  valeur  de  la  fonction  proposée. 
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29((.  Applications  de  la  théorie  des  fondions  symétriques. 


La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  les  moyens  de  ré- 
soudre cette  question , que  nous  avons  déjà  traitée  (n°  872)  par  le 
secours  de  l’élimination  : 

Une  équation  dont  on  ne  connaît  pas  les  racines,  étant  donnée , 
former  une  nouvelle  équation  qui  ait  pour  racine  une  combinaison 
déterminée  de  deux , trois,  . . . quelconques  des  racines  de  la 
proposée. 

Pour  fixer  les  idées , supposons  d'abord  que  l’on  demande 

Une  équation  dont  les  racines  soient  la  somme  de  deux  quel- 
conques des  racines  de  l'équation  X = o. 

Soient  a , b,  c , d, . . . les  racines  de  cette  équation  ; celles  de 
la  nouvelle  équation  , que  nous  appellerons  Z = o , seront  a -y  b, 
a -h  c,  a -h  d,  b -h  c, ...  ; et  leur  nombre  sera  exprimé  par 
le  nombre  de  sommes  ou  de  combinaisons  différentes,  deux  à 
deux  , que  l’on  peut  faire  avec  les  m lettres  a , b,  c , d , . . . , c’est- 

à-dire  (n°  147)  par  m(m il 


Ainsi 


m(m  — i ) 


représente  déjà  le  degré  de  l’equation. 


Quant  à la  composition  de  ses  coefficients,  comme  (n°  842) 
le  coefficient  du  second  terme  est  égal  à la  somme  des  racines 
prises  en  signes  contraires,  il  a pour  valeur, 


— {a  + b)  — (a  -f - c)  — (a  + d) ... , 


expression  dans  laquelle  a,  b,  c,  ...  entrent  toutes  de  la  même 
manière;  ainsi  cette  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière 
peut  s'exprimer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q , R , ...  de  la 
proposée. 

On  a de  meme,  pour  le  coefficient  du  troisième  terme,  la 
somme  des  produits , deux  à deux , des  mêmes  quantités , ou  bien 

(a+  b) [a  -f-c)-t-(a-f-6)(i-f-c)rf-(rt-|-c)(ft-+-c)-4-..., 
expression  qui  est  encore  symétrique  en  a , b,  c , . . . , et  peut  par 
conséquent  s’évaluerait  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R, ....Même 
conclusion  par  rapport  auxcoefficientsdu quatrième, cinquième,... 
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terme , et,  en  général , par  rapport  au  coefficient  de  rang  («  -t- 1) , 
puisqu'il  n’est  autre  chose , au  signe  près  , que  la  somme  des 
produits  n à n des  quantités  « -t-  b,  a ■+■  e,  . . . , somme  qui  est 

nécessairement  une  fonction  symétrique  de  a , b,  c Toute 

la  difficulté  consiste  à mettre  en  évidence  ces  diverses  fonctions 
symétriques,  et  à les  évaluer  d’après  les  formules  établies  précé- 
demment. 

Au  reste , nous  verrons  bientôt  un  moyen  plus  simple  d'évaluer 
les  coefficients  de  l’équation  cherchée. 

On  peut  également  former  une  équation  dont  les  racines  soient 
des  combinaisons  de  la  forme 


a -f-  b -+-  kab , a c - 1-  kac,  a -t-  d 4-  kad,.  . . , 

k étant  un  nombre  connu  et  déterminé. 

Le  degré  de  cette  nouvelle  équation  , que  l’on  peut  encore  de- 


signer par  Z = o , est  toujours  marqué  par  m . - 


Et  scs  coefficients  étant,  au  signe  près,  les  sommes  des  pro- 
duits, une  à une,  deux  à deux , trois  à trois,  . . .,  des  quantités 
n — f—  A — f—  kab,  a + c - 1-  kac , . . . , sont  nécessairement  des  fonc- 
tions symétriques  rationnelles  et  entières  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

297.  Proposons-nous,  pour  seconde  application,  de  former 
l’équation  aux  différences  des  racines  d'une,  équation  donnée, 
question  qui  a déjà  été  traitée  par  l’élimination. 

Nous  avons  fait  connaître  (n°  278)  la  forme  et  le  degré  de 
cette  équation.  Soit  ni  le  degré  de  la  proposée;  celui  de  l’équation 
aux  différences  est  exprimé  par  m [m  — i).  De  plus,  elle  est  de 
degré  pair,  et  ne  renferme  que  des  puissances  de  degre  pair  ; de 
sorte  que,  si  l’on  pose  dans  cette  équation, 

n(m  — i) 

a = "> 

l'équation  prend  la  forme 


et 


fi)  3*  -t-  PV-'  -h  Q’s*  3 -t-  ...  -t-  T'z  -t-  Li'  = o , 
et  les  racines  de  cette  nouvelle  équation  sont  les  carré » des  diffé- 
rences des  racines  de  la  proposée. 
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Le»  coefficients  P',  Q', . . . , T',  U',  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
l’équation  aux  différences  ; mais  elle  est  de  degré  sous-double , 
et , par  cela  même , plus  simple  à considérer. 

Cela  posé,  si  a , b,  e,  d,  . . . sont  les  racines  de  la  proposée, 
on  a,  pour  celles  de  l’équation  (i), 

(a  — b)',  (a  — c)’,  (b  — c)’, ...  ; 

donc , d’après  la  composition  connue  des  équations,  les  coefficients 
f,  (y,  r',...  sont , au  signe  près  pour  quelques-uns , les  sommes 
des  produits  i à i , a à a , 3 k 3, . . ..  des  quantités 

(a  — b)1,  (a  — c)’,  (b  — c)>, ...  ; 
c'est-à-dire  que  l’on  a 

— P'  = (a  — by  -+-  (a  — e)>  -+-  . . ., 

Q'  = («  — ty*  (a  — c)’  -f-  (fl  — by  (6  — c)’  - f- . . . , 

— R'  = (a  — by  (a  — c)’  (b  — c)’  


Or,  toutes  ces  expressions  sont  des  fonctions  symétriques  que 
l’on  peut  évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q , B , . . . de  la 
proposée. 

Toutefois,  si  l’on  effectuait  ces  développements,  les  diverses 
fonctions  que  l’on  obtiendrait  seraient  des  fonctions  à une,  deux, 
trois  , etc.,  et  en  général  à p lettres  (si  l’on  considère  le  coefficient 
de  rang  /> -t-  i);  et  ces  coefficients  s’évalueraient  avec  beaucoup 
de  peine  dans  la  pratique. 

Mai*//  existe  un  moyen  plus  simple  de  calculer  F,  Q',  R', .... 

Les  formulés  S,  P = o,  S,  4-  PS,  -t-  aQ  = o, . . . , obtenues 

au  n°  292  , font  connaître  S, , S, , S3 , . . . , en  fonction  de 
P,  Q,  R,.... 

Réciproquement,  connaissant  à priori  les  sommes  S, , S,,  S,,... 
des  rarines  d’une  équation , on  pourrait  calculer  les  coefficients 
P,  Q , R , . . . d’après  les  mêmes  formules  ; car  elles  donnent 


P = 


S,, 


R = — Sa  ~ PS,  — QS, 


donc , si  nous  pouvions  évaluer  les  sommes  des  puissances  sem- 
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blables  des  carrés  des  différences  ( a — bf , (a  — c)*, . i . , nous 
obtiendrions  facilement  les  valeurs  de  P',  Q',  R',.... 

Or,  en  appelant  Sj,  Sj,  Sj,  Sj,  — les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l’équation  (3),  on  a 

Sj  = (a  — by+(a  — c)3-f-(a  — df  •+-... =(m  — îJTa3 — 2T ab, 

Sj  —(a — b)1  +(a — c'y  4-...=  ( m — i)To‘  — 4 Ta’6  4-6Ta,61, 
Sj  = (a — by~\-(a — c)*+...  —[m  — i)Ta* — 6Tasè-t-  i5T a'b’ 

— 2oT«Ji3. 


Explication  de  ce  tableau.  — Il  est  évident  d’abord  que  les  dé- 
veloppements de  S', , S j , S, , . . . ne  peuvent  se  composer  que  de 
fonctions  symétriques  à une  ou  à deux  lettres  au  plus.  Quant  à la 
manière  de  les  obtenir , on  observera  que , dans  chacun  d’eux  , 
a1,  ou  a',  ou  a',.  . . doit  être  répété  autant  de  fois  que  l’on  peut 
former  de  différences  entre  la  racine  a et  toutes  les  autres  dont  le 
nombre  est  m — 1 ; donc  les  fonctions  Ta*,  Ta1,  Ta*,...  ont 
toutes  (m  — 1)  pour  coefficient. 

Les  coefficients  des  autres  fonctions  sont  d’ailleurs  ceux  des  dé- 
veloppements des  puissances  (a — b)1,  (a  — b)1,  (a  — bf,,..,  depuis 
le  coefficient  du  second  terme  inclusivement  jusqu’à  celui  du  terme 
qui  tient  le  milieu , aussi  inclusivement.  Enfin  les  diverses  parties 
sont  alternativement  positives  et  négatives , comme  dans  les  déve- 
loppements de  (a  — b)1,  (a  — by, .... 

Le  nombre  des  sommes  Sj,  Sj,  S',,.  . . qu’il  est  nécessaire 
d’évaluer,  est  égal  au  nombre  des  coefficients  P',  Q',  R',. . . de 
l’équation  (3)  ; par  conséquent,  la  dernière  somme  est  S'. 

Cela  posé,  voici  la  marche  qu’il  faut  suivre  dans  la  pratique  pour 
évaluer  ces  sommes  : 

On  commence  par  calculer  les  sommes  S, , S, , S,,  ... , jusqu’à 
S;,  ou  S„  des  racines  de  la  proposée  (1);  puis,  à l’aide  des 
formules  du  n°  294,  on  évalue  toutes  les  fonctions  T ab,  T a‘b, 
T ...  ; d’où  l’on  conclut  les  valeurs  de  Sj,  Sj,  Sj, ...,  Sj,,  et, 
par  suite  , celles  de  P',  Q’,  S', ... , T',  U'. 
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298.  Soit  propose  de  former  l'équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  l'équation  x*  — 7X  -+-  7 = o. 


Cette  équation  étant  du  troisième  degré,  on  a ni 


("i  — O. 


3; 


ainsi  l’équation  cherchée  est  de  la  forme  s’-l-PV-i-Q's-t-R^o  ; 
c’est-à-dire  qu’il  y a trois  coefficients  à déterminer,  et  par  consé- 
quent trois  sommes,  S1,,  S1,,  S1, , à calculer.  Cela  posé,  on  a 

P = o,  Q=  — 7,  R = 7 ; 

d’où  l’on  déduit , tont  calcul  fait , 

S,  = o,  S,  = i4,  S3  — — ai,  S,  = 98,  S,  = — 245,  S,  = 833, 

Tac  = S,  = 833, 


Ta*  = S,  = 14, 

Tab  = Q = — 7, 


T a' b3: 


T o*  = S,  = 98, 

Ta  'ù  = — S,  = — 98 , • 

T..t.=  (s.)'-s.  = ;9<i^  = 49i 

O O ^ 


Tfl‘é  = S>S,—  S,  = —833, 
Ta‘è,=  S,  S,  — S,  = 53g, 
'S.,)’  — S.  ^ 

— - — =-196; 


donc  S\  ~ 2T a ’ — 2T ab  = 43  > 

ÿ,  = aT a‘  — 4T a'b  -t - 6Ta’6’  = 882, 

Sf,  = 2Ta«  — 6T a'b  -+-i5Ta’6’  — aoTa’f.3  = 18669  : 

ainsi , à cause  des  formules 

ST,  -+-  P'  = o,  S',  -(-  P'S',  -t-  2Q'  = o,  S', -t-P'S,,-t-Q'S',-f-3R  =o, 

^4  ^ = -S1=-4,,  Q'  = 1 = 44* * 

r,  = -S,,-P,S',-Q'S',  _ 


49- 


” . 3 

Donc  enfin  , l’on  obtient  • 

*J  — 42a’  -H—  44 1 s — 49  = °> 

pour  l’equation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  l’équa- 
tion x*  — 7X  -H  7 = o. 
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Mous  engageons  les  commençants  k traiter  ce  même  exemple  par 
l’élimination  , afin  de  comparer  les  deux  méthodes. 

299.  Ce  moyen  de  déterminer  les  coefficients  de  l’équation  aux 
carrés  des  différences  peut  être  également  employé  pour  déterminer 
les  coefficients  de  l’équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux  à 
deux , a ■+-  A,  a -4-  c,  A ■+■  c, ...  ( voyez  n"  296). 

Soit  jr1  Px3  -t-  Qx  -(-  R = o l’équation  proposée  ; 
I équation  aux  sommes  a 4-  b , a 4-  e,  b -h  c,  serait  de  la  forme 

:!  + P'î!  + Q'!+R'=o; 

et  en  appelant  S',,  S',,  S», , les  sommes  des  puissances  semblables 
des  racines  de  cette  seconde  équation , on  aurait , pour  déterminer 
S,,  S',,  Sj,  les  formules 

S , = (fl  b)  4-  (a  c)  (b  c)  — 2 (a  4-  A 4-  c)  =:  2T0, 

S',  = (a  4-  A)3  4-  (a  -f-  c)7  4-  (A  4-  c)3  =’2T a 7 4-  2T ab, 

S',  = (a  -+-  by  4-  (a  4-  c)3  -(-(*-{-  c)3  = 2Ta3  4-  3Ta3A. 

Après  avoir  calculé  les  sommes  S, , S, , S, , de  la  proposée , on 

en  déduirait  les  valeurs  de  Ta3,  T ab.  Ta3,  Ta’ A,  ce  qui  ferait 
connaître  S',,  S',,  S',  ; et  l’on  obtiendrait  enfin  P',  Q',  R',  d’après 
les  formules 

S',4-P'  = o,  SJ-t-P'S'1  4-2Q'  = o,  S',-|- P'S',4- (VS', 4- 3R'=o. 

On  opérerait  d’une  manière  analogue  pour  former  une  équation 
dont  les  racines  fussent  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée , 
de  la  forme  a 4-  b 4-  kab,  a 4-  c 4-  kac , . . . ; on  aurait,  pour  une 
équation  du  «*•"*  degré , 

S,  = («» 4- A 4- kab)  4- («4- c4-*ac)4- ....  =(m  — i)To,4-ATaA, 

S‘,  = («4- A -j-kab)7  -+-...~(m — i)Ta’4-2TaA4-2ATa’A4-A’Ta’A1, 
S'3 = (a  4-  A 4- ka A)M- . . . = (m  — 1 ) Ta  3 4-  3Ta  3A 
4-  3 k (Ta3  A 4-2Ta3A>) 

4-  3A3Tn5A’  4-A3Ta3A3. 
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Nous  proposerons  les  exercices  suivants: 

Déterminer,  i°.  L'équation  aux  carrés  des  différences  des 
racines  de  l'cquation  xé  — &r  — 7 =0. 

(Résultat z1  — 36 z1  4-  324*  + 4^9  = °>) 

Cet  exemple  a déjà  été  traité  (u°  274)  par  la  méthode  d’élimi- 
nation. 

2°.  L'équation  aux  sommes  deux  à deux  des  racines  de  l’équa- 
tion xé  — Sx  2 = o. 

(Résultat.  ...  z"  — 3z  — 2 = o.) 

3°.  L’équation  dont  les  racine / soient  des  combinaisons  de  la 
forme  a 4-  b -t-  a b , des  racines  de  l’équation 

x3  4-  Sx:  — 4X  — 12  = 0. 

(Résultat zJ  -f-  ioz'  4-  17*  — 28  = o.) 

4°.  L'équation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deux  à deux 

des  racines  de  l’équation  x*  — (ir'  — 5xJ  4-  t(ox  4-  4o  = o. 

(Résultat 

z*  — i8z‘  4-  g8z*  — g6z’  — 747*’  -+-  2322Z  — ig44  = ° ) 

500.  Nous  terminerons  les  applications  de  la  théorie  des  fonc- 
tions symétriques  par  la  démonstration  d’un  très-beau  théorème 
sur  l’élimination. 

Ce  théorème , dû  à Bezout , consiste  en  ce  que  le  degré  de 
l’équation  finale  qui  résulte  de  l'élimination  de  l'une  ties  incon- 
nues, entre  deux  équations  d'un  degré  quelconque  à deux  inconnues , 
ne  peut  être  plus  grand  que  le  produit  des  degrés  des  deux  équations  ; 
et  il  est  justement  égal  à ce  produit  lorsque  les  équations  proposées 
sont  les  plus  générales  de  leurs  degrés. 

Avant  d’en  développer  la  démonstration , il  est  indispensable  de 
faire  connaître  la  forme  d’une  liquation  complète  du  m‘im'  degré  à 
deux  inconnues. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n"  110)  que  toute  équatiou  du  second 
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degré  peut  être  ramenée  à la  forme  Mx*  + Nx  + P = o,M  étant 
une  quantité  toute  connue , N un  polynôme  du  premier  degré 
en  /,  et  P un  polynôme  du  second  degré. 

En  général,  une  équation  à deux  inconnues  est  dite  du  m‘im‘ 
degré , lorsque , le  plus  haut  exposant  de  chaque  inconnue  étant  m , 
la  somme  des  exposants  de  ces  deux  inconnues  dans  un  même 
terme  ne  surpasse  pas  m (*).  Il  résulte  évidemment  de  là  que 
toute  équation  du  degré  ni  peut  être  ramenée  à la  forme 

AjT  -t-  Bx*-'  +ûr*-'  + IXi'-1+  . . . +Tx  + U = o, 

A étant  une  quantité  connue,  numérique  ou  algébrique, 

B un  polynôme  du  iw  degré  en  y,  tel  que  by  •+■  b' , 

C un  polynôme  du  2“  degré cy1  + c'y  -t-  c" , 


D du  3e  degré.,  dy*  -h  d'y*  •+■  d"y  -+-  dm , 

T du(m — 1 yim“  degré.  . tym~'  -+-  t'y"-'  -K  . ., 

U du  m“"“  degré.  . /y4"  u'j”-' . .. 


301.  Cela  posé,  considérons  les  deux  équations  à deux  in- 
connues , 

Ax”  -4-  Ri4"-'  ■+■  Gr"-,+  ...  + Tx+  U = 0, 
AV+BV-'+CV-’+  . . . -4- Tx  -h  C'  — o, 

que  nous  désignerons , pour  abréger , par  M = o , N = o. 

Concevons,  en  outre,  que  la  première  équation  soit  résolue 
complètement  par  rapport  à x [quoique  nous  n’ayons  pas  encore 
les  moyens  d’effectuer  cette  opération] , et  qu’elle  donne  les  m 
valeurs  x = a , x — b,  x — c,.  . - ( o , b,  c . . étant  alors  des 
fonctions  de  y). 

Chacune  de  ces  m valeurs  de  x,  substituée  dans  l’équation  M = o, 


f*)  On  suppose  ici  que  les  dénominateurs,  s’il  y en  a,  ne  renferment 
pas  les  inconnues  x et 7;  autrement,  il  faudrait  d’abord  chasser  les  déno- 
minateurs. (Voxci  la  remarque  du  n°  98.) 
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doit  la  vérifier,  quelque  valeur  que  l’on  attribue  à y après  cette 
substitution. 

D’un  autre  côté,  si  l’on  porte  ces  m valeurs  successivement 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  N = o , on  obtient  les 
expressions 

AV  + B'fl*-'+...,  A'i»  + B’4-I+...,  AV*  -f-  B'c"- ‘-H... , 

qui  sont,  en  général,  des  fonctions  irrationnelles  de/.  Or,  je  dis 
que  toute  valeur, / = 6,  qui  rend  nulle  l’une  de  ces  fonctions,  est 
une  valeur  convenable  (n°  207). 

En  effet , supposons , par  exemple,  que  6 rende  nulle  la  fonction 

A'fl,  + B'o*-,  + ..'.i 

et  désignons  par  x — a.  ce  que  devient  x = a lorsqu’on  rem- 
place/ par  6 dans  a ; le  système  (x— a,  / = 6)  vérifie  évidem - 
ment  M = o,  puisqu’on  a déjà  vu  que  x=r  a la  vérifie,  quel  que 
soit  /. 

En  second  lieu , / = 6 rendant  nulle  la  fonction 
K' a"  -f-  B'fl"-1  -+-  . . .,’ 

qui  n’est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  N — o,  dans 
lequel  on  a mis  o à la  place  de  x,  vérifie  N=o  en  même  temps  que 
x = a,  valeur  de  a qui  correspond  à / = 6. 

On  voit  donc  que  (x  = a,  / = 6)  forme  un  système  commun 
aux  deux  équations  M = o et  N = o ; ainsi , / = € est  une  valeur 
convenable. 

Réciproquement , toute  valeur  convenable  de  y doit  anéantir 
l’une  des  fonctions  ci-dessus. 

Car,  pour  être  convenable , il  faut  qu’elle  satisfasse  aux  deux 
équations  en  même  temps  qu’une  certaine  valeur  de  x;  or,  toutes 
les  valeurs  de  x convenables  sont  comprises  dans  x = a,  x=b, 
x — c , . . . ; et  ,dès  que  l’on  fait  x = a,ou  i=i,  . . . , le 
premier  membre  de  N = o retombe  dans  l’une  des  fonctions  ci- 
dessus  , qui  doit  par  conséquent  s’évanouir  par  l’hypothèse  /=6. 

On  peut  conclure  de  là  que,  si  l’on  égale  à o le  produit  de 
toutes  ces  fonctions , /'équation  qu’on  obtiendra  sera  (sans  aucun 
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facteur  étranger)  l'équation  finale  qui  doit  résulter  de  l’élimina- 
nation  de  x entre  les  deux  proposées. 

Cette  équation  finale , que  nous  nommerons  l'équation  (Y) , est 
donc 

(AW  BV-|+...){A'4"+B'4*-'+  ...)(A'cM-  BV—'4-...)=o. 

Sa  formation  semble  reposer  sur  la  résolution  complète  de 
l’équation  M = o par  rapport  à x ; mais  nous  allons  voir  que  cette 
dernière  opération  n’est  pas  nécessaire  ; et  nous  reconnaîtrons , 
dans  ce  qui  vient  d’étre  dit,  une  nouvelle  méthode  d'élimination. 

Remarquons  d’abord  que  l’équation  (Y)  ne  change  pas,  quelque 
permutation  que  l’on  fasse  entre  les  racines  a , b,  c,  d,...  ; ainsi,  le 
premier  membre  est  (n°29l)  une  fonction  symétrique  rationnelle 
et  entière  des  racine^  de  l’équation  M = o , résolue  par  rapport 
à x.  Donc,  en  vertu  du  théorème  établi  au  n°  298,  ce  premier 
membre  peut  être  exprimé  au  moyen  des  coefficients  A , B,  C,. . . 
de  l’équation  M = o ; et  il  est  possible  de  former  l’équation  (Y)  sans 
que  l’on  soit  obligé  de  résoudre  d’abord  l’équation  M = o. 

Cette  méthode , qui  est  assez  simple  pour  deux  équations  du 
second  degré  , devient  très-laborieuse  lorsqu’on  veut  l'appliquer 
à des  équations  d’un  degré  plus  élevé.  Elle  a toutefois,  sur  la 
méthode  exposée  n°  209  et  sur  plusieurs  autres,  l’avantage  de 
eonduire  toujours  à la  véritable  équation  finale,  sans  l’introduction 
d’aucun  facteur  étranger. 

Mais  ici , notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème  sur 
le  degré  de  l'équation  finale. 

502.  Pour  déterminer  le  degré  en  y de  l’équation- (Y),  il  suffit 
de  considérer  un  terme  de  rang  quelconque.  Or  chaque  terme  du 
produit  qui  compose  le  premier  membre  se  forme  de  la  multi- 
plication d’un  terme  du  premier  facteur,  par  un  terme  du  second , 
par  un  terme  du  troisième  ....  Soient  K a*,  K'è*  , K/'e*',  . . . 
des  termes  pris  au  hasard  dans  chacun  des  m facteurs  : le  terme 
correspondant  du  produit  sera 

K. K.'. K"...  X o* 

D’ailleurs,  le  produit  total  est  symétrique  en  a,  b,  e, . . .;  donc, 
ce  terme  fait  partie  d’une  des  fonctions  symétriques  qui  entrent 
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dans  la  composition  de  (Y)  ; et  cette  fonction  partielle  peut  elle- 

même  être  représentée  (n"  SOS)  par 

K. K'. K".  . .xTa*i'V',,., 

Il  suffit  donc  de  déterminer  le  plus  haut  degré  en  y de  cette 
fonction. 

Or,  si  l’on  se  rappelle  la  composition  des  formules  qui  donnent 
S, , Sj , Sj , . . . (n°  SOS),  et  que  l’on  ait  égard  aux  degrés  en  y des 
coefficients  A , B , C , . . . de  l'équation  BI  = o (n°  500) , on  verra 
que  S, , S,,  S,,...,  Sa  , sont  du  premier,  deuxième,  troisième,..., 
et  en  général , du  degré  A en  y.  Donc , Sa  xSa'  X Sa''.  . . est  d’un 
degré  marqué  par  A H-  h'  -f-  h"  4-  ...  ; et  d’après  les  formules 
du  n°  394 , qui  donnent  l’expression  d’une  fonction  symétrique 
quelconque,  T«*  b*' c*’. . . est  aussi  du  degré  h •+■  h'  A”,...,  et 
ne  peut  surpasser  ce  degré. 

D’un  autre  côté,  soient  k,  h',  k" , ...  les  exposants  de  y dans 
les  coefficients  K,  K',  K",  ...  ; la  somme  des  exposants  du  pro- 
duit K .K'.  K".  .. . est  k -t-  k'  H-  k" Ainsi,  dans  la  fonction 

K. K'. K". . . X T A*'  c*" . . . , la  somme  des  exposants  est 
k -t-  JP  + f*+  . . ■ +*  A -)- A' + A"  + . . . ; mais , d’après 
la  composition  de  l’équation  N = o,  l’on  a tout  au  plus 
k -f-  h — n , k'  -t-  A'  = n,  k"  -H  A"  = n ,.... 

Donc  enfin , la  fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  au  plus  d’un 
degré  marqué  par  n -t-  n -f-  , ou  mX«-  C.Q.  F.  D. 

N.  B.  — L’équation  aux  différences  étant  (n°  275)  le  résultat 
de  l’élimination  de  x entre  les  équations 
X = o, 

/ V 

Y H « H 5 a*  -f-  ...  -J-  u--'  = o, 

2 2.3 

dont  la  première  est  du  degré  m en  x , et  la  seconde  du  degré  m — t 

en  x et  u , il  s’ensuit  que  cette  équation  finale  doit  être  du  degré 
m(m  — i);  et  c’est,  en  effet,  ce  qui  a été  reconnu  (n°  275). 

Le  théorème  précédent  est  également  applicable  à un  nombre  m 
d’équations  renfermant  un  pareil  nombre  d’inconnues.  (Voyez, 
pour  sa  démonstration  , un  Mémoire  de  M.  Poisson  , XIe  cahier 
du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique , page  199.) 
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CHAPITRE  Y 111. 


Résolution  des  équations  numériques  à une  ou  à 
plusieurs  inconnues, 


Les  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  précédent 
sont  applicables  à toutes  les  équations,  de  quelque  nature  que 
soient  leurs  coefficients,  numériques  ou  algébriques  ; et  ces  prin- 
cipes doivent  être  regardés  comme  les  éléments  des  méthodes 
employées  pour  résoudre  les  équations  de  degré  supérieur.  . 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus  jusqu’à 
présent  qu’à  la  résolution  des  équations  générales  du  troisième  et 
du  quatrième  degré.  Les  formules  qu’ils  ont  obtenues  pour  les 
valeurs  des  inconnues  sont  si  compliquées  et  d’un  usage  si  peu 
commode  , lorsque  toutefois  on  peut  les  appliquer  (ce  qui  n’est  pas 
toujours  possible) , que  l’on  doit  regarder  le  problème  de  la  réso- 
lution des  équations  algébriques  d’un  degré  quelconque  , comme 
plus  curieux  qu’utile.  Aussi  les  analystes  ont-ils  dirigé  principale- 
ment leurs  recherches  vers  la  résolution  des  équations  numéri- 
ques, c’est-à-dire  de  celles  qui  proviennent  de  la  traduction 
algébrique  d’un  problème  dont  les  données  sont  des  nombres 
particuliers  ; et  ils  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles 

— Une  équation  numérique  d'un  degré  quelconque^  coefficients 
réels]  étant  donnée,  on  peut  toujours  déterminer  ses  racines. 

C’est  l’ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons  de 
développer  dans  la  première  partie  de  ce  chapitre. 

La  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  l’élimination  , ou 
la  résolution  des  équations  numériques  à plusieurs  inconnues. 

Première  partie.  — Équations  numériques  à une  inconnue. 
[Pour  la  généralité  de  nos  raisonnements,  nous  représenterons  en- 
core l’équation  proposée  par  jri  P-r'"- 1 -H  Qx"-1  -(-  ...  = o ; 
mais  les  lettres  P,  Q , . . . seront  censées  désigner  des  nombres  par- 
ticuliers et  des  quantités  réelles  , positives  ou  négatives.] 

Atg.  B.,  g'  éd.  3t 
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§ Ier.  — Principes  fondamentaux.  — Limites  des 
racines. 

503.  Prkmif.r  prixcipf.  — Si  deux  nombres  p«q  (de  signes 
quelconques) , substitués  à la  place  de  x dans  une  équation  nu- 
mérique , X = O,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires , 
ces  deux  nombres  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  la 
proposée. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition  , nous  ferons  voir  que , 
si  un  nombre  a , mis  à la  place  de  x dans  un  polynôme  X , fonc- 
tion entière  de  x (n°  250),  mais  dont  les  coefficients  sont  numé- 
riques et  réels,  a donné  tut  certain  résultat  A , on  pourra,  en  rem- 
plaçant x par  « -t-  A , et  prenant  h suffisamment  petit,  obtenir  un 
nouveau  résultat  qui  diffère  du  premier  d'une  quantité  moindre  que 
toute  grandeur  donnée. 

Soient  en  effet  A,  B,  C,  D, ...  ce  que  deviennent  les  poly- 
Z V 

nomes  X,  Y,  -,  — . . . (n°  204)  quand  on  y met  a au  lieu 
de  x ; le  polynôme  X deviendra , par  la  substitution  de  a -(-  A , 

A -+■  BA  -+-  CA*  -4-  D**  ■+■  . . . -I-  b", 
on  bien  A A (B -4-  CA  -+-  DA1  -t-  . . . A*1-1). 

La  quantité  A ( B -+-  CA  — ) est  l'expression  de  la  différence 
entre  les  résultats  des  substitutions  de  a -+-  A et  de  a ; et  c'est  cette 
différence  qui  doit  être  reconnue  susceptible  de  devenir  moindre 
que  toute  grandeur  donnée,  pour  une  valeur  convenable  de  A. 

Or,  B,  C,  D,...  étant  des  quantités  finies  de  signes  quel- 
conques , considérons  le  cas  le  plus  défavorable  qui  puisse  se  pré- 
senter, celui  où  elles  seraient  toutes  de  même  signe  et  égales  à K, 
la  plus  grande  d’entre  elles.  L’expression  A ( B -f-  CA  -|-  . ..)  devient 
KA(i-)-  A — t- A3 -}-  ...  -+-  A"-'), 

, KA(«  — *")  • ■ . . KA 

ou  (n°  31)  ; — ^ - — -,  quantité  moindre  que  -,  dans  le 

cas  de  A O i . 
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Cela  posé , si  l’on  veut , par  exemple , que  la  différence  soit 
moindre  qu’une  quantité  donnée  N,  il  n’y  a qu’à  poser 


K h 

i — h 


— ou  N,  ce  qui  donne  h = 


< 


N 


et  toute  valeur  de  h qui  satisfera  à cette  dernière  condition  satis- 
fera nécessairement  à l’inégalité 


KA(i  -t-  /;  ■+■  à’  ■+■  . . . ■+-  /i"-')<N, 
et,  à plus  forte  raison  , à l’inégalité 

h (B  -+-  CA-t-  D/t’  -+-  . . .)  < N . 

ce  qui  est  bien  le  résultat  demandé. 

Nous  pouvons  actuellement  démontrer  le  principe  énonce  ci- 
dessus  en  convenant,  pour  fixer  les  idées  , que  , des  deux  nombres 
p et  iy , p sera  le  plus  petit,  c’est-à-dire  celui  qui  se  rapproche 
davantage  de  Vin  fini  négatif.  Cela  pose  , les  deux  nombres  p et  < / 
mis  à la  place  de  x dans  l’équation  X = o , donnant,  par  hypo- 
thèse , deux  résultats  de  signes  contraires,  P,  et  Q,  , on  peut  con- 
cevoir que  l’on  fasse  varier  x par  degrés  insensibles  depuis  p jus- 
qu’à q ; les  résultats  des  substitutions  successives  varieront  aussi 
par  degrés  insensibles , c’est-à-dire  de  manière  à ne  différer  les  uns 
des  autres  que  de  quantités  aussi  petites  que  l’on  voudra  (ce  qu’on 
exprime  en  disant  que  le  polynôme  X est  soumis  à la  loi  de  con- 
tinuité dans  l’intervalle  de  P,  à Q,  ).  Or,  une  quantité  qui  est  con- 
stamment finie  (*)  ne  peut  passer  du  positif  au  négatif,  ou  ré- 
ciproquement , qu’en  passant  par  la  valeur  o.  Donc , parmi  les 
nombres  compris  entre  p et  7,  il  y en  a nécessairement  au  moins 
un  qui  donne  un  résultat  égal  à o ; et  ce  nombre  est  alors  une  ra- 
cine de  l’equation  X = o. 

304.  Second  principe.  — De  ce  que  deux  nombres  substitues 


;*)  F.n  général,  une  fonction  de  x peut  passer  de  l’état  positif  à l’état 
négatif,  soit  en  pussant  par  V infini , «oit  en  pussanl  par  la  valeur  zéro, 
mais  ici  les  coedirienls  de  la  proposée  étant  des  nombres  finis,  et  x n’en- 
trant pas  en  dénominateur  , la  valeur  de  X ne  peut  pas  devenir  infinir. 

3t. 
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à la  place  de  x dans  une  équation  donnent  deux  résultats  de 
signes  contraires , on  est  en  droit  de  conclure  qu’ils  comprennent 
au  moins  une  racine  réelle  ; mais  on  ne  peut  pas  affirmer  qu’ils 
n’en  comprennent  qu’une  seule,  et  ils  peuvent  en  comprendre  un 
nombre  impair  quelconque. 

Ceci  résulte  d’une  nouvelle  proposition  que  nous  allons  dé- 
montrer, et  qui  consiste  en  ce  que , 

Si  deux  nombres  comprennent  un  nombre  impair  quelconque , 
an-)-  i,  de  racines  réelles,  les  résultats  de  leur  substitution  à 
la  place  de  x sont  de  signes  contraires  ; et  s’ils  en  comprennent  un 
nombre  pair  quelconque , 2n,  les  résultats  de  leur  substitution  sont 
nécessairement  de  même  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons  par 
a,  b,  c,.  . . celles  des  racines  de  l’équation  proposée  X = o , 
que  l’on  suppose  comprises  entre  deux  nombres  donnés  p et  q, 
de  signes  quelconques , et  par  Y le  produit  des  facteurs  du  preinier 
degré  en  x,  qui  correspondent  aux  racines  réelles  non  comprises, 
et  aux  racines  imaginaires. 

Le  premier  membre,  X,  de  l'équation  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (x  — a)  (x  — b)  (x  — c) . . . X Y . 

Substituons  maintenant,  dans  le  produit  précédent,/;  et  7 à la 

place  de  x [/;  étant  <^7];  nous  obtenons  les  deux  résultats 

/ 

(p  — a)(p  — b)(p  — t)...  Xï', 

(f-*)(ï-‘)(f-')-xr. 

Y'  et  Y"  désignant  ce  que  devient  Y lorsqu’on  y remplace  x par 
p et  q [ces  deux  quantités  Y'  et  Y"  sont  nécessairement  de  même 
signe;  puisque  autrement , en  vertu  du  premier  principe,  Y aurait 
encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  p et  7,  ce  qui 
serait  contre  l’hypothèse]. 

Cela  posé,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des  deux 
résultats  ci-dessus,  divisons  le  premier  par  le  second;  il  vient 

( P — «)  (p  — b)  (p  — c)  . . . X Y ' 

( q — a)  ( q — b)  (q  — c)  . . . X Y"’ 
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un  bien 


P a x P~b P—c 

q — a q — b q — C 


Mais p et  q comprenant  les  racines  a , b,  c , d,... , et  p étant  <</. 
on  a nécessairement  p <[  a,  b,  c,  il,  , 


et 


d’uù  l'on  déduit 


et 


q a , b , c,  d,  . . . ; 

P — a,p—  b,  p — c,. ..  <o, 
q — a,  q — b,  q — C,  . . . > O; 


donc,  puisque  p — a et  q — a sont  des  signes  contraires,  de  même 
que  p — b et  q — b,  p — c et  q — c , . . . , les  quotients  partiels 


p — a p — b p — c 


sont  tous  négatifs;  d’ailleurs 


> I » » 

q — a q — b q — c 
est  essentiellement  positif,  puisque  Y' et  Y"  sont  de  même  signe; 

Y' 


...  , . p — a p — b p — c 

ainsi,  le  produit  X 1 X X 


• X ÿi  sera 
sont  en  nombre 


q — a q — b q — C 
négatif  si- les  racines  comprises  a,  b,  c,  . . 
impair,  et  positif  si  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc  enfin  les  deux  résultats  (p  — a)  [p  — b)  (p  — t).„Xï' 
et  (q — a ) (q  — b)  (q  — c). . . X Y",  seront  de  signes  contraires 
ou  de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprises  entre  p et  q 
seront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 

Conséquence.  — Il  résulte  nécessairement  de  cette  proposition, 
que,  si  deux  nombres,  substitués  à la  place  de  x dans  une  équation, 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  ils  comprennent  au 
moins  une  racine,  mais  ils  peuvent  aussi  en  comprendre  en  xombbf. 
impair  quelconque  ; et  s’ils  donnent  deux  résultats  de  même  signe, 
ou  ils  ne  comprennent  pas  de  racines,  ou  bien  ils  en  comprennent 
un  xombre  pair  quelconque. 


Limites  des  racines  réelles  des  équations. 

Les  diverses  méthodes  inventées  pour  la  résolution  des  équa- 
tions numériques  se  réduisent , en  dernière  analyse , à substituer, 
dans  l’équation,  des  nombres  particuliers,  qui  en  sont  alors  re- 
connus racines,  comme  la  vérifiant , ou  qui , da  moins,  sont  jugés 
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devoir  comprendre  une  ou  plusieurs  racines.  Mais,  en  réfléchissant 
sur  l’accroisse fnent  rapide  ( à mesure  que  x augmente)  du  premier 
terme  par  rapport  aux  autres , qui  sont  de  degré  moindre , on  sent 
qu’il  doit  exister  un  nombre  susceptible  de  rendre  ce  premier  terme 
à lui  seul  supérieur  à tous  les  autres  réunis,  c’est-à-dire  à leur 
somme  arithmétique  (nn  02) , et  qui , par  conséquent , substitué 
dans  l'équation  , donne  nécessairement  un  résultat  de  même  signe 
que  ce  premier  terme  l'qu’on  peuttoujours  regarder  comm «positif). 
Ce  nombre  est  donc  une  limite  au  delà  de  laquelle  toute  autre  sub- 
stitution deviendrait  inutile , puisqu’on  serait  sûr  d’obtenir  des 
résultats  constamment  positifs  , et  jamais  nuis.  C’est  donc  par  la 
détermination  d’un  pareil  nombre,  qu’il  convient  de  faire  précéder 
le  développement  des  méthodes  de  résolution. 

50Ü.  On  appelle  limite  supérieure  des  racines  positives  d’une 
équation , tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  po- 
sitives de  cette  équation. 

Il  résulte  de  cette  définition , qu’une  limite  est  susceptible  d’une 
infinité  de  déterminations  ; car,  dès  qu’un  nombre  est  reconnu  su- 
périeur à la  plus  grande  racine  positive , tout  nombre  plus  grand 
jouit  à plus  forte  raison  de  cette  propriété;  mais  alors  on  doit  se 
proposer  d’obtenir  la  limite  la  plus  petite  possible.  Or,  on  est 
certain  d’avoir  une  limite  d’ès  que  l’on  a obtenu  un  nombre  qui , 
substitué  à la  place  de  x , rend  te  premier  membre  positif,  et  qui 
est  tel  en  même  temps,  que  tout  autre  nombre  plus  grand  donnerait 
aussi  un  résultat  positif. 

Occupons-nous  donc  de  ta  détermination  d’un  nombre  qui 
jouisse  de  cette  double  propriété. 

SOC.  Commençons,  avant  tout , par  résoudre  la  question  sui- 
vante : On  demande  un  nombre  qui , substitué  à la  place  de  x dans 
une  équation  , rend  !c  premier  terme  x"  plus  grand,  à lui  seul , que 
la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres. 

Supposons,  à cet  effet , que  tous  les  termes  de  l’équation  soient 
négatifs,  à partir  du  second,  en  sorte  que  l'on  ait 

xm  — IV-'  — Qx"  -ï  — ...  — Tx  — L'  = o ; 
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il  s’agit  alors  de  trouver  pour  x un  nombre  qui  rende 

(i)  x”>  Px"-1  -t-  Qx"-’  • . . -I-  Tx-h  U. 


Or,  si  l'on  désigne  par  K le  plus  grand  de  tous  les  coefficients, 
et  qu’on  pose  la  nouvelle  inégalité 

(2)  x*  > Kx*-1  -t-  Kx"-’  -t-  Kx  -+-  K , 


il  est  évident  que  tout  nombre  qui , mis  à la  place  de  x , satisfera  à 
celle-ci,  satisfera,  à plus  forte  raison  , à la  précédente. 

Mettons  d’ailleurs  le  facteur  x"  en  évidence  dans  l’inégalité  (2)  ; 
elle  devient 


(3)  x->x-^+J 


et  sous  cette  forme  on  voit  que , quand  un  nombre  substitué  à la 
place  de  x aura  satisfait  à l’inégalité,  tout  autre  nombre  plus 
grand  y satisfera  encore  , puisque  la  somme  des  quantités 
K K 

1 -+-  ...  devient  d’autant  plus  petite  que  x est  plus 

grand. 

Cela  posé,  si  l’on  fait  d’abord  x = K dans  l'inégalité  (3), 
on  a K"  pour  le  premier  membre,  et  pour  le  second. 


K- 


0 


1 

k’ 


quantité  plus  grande  que  K".  Ainsi  le  nombre  K ne  satisfait  pas  à 
l’inégalité. 

Essayons  maintenant  K -I-  1 ; nous  obtenons  (K  -+-  1 )"  pour 
le  premier  membre. 

Quant  au  second  , pour  en  calculer  plus  facilement  la  valeur, 
nous  remonterons  à l’expression 


Kx-"1  -+-  Kx”-’  +■  ...  -+-  Kx  4-  K, 


ou  K(x"  1 -I-  x”-’  -+-  ...  x -t-  1), 


qui , d'après  la  propriété  du  n°  SI , ou  d’après  la  formule  du 
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n°  195 , revient  à K . *—  ■■ — - ; 

x — i 

et  nous  y remplacerons  x par  K -f-  i . 

Il  vient,  par  cette  substitution  , 

^ - ■— — —,  ou  réduisant,  (K  H-  i)"  — i , 

K -+-  i — i ‘ 

résultat  plus  petit  que  (K  i )". 

D’ailleurs , nous  avons  déjà  reconnu  que  tout  autre  nombre 
plus  grand  satisferait , à plus  forte  raison  , à l’inégalité  (3). 

Donc  enfin , ( K -f-  I ) , ou  le  plus  grand  coefficient  de  l’équation , 
augmenté  de  l’unité , et  tout  nombre  supérieur  à ( K.  -4-  i ) , jouis- 
sent de  la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  xm,  à lui  seul , plus 
grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres. 

507.  Limite  ordinaire  des  racines  positives.  — Le  nombre  que 
l’on  vient  d’obtenir  peut  être  considéré  comme  une  première  li- 
mite, puisque  ce  nombre,  ou  tout  autre  nombre  plus  grand, 
rendant  le  premier  terme  supérieur  à la  somme  de  tous  les  autres  , 
les  résultats  des  substitutions  de  ces  nombres  à la  place  de  x doi- 
vent être  constamment  positifs;  mais  cette  limite  est  ordinairement 
beaucoup  trop  grande,  parce  qu’en  général  l’équation  renferme 
plusieurs  termes  positifs.  Cherchons  donc  une  limite  plus  rappro- 
chée de  la  plus  grande  racine. 

Désignons  par  xm~‘  la  puissance  de  x , correspondant  au  pre- 
mier terme  négatif  qui  vient  après  le  terme  x ",  et  considérons  le 
cas  qui  est  évidemment  le  plus  défavorable  (mais  il  est  plus  facile 
à traiter),  celui  où  tous  les  termes  sont  négatifs  à partir  de 
et  affectés  du  plus  grand  des  coefficients  négatifs  qui  entrent  dans 
l’équation. 

Soit  S ce  coefficient  ; tâchons  d’abord  de  satisfaire  à la  con- 
dition 

(i)  xm  >Sx"-"  -+-  Sx”-"-'  -f-  . . . •+-  Sx  -+-  S; 
ou  , mettant  le  facteur  xm  en  évidence. 
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Celle  autre  forme  prouve  déjà  que,  quand  on  aura  trouvé  pour x 
un  nombre  qui  satisfasse  à l'inégalité  , tout  autre  nombre  plus 
grand  y satisfera  encore , puisque  la  quantité  entre  parenthèses 
devient  d’autant  plus  petite  que  x est  plus  grand. 

n 

Or,  si  l’on  pose  d’abord  x"  =r  S , ou  x — fs  = S', 
le  premier  membre  de  l’inégalité  (2)  devient  S'",  et  le  second 


quantité  plus  grande  que  S'". 

n 

Donc  S'  ou  fs  ne  satisfait  pas  à l’inégalité. 


Faisant  actuellement  x=  S'-H  1 (ou  y S 1),  on  obtient  d’a- 
bord (S'  -t-  1)"  pour  le  premier  membre. 

Quant  au  second  , pour  en  calculer  la  valeur,  il  est  plus  simple 
de  remonter  à l’inégalité  (1),  dont  le  second  membre  revient 
(n°  SI  ou  n°  593) , à 


S. 


x"-*+, — i 


X 1 


En  remplaçant  x par  1 , on  a pour  cette  expression  , 


S. 


(S'  -t-  !)—«+>—  1 
S'  -l-  1 — 1 


ou  S'"-'[(S'+  1)"-»  + '—  1] 


[à  cause  de  S=  S'"];  ou  bien  encore , effectuant  les  calculs, 

(S'-t-  1)-— S'"-'. 

Or  cette  dernière  expression  est  moindre  que  (S'  -+■  i)“  ; donc , 

n 

S'  1 ou  1 -F  fs , et  tout  autre  nombre  plus  grand  , jouissent  de 
la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  plus  grand , à lui  seul , 
que  la  somme  arithmétique  des  seuls  termes  qui  soient  négatifs 
clans  l’équation , et  par  conséquent,  de  donner  pour  le  premier 
membre,  des  résultats  constamment  positifs. 

n 

Donc  enfin  1 -|-  y S , ou  l'unité  augmentée  de  la  racine  du  plus 
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grand  coefficient  négatif,  racine  d'un  degré  marque  par  le  nombre 
des  termes  r/ui  précèdent  le  premier  terme  négatif,  est  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  l'équation. 

Lorsque  le  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  l’équa- 
tion, il  faut  faire  n = i , et  la  limite  devient  S 4-  i , ou  le  plus 
grand  coefficient  négatif  augmenté  de  l’unité:  c’est  la  limite  dont 
on  se  sert  le  plus  communément. 

Si  les  deux  premiers  termes  sont  positifs , ou  que  le  second 

terme  manque,  on  a n =z  i , et  la  limite  est  alors  i -h  y/S. 

% 

Dans  le  cas  de  n = 3,  on  a pour  limite  i + y S;  et  ainsi  de 
suite. 

Prenons  pour  exemples  les  équations  suivantes, 
i°.  x* — 5.1M-37X1 — 3x  -+-3c)  = o,  S-t-  1 =5-1-  1 =6; 

?.“•  x'-h  7x* — i2x* — 491',-I-52x-i3=o,  i — v'S=  1 -hy^)=8 ; 

• I 

3".  x'-t-iix1 — ?.5x — 67=0,  1 -hyS=  1 -h  V67  = 6 ; 

4”-3xJ — 2 X1 — I IX  -h  4=0,  S-hl  =-y-hl  = 5. 

JV.  B.  — Dans  le  dernier  exemple , on  .a  d’abord  divise  l’équa- 
tion par  3,  avant  d’établir  la  limite,  parce  que  dans  la  recherche 
de  la  limite  générale , le  coefficient  du  premier  terme  a été  sup- 
posé égal  à l’unité. 

De  plus,  il  est  d’usage  d’exprimer  cette  limite  en  nombres 
entiers. 

508.  Souvent , au  moyen  d’une  transformation  exécutée  sur 
• n 
l’équation  , on  obtient  une  limite  plus  petite  que  y'S  -h  1 . 

Considérons,  par  exemple,  la  première  des  équations  ci-dessus; 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

x1  (x  — 5)-h  37X  ^x  — -h  39  = O. 

Or,  il  est  visible  qu’en  y mettant  pour  x,  5 ou  tout  autre 
nombre  plus  grand , on  obtiendrait  un  résultat  constamment 
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positif;  donc  5 est  une  limite,  tandis  que  l'on  a trouve  6 d’après 
la  formule. 

On  a de  même , pour  la  seconde  équation  , 

(-^  — 49) 7-*^  (*—  y)  + 5a  — î)  =° 

(en  réunissant  le  premier  et  ie  quatrième  terme,  le  second  et  le 

S 

troisième,  etc.)  ; or,  on  voit  que  x = v^?9 » c’est-à-dire  4 1 ou 

tout  autre  nombre  plus  grand  , donnerait  un  résultat  positif. 

L’artifice  de  cette  méthode,  qui  ne  peut  s’appliquer  qu’à  cer- 
taines équations,  consiste  à décomposer  le  premier  membre  en  plu- 
sieurs parties  composées  chacune  de^  deux  facteurs  dont  le  premier 
soit  un  monôme  positif , et  l’autre  un  binôme  en  \ dont  le  second  terme 
soit  numérique  et  négatif,  puis  à déterminer  x de  manière  que 
tous  tes  facteurs  entre  parfnthèses  soient  positifs. 

Elle  est  rarement  applicable  à «les  équations  renfermant  plu- 
sieurs termes  consécutifs  affectés  du  signe  — . 

Par  exemple,  on  ne  peut  l’appliquer  à une  équation  telle  que 

xJ  — 5x'  — I3X3  rjx1  — 69  = o. 

Toutefois , comme  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  so 
mettre  sous  la  forme 

x‘  5x‘  I 3X5  1 7 ^x1  , 

on  reconnaît  aisément  que  1 3 -f-  1 ou  >4  serait  une  limite 
supérieure. 

509.  Méthode  de  Newton  pour  déterminer  la  limite  supérieure, 
la  plus  petite  possible  (en  nombres  entiers). 

Soit  X = o l’équation  proposée  ; si  l’on  fait  dans  cette  équa- 
tion, x = x'  -+-  u , x'  étant  une  indéterminée,  on  obtient  (n"2(>2) 

Z' 

la  transformée  X'  -+■  Y'u  -| it!4-  . . . -+-  um  = o,  dont  les  coef- 

3 

iicients  s'obtiennent  d'après  une  loi  connue. 

delà  posé,  concevons  que,  par  des  essais  successifs,  on  soit 
parvenu  à déterminer  pour  x'  un  nombre  qui,  substitué  dans 
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X',  Y',  — , ... , rende  tous  ces  coefficients  positifs  à la  fois  ; je  dis 

que  ce  nombre  est  supérieur  h la  plus  grande  racine  positive  de 
l'équation  X = o. 

En  effet , les  coefficients  de  la  transformée  étant  tous  positifs , 
aucun  nombre  absolu  ne  peut  vérifier  cette  équation  ; ainsi  les 
valeurs  réelles  de  u doivent  être  toutes  négatives  ; niais  de  l’équa- 
tion x = x'  -t-  u , on  tire  « = x — x';  et  pour  que  les  valeurs 
de  u qui  correspondent  à chaque  valeur  de  x et  à la  valeur  de  x' 
(déjà  déterminée)  soient  négatives,  il  faut  absolument  que  la  plus 
grande  valeur  positive  de  x soit  moindre  que  la  valeur  de  a/;  ce 
qu’il  fallait  démontrer. 

Voici  d’ailleurs  la  manière  d’appliquer  la  méthode  : 

Soit  l’équation  x1  — 5X3  — 6x’  — 19X  -4-7  = 0. 

Comme  x'  est  un  caractère  indéterminé,  on  peut  conserver  la 
lettre  x dans  la  formation  des  polynômes  dérivés;  et  l’on  a 

*•*  — 5x“  — 6x’  — 19X  -4-  7, 

4-r*  — i5x’  — I2x  — 19, 

6x>  — i5x  — 6, 

4*  — 5. 

La  question  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  ramence  à trouver 
pour  x un  nombre  entier  (le  plus  petit  possible)  qui  rende  tous 
ces  polynômes  positifs. 

Commençons  par  le  polynôme  du  premier  degré;  il  est  visible 
que  2 , ou  tout  autre  nombre  2 , le  rend  positif. 

2 , substitué  dans  le  polynôme  du  second  degré,  donne  un  ré- 
sultat négatif;  mais  3,  ou  tout  nombre  ^>3 , donne  un  résultat 
positif. 

3 et  4 , substitues  dans  le  polynôme  du  troisième  degre , don- 
nent un  résultat  négatif  ; mais  5 donne  un  résultat  positif , et  il  en 
serait  de  même  de  tout  autre  nombre  plus  grand. 

Enfin  5,  substitué  dans  X , donne  un  résultat  négatif;  et  il  en 
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est  Ue  même  de  6 ; car  les  trois  premiers  tenues  x*  — Sx5  — 6x! 
reviennent  à jr3  (x  — 5)  — 6x- , expression  qui  se  réduit  à o dès 
que  l’on  fait  x=6;  mais  x = 7 donne  évidemment  un  résultat 
[lositif. 

Donc  7 est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  pro- 
posée ; c’est  d’ailleurs,  en  nombres  entiers,  la  limite  la  plus  petite, 
puisqu’on  vient  de  reconnaître  que  6 donnait  un  résultat  négatif, 
d’où  il  suit  ( n°  505  ) qu’il  y a au  moins  une  racine  comprise  entre 
6 et  7. 

En  général on  obtiendra  par  cette  méthode  la  limite  la  plus 
petite  en  nombres  entiers , toutes  les  fois  que  l’on  aura  reconnu 
qu’un  certain  nombre  entier  K.  et  tout  nombre  plus  grand,  ren- 
dant positifs  tous  les  polynômes  dérivés,  mais  négatif  le  polynôme 
proposé  , K + 1 rend  celui-ci  positif.  La  limite  la  plus  petite  est 
alors  K 4-  ï . 

C’est  ainsi  qu’on  trouvera  que  6 et  7 sont  les  limites  respectives 
des  équations 

x‘  — 3x‘  — 8x3  — a5x3  4x  — 3g  = o , 
x1  — 5x‘  — i3x*  •+•  1 7X1  — 69  = o. 

N.  B.  — On  conçoit  que  cette  méthode  (qui  n’est  d’ailleurs 
employée  que  dans  la  recherche  des  racines  incommensurables) 
peut  donner  même  une  quantilé  moindre  que  l’unité  pour  limite 
supérieure;  puisque,  d’après  la  nature  de  cette  méthode,  il  su  (Ht 
de  trouver  pour  x un  nombre  qui  rende  positifs  le  polynôme  pro- 
posé et  ses  dérivés.  (Nous  en  verrons  un  exemple  au  nu  342.) 

310.  Il  nous  reste  maintenant  à déterminer  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  et  les  limites  inférieures  des  racines , soit  po- 
sitives, soit  négatives. 

Dorénavant , nous  désignerons  par  la  lettre  L la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  d'une  équation , de  quelque  manière 
qu’on  l’ait  obtenue. 

i°.  Si,  dans  l’équation  X = o,  on  fait  x =s  — y,  ce  qui 
donne  la  transformée  Y = o,  il  est  clair  que  les  racines  positives 
de  cette  nouvelle  équation  , étant  prises  avec  le  signe  — , donne- 
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ront  les  racines  négatives  de  la  proposée;  donc,  en  déterminant 
par  les  moyens  connus  la  limite  supérieure  L'  des  racines  posi- 
tives de  la  transformée , on  aura  — V pour  la  limite  supérieure 
(numériquement)  des  racines  négatives  de  la  proposée. 

2°.  Si , dans  l’équation  X = o , on  fait  x =.  - , il  en  résulte 
une  transformée  Y = o,  dont  les  coefficients  sont  ceux  de  la  pro- 
posée écrits  dans  un  ordre  inverse.  Or,  il  suit  de  la  relation  x = -, 

qu'aux  plus  grandes  valeurs  positives  de  y correspondent  les  plus 
petites  de  x;  donc , en  désignant  par  l la  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  la  transformée  , on  aura  - pour  la  limite  infé- 
rieure des  racines  positives  de  la  proposée. 

3°.  Enfin  si , dans  la  proposée , on  remplace  x par  — -,  et 
qu'on  cherche  la  limite  supérieure  V des  racine  positives  de  la 
transformée  Y = o,  — ~ sera  la  limite  inférieure  (numérique- 
ment) des  racines  négatives  de  la  proposée. 


511.  N.  B.  — Nous  terminerons  par  deux  remarques  fort  utiles 
dans  la  recherche  des  limites. 

Premièrement,  toute  équation  qui  n’a  que  des  permanences  de 
signes,  c’est-à-dire  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  ne  peut  avoir 
pour  racines  réelles  que  des  nombres  négatifs ; car  tout  nombre 
positif,  mis  à la  place  de  x,  rendrait  le  premier  membre  essentiel- 
lement positif.  Ainsi , dans  ce  cas , zéro  est  la  limite  supérieure  des 
racines  positives. 

En  second  lieu,  toute  équation  complète,  dont  les  termes  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs,  c’est-à-dire  qui  n’a  que  des 
oariations  de  signe,  ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  que  des 
nombres  positifs  ; car  il  est  évident  que  tout  nombre  négatif,  mis 
à la  place  de  x dans  la  proposée , rend  tous  les  termes  positifs  si 
l’équation  est  de  degré  pair,  et  tous  les  termes  négatifs  si  l’équa- 
tion est  de  degre  impair  ; ainsi  la  somme  des  termes  ne  peut 
devenir  nulle. 
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Donc,  dans  ce  cas,  il  est  inutile  de  rechercher  les  limites 
négatives. 

Il  en  est  de  même  de  toute  équation  imcomplcte , teile  que , si 
l'on  change  x en  — y,  il  en  résulte  une  transformée  qui  n’a  que  des 
permanences. 

Conséquences  déduites  des  principes  précédents. 

Le  principe  fondamental  de  la  resolution  des  équations  numé- 
riques, et  ceux  que  nous  venons  d’établir  sur  les  limites,  ont  con- 
duit les  géomètres  à des  conséquences  très-importantes. 

319.  Première  conséquence.  — Toute  équation  de  degré  im- 
pair, dont  les  coefficients  sont  fécls  , a au  moins  une  racine  réelle 
de  signe  contraire  à son  dernier  terme. 

En  effet,  soit  x"  ■+•  Pxm~'  ...  Txdb  U = o l’équa- 
tion proposée  ; et  considérons  d’abord  le  cas  où  le  dernier  terme 
est  négatif. 

Si  l’on  fait  x — o dans  l'équation,  le  premier  membre  se  réduit 
à — U.  D’un  autre  côté,  substituons  à la  place  de  x,  (K  -t-  i), 
ou  (n°  306) 'le  plus  grand  coefficient  de  l’équation  augmenté  de 
l’unité;  comme,  par  cette  substitution,  le  premier  terme  x"  est 
à lui  seul  plus  grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres 
termes , il  s’ensuit  que  le  résultat  de  la  substitution  est  positif; 
donc  , en  vertu  du  principe  démontré  au  n°  503,  il  y a au  moins 
une  racine  comprise  entre  ort(R  + i),  laquelle  racine  est  posi- 
tive , et  par  conséquent  désigné  contraire  au  dernier  terme. 

Supposons  actuellement  le  dernier  terme  positif. 

En  faisant  toujours  x = o , on  trouve  pour  résultat  -+-  U ; mais 
en  mettant  pourx,  — (K.  i),  on  obtiendra  un  résultat  néces- 

sairement négatif,  puisque  le  premier  terme  x",  qui  devient  né- 
gatif par  cette  substitution  , donne  son  signe  à toute  l’expression  ; 
donc  l’équation  a au  moins  une  racine  comprise  entre  o et 
— (K  i),  c’est-à-dire  négative  ou  de  signe  contraire  au  der- 
nier terme. 

Seconde  conséquence.  — Toute  équation  de  degré  pair,  à coef- 
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ficients  réels  , dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a au  moins  deux 
racines  réelles,  l’une  positive  et  l'autre  négative. 

En  effet , soit  — U son  dernier  ternie  ; en  faisant  x = o , on 
trouve  pour  résultat  — U.  Substituons  successivement  ( K -t-  i) 
et  — ( K -+-  i) , K étant  toujours  (nu  506)  le  plus  grand  coefficient 
de  l’équation  ; comme  m est  pair,  le  premier  terme  xm  restera  po- 
sitif ; d’ailleurs  il  devient  plus  grand  , par  ces  substitutions , que  la 
somme  de  tous  les  autres;  donc  les  résultats  des  deux  substitutions 
sont  l’un  et  l'autre  positifs , ou  de  signe  contraire  à celui  que  donne 
l’hypothèse  r=o.  Ainsi  l’équation  a au  moins  deux  racines  réelles, 
l’une  comprise  entre  o et  (K-+-i),  ou  positive,  et  l’autre  compris»? 
entre  o et  — (K.  -f-i),  ou  négative. 

• 

N.  R. — On  ne  peut  rien  conclure  pour  toute  équation  de  degré 
pair  dont  le  dernier  terme  est  positif  ; et  même  il  est  aisé  de  former 
«les  équations  qui  n’aient  que  des  racines  imaginaires:  il  suffit, 
pour  cela  , de  multiplier  entre  eux  plusieurs  trinômes  du  second 
degre  qui , égalés  séparément  à o , ne  donneraient  que  des  racines 
imaginaires;  il  est  clair  que  l’équation  ainsi  formée  n’aurait  elle- 
même  que  des  racines  imaginaires. 

En  rapprochant  les  deux  conséquences  précédentes  de  la  propo- 
sition (n°  25C),  que  toute  équation  a au  moins  une  racine,  on  voit 
que  cette  proposition  hypothétique  se  trouve  maintenant  démon- 
trée pour  la  plupart  des  équations  numériques;  d’ailleurs,  les 
démonstrations  des  conséquences  ci-dessus  sont  fondées  sur  le 
principe  du  n°  505  et  sur  celui  du  n"  506,  qui  sont  tout  à 
fait  indépendants  de  la  théorie  établie  dans  le  septième  cha- 
pitre. 

515.  Troisième  conséquence. — Si  une  équation,  dont  les  coeffi- 
cients sont  réels , a des  racines  imaginaires,  ces  racines  ne  peuvent 
être  qu’en  nombre  pair. 

En  effet,  concevons  que  l’on  ait  divisé  le  premier  membre  de 
la  proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux 
racines  réelles;  le  polynôme  quotient  que  l’on  obtiendra  aura  ses 
coefficients  réels  (d’après  la  loi  de  formation  n"  258);  de  plus,  il 
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finit  tHrr  tle  degré  pair;  car,  s’il  était  de  degré  impair,  on  l’égalerait 
à zéro , et  l’équation  résultante  aurait  encore  (n°  312)  au  moins 
une  racine  réelle,  oe  qui  serait  contre  la  nature  de  cette  équation. 

Remarque.  — Le  polynôme  quotient  dont  nous  venons  de  par- 
ler, jouit  d’ailleurs  d’une  propriété  caractéristique , c’est-à-dire 
appartenant  exclusivement  aux  équations  qui  n’ont  que  des  ra- 
cines imaginaires:  c’est  de  rester  constamment  positif,  quelque  va- 
leur réelle  que  l’on  y mette  à la  place  de  x. 

En  effet)  s’il  pouvait  devenir  négatif,  comme  on  obtiendrait 
aussi  un  résultat  positif  en  substituant  pour  x,  (K-f-t)  [ou  le 
plus  grand  coefficient  augmenté  de  l’unité],  il  s’ensuivrait  que  ce 
polynôme  égalé  à zéro  aurait  au  moins  une  racine  réelle  comprise 
entre  ( K -t-  t)  et  le  nombre  qui  aurait  donné  un  résultat  négatif. 

Il  suit  encore  de  là  que  le  dernier  terme  de  ce  polynôme  doit 
être  positif,  puisque  autrement , x = o donnerait  un  residtat 
négatif. 

Nous  démontrerons,  dans  le  neuvième  chapitre  , que  non-scille- 
inent  les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair  dans  toute  équa- 
tion (à  coefficients  réels),  mais  encore  qu’elles  s’y  trouvent  par 
couples,  et  qu'elles  sont  de  ta  forme  a zfc  by  — i , c’eit-à-dire  de 
même  forme  que  les  racines  imaginaires  des  équations  du  second 
degré. 

314.  Quatrikmf.conskquf.kck.  — Toutes  les  fois  que  le  dernier 
terme  d’une  équation  est  positif,  le  nombre  des  racines  réelles 
positives  de 'l’équation  est  pair;  et  toutes  tes  fois  qti’U  est  négatif, 
le  nombre  des  racines  réelles  positives  est  impair. 

En  effet,  supposons  d’abord  que  le  dernier  terme  soit  -t-  U, 
ou  positif.  Comme,  en  faisant  x = o , on  a pour  résultat  -+-  U , et 
qu’en  faisant  x—  K+i,ona  aussi  un  résultat  positif,  il  s’en- 
suit que  o et  (K  -t-  t)  donnent  deux  résultats  de  même  signe,  et 
par  conséquent  (n°  501)  que  le  nombre  des  racines  réelles  qu’ils 
comprennent  est  nul , ou  généralement  qu’il  est  un  nombre  pair 
quelconque. 

Si , au  contraire , le  dernier  terme  est  — U , alors  o et  ( K -+-  t) 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  et  comprennent  par 
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conséqucnt  une  racine  ou  un  nombre  impair  quelconque  de  racines 
réelics.- 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 

RÈGLE  DES  SIGNES  DE  UESCARTES. 

3|  K.  La  règle  suivante  fait  connaître  le  plus  grand  nofnbre  de 
racines  positives  et  le  plus  grand  nombre  de  racines  négatives 
qu’urie  équation  numérique  puisse  renfermer. 

Une  éqnation  d'un  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus  de 
racines  positives  que  tle  variations  de  signe,  ni  un  nombre  de 
racines  négatives  plus  grand  que  celui  des  permanences,  si  tou- 
tefois (restriction  nécessaire  pour  la  seconde  partie)  V équation  est 
complète. 

Pour  démontrer  la  première  partië  de  la  proposition , nous 
ferons  voir  d’abord  que  la  multiplication  du  premier  membre 
d’une  équation  par  un  facteur  x — a correspondant  à une  racine 
positive , introduit  au  moins  une  variation  de  plus. 

Soit  en  effet  l’équation 

Mx" -t-  ... — Nx" — ...4-  Px/\.. ...  4-  4-...±Tx'd=...=:o, 

dont  nous,  supposerons , pour  la  plus  grande  généralité  possible  T 
le  premier  membre  composé  d’une  première  série  de  termes  po- 
sitifs commençant  par  Mx",  puis  d’une  série  de  termes  négatifs 
commençant  par  — Nx",  puis  enrore  d’une  série  de  termes  positifs 
commençant  par  -t-  Pxf,  et. ainsi  de  suite , jusqu’à  une  dernière 
série  de  termes  de  même  signe  commençant  par  rtTx',  et  qui 
seront  tous  pesiti/s,  ou  tous  négatifs,  suivant  que  ces  séries  alter- 
natives de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs  seront  en  nombre 
impair  ou  en  nombre  pair,  chacune  d’elles  pouvant  se  réduire 
à un  seul  terme. 

Cela  posé , multiplions  le  premier  membre  de  l’équation  par 
x — a ; nous  obtiendrons  deux  produits  partiels  dont  le  premier 
aura  ses  termes  affectés  des  mêmes  signes  que  le  multiplicande,  et 
dont  le  second  aura  ses  termes  affectes  de  signes  contraires  à ceux 
du  multiplicande  , et  avancés  d’un  rang  vers  la  droite.  On  pourra 
donc,  en  ne  tenant  compte  que  des  signes  qu’il  est  utile  de  consi- 
dérer, écrire  les  deux  produits  partiels  et  le  produit  total,  de  la 
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manière  suivante*  : 


4‘)9 


-f-  Mj** -4- ...  — Nx* — ...-t-Px? ...4-  -U..  -4-Tw-I- 

x — a 

-+-Mx*+I4-... — Nx"-*:' — ...  4-P x^'  -+-  ...  — ...  ■+• ...  zt  Tx'+I . 
— — •••  -+••••-+-  « — ...  — ...  4- ...  ±: .....  ip 

*. . +..7 ±77:.+ 

Or,  on  voit  tout  de  suite , à l’inspection  de  ce  produit  total , que 
son  premier  terme  est.positif  comme  celui  du  multiplicande  ; qu’au 
premier  terme  négatif— Nx"  du  multiplicande  correspond  un 
terme  négatif  du  produit  total,  quels  que  soient  d’ailleurs  les 
signes  intermédiaires  ; que  de  même,  au  terme  -f-  PxP  du  multi- 
plicande, corres|«>nd  un  terme  positif  du  produit  total , et  ainsi 
de  suite,  jusqu’au  terme  ±Tx‘  du  multiplicande  , qui  est  le  pre- 
mier de  la  dernfère  série,  et  auquel  correspond  également  un  terme 
du  produit  total , affecté  du  même  signe  que  lui. 

D’où  il  résulte  qu’à  chaque  variation  de  signe  du  multipli- 
cande correspond  au  moins  une  variation  du  produit  total.  Mais 
celui-ci  est  terminé  pat  un  terme  affecté  du  signe  , qui  amène 
nécessairement  au  moins  une  variation  qui  ne  se  trouve  pas  dans 
le  multiplicande.  Donc,  l’introduction  d’une  racine  positive  dans 
une  équation  fait  naître  au  moins  une  variation  de  plus;  C.  Q.  F.  D. 

Maintenant , puisque  chaque  racine  positive , introduite  dans 
une  équation , donne  lieu  à une  variation  de  plus,  il  s’ensuit  né- 
cessairement qu'une  équation  ne  saurait  avoir  plus  de  ràcincs  po- 
sitives que  de  variations  de  signe  ; ce  qui  constitue  la  première 
partie  de  la  proposition. 

Quant'  à la  seconde  partie,  il  suffit  d’observer  que,  si  l’on 
change  x en  — x dant  une>équation  , ce  qui  revient  (n°3IO)à 
changer  les  racines  positives  en  racines  négatives,  et  réciproque- 
ment , les  variations  de  signes  de  l’équation  deviendront  des 
permanences , et  réciproquement , si  l’équation  est  complète.  Or, 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d’être  dit , la  transformée  ne  peut  pas 
avor  plus  de  racines  positives  que  de  variafions  de  signe  ; donc  la 
proposée  elle-même  ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  négatives  que 
de  permanences. 

3a. 
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N.  B.  — Le  moyen  de  démonstration  que  nous  venons  d’ex- 
poser est  dû  à M.  Gauss , qui  a , en  outre , fait  plusieurs  remarques 
relatives  au  cas  où  l’équation  est  incomplète  (*). 

Nous  nous  bornerons  à faire  observer,  d’après  lui  (et  nous  in- 
sistons sur  ce  point),  que  la  première  partie  de  la  proposition  est 
toujours  vraie  quelle  que  soit  l'cquation , complète  ou  incomplète  ; 
mais  que  la  seconde  partie  peut  être  en  défaut  si  l’équation  esf  in- 
complète. 

Ainsi,  soit,  par  exemple,  l’équation  du  quatrième  degré 
x * — 5x:  -+-  8x  — 6 — o . 

Cette  équation , ayant  son  dernier  terme  négatif , a au  moins 
(n°  519)  deux  racines  réelles,  l’une  positive;  l’autre  négative;  et 
cependant,  comme  elle  n’a  que  des  variations  désigné,  il  sem- 
blerait qu’elle  ne  peut  avoir  aucune  racine  négative.  Mais  si  l’on 
complète  l’équation  en  rétablissant  le  terme  en  x',  il  vient 

x‘  ± o . xy — - 5x’  8x  — 6 = o, 

équation  qui  présente  upe  permanence,  soit  qu’on  prenne  le  coef- 
ficient o avec  le  signe  -+- , soit  qu’on  le  prenne  avec  le  signe  — ; et 
le  paradoxe  disparaît. 

Voici , au  reste , un  -énoncé  qui  comprend  évidemment  tous 
les  cas  : dans  toute  équation , complète  ou  incomplète,  le  nombre 
des  racines  positives  est  au  plus-  égal  au  nombre  des  variations  de 
signe  qu'elle  présente;  et  le  nombre  des  racines  négatives  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  variations  de  signe  que  présente  la  trans- 
formée qui  résulte  de  la  substitution  de  — s à la  place  de  x dans 
....  , »• 
l équation  proposée. 

SIC.  Conséquence.  — Toutes  les  fois  qu’une  équation  n'a  que 
des  racines  réelles  et  qu'elle  est  complète  , le  nombre  des  racines 
positives  est  égal  au  nombre  total  des  variations , et  le  nombre  des 
racines  négatives , au  nombre  total  des  permanences. 


(■)  Vajet  le  Journal  de  Crelle , lome  111,  page  I , ot  le  Bulletin  dei  Sciences 
de  Fcrussac , tome  IX,  page  353. 
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En  effet , soient  m le  degré  de  l’équation  , n le  nombre  des  va- 
riations de  signe  qu’elle  présente , et p le  nombre  des  permanences  ; 
on  a nécessairement  m = n 4-  p.  Soient  d’ailleurs  «'  le  nombre 
des  racines  positives  , et  p'  le  nombre  des  racines  négatives  : on  a 
encore  m = n'  4-  p' , d’où  l’on  déduit 

n 4-  p = n'  -t-  p'. 

Or , on  vient  de  voir  que  n'  ne  peut  être  ii , et  que  p'  ne  |>eut 
être  3>  p ; donc  il  faut  que  l’on  ait  n’  = n , dp'  ^ p. 

517.  Remarque.  — Lorsqu’une  équation  manque  de  quelques 
termes,  on  peut  souvent,  au  moyen  de  la  règle  précédente , re- 
connaître la  présence  de  racinefs  imaginaires. 

Soit , par  exemple , l’équation 

x*  -(-  px  -1-9  = 0, 

pelq  étant  essentiellement  positifs.  Rétablissons  le  terme  qui  man- 
que, en  l'affectant  du  coefficient  ±0  ; il  vient 

x5  ± o.xJ  -f-  px  4-7  = 0. 

En  n’ayant  égard  qu’au  signe  supérieur , on  ne  voit  que  des 
permanences,  tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  variations. 
Cela  prouve  que  l'équation  a des  racines  imaginaires;  car  si  ses 
racines  étaient  toutes  trois  réelles  , il  faudrait , en  vertu  du  signe 
supérieur,  qu’elles  fussent  toutes  trois  négatives  , et.,  en  vertu  du 
signe  inférieur,  qu’il  y eu  eût  deux  positives  et  une  négative,  ré- 
sultats contradictoires. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l’équation  est  de  la  forme 
x1  — px  4-  7 = o; 

car,  opérant  comme  au  n°  515,  rétablissons  le  terme  zh  o . x' ; 
il  vient 

x1  ± o.x1  — px  4-  7 = o, 

équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations  , soit  que 
l’on  prenne  le  signe  supérieur  , soit  que  l’on  prenne  le  signe  infé- 
rieur. Ainsi,  cette  équation  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles. 
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savoir,  deux  positives  et  une  négative;  ou  bien  elle  a (leux  racines 
imaginaires  et  une  négative,  puisque  son  dernier  terme  est  po- 
sitif ( n°  514). 

Passons  actuellement  à l'exposition  des  diverses  méthodes  de 
résolution  des  équations  numériques. 


§ II.  — Recherche  des  Racines  coinmensurables  des 
équations  numériques. 

318.  Les  racines  réelles  coinmensurables  doivent  être  l'objet  des 
premières  recherches.  Ces  racines  peuvent  être  entières  ou  frac~ 
liminaires. 

Observons  d’abord  que  toute  équation  dont  le  //rc/nier  tenue  a 
pour  coefficient  l'unité,  et  dont  tous  les  autn-s  coefficients  sont 
des  nombres  entiers , ne  peut  avoir  pour  racines  coinmensurables 
que  des  nombres  entiers. 

Kn  effet , soit  l’équation 

■r"  + px»_'  -f.  QX"->  -+-  . . . Tx  U = 6, 


«bus  laquelle  P,  Q, . . . , T,  U,  sont  des  nombres  entiers  ; et  sup- 
posons qu’elle  puisse  avoir  pour  racine  un  nombre  fractionnaire 

eommensurable  tel  que  ^ ; nous  obtiendrons,  par  la  substitution , 


+ 1 j + U — o; 


d’où,  multipliant  toute  l’équation  par  b"-'  et  transposant , 

“j-  = — P a"-'  — Qn"-«ê  — ...  — 1abm~'  — UA"-' . 


Or , le  second  membre  de  cette  égalité  se  compose  d’une  suite  de 
nombres  entieis,  tandis  que  le  premier  membre  est  essentiellement 
fractionnaire  : car  a et  b pouvant  toujours  être  supposés  premiers 
entre  eux,  il  en  est  de  même  [Arith.,  n°  130)  de  «"et  b ; donc 
celte  égalité  ne  saurait  exister.  Donc,  il  est  impossible  qu'aucun 
uombre  fractionnaire  eommensurable  satisfasse  à l’équation. 
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Cela  posé,  on  a vu  (n°263)  comment,  étant  donnée  une  équa- 
tion dont  les  coefficients  sont  rationnels,  mais  fractionnaires,  ou 
peut  la  transformer  en  une  autre  dont  les  coefficients  soient  en- 
tiers, son  premier  terme  conservant  d'ailleurs  l’unité  pour  coeffi- 
cient. Ainsi , dès  que  l'on  aura  établi  une  méthode  pour  trouver 
les  racines  entières  d’une  équation  à coefficients  entiers,  le  pre- 
mier terme  ayant  d'ailleurs  l'unité  pour  coefficient , il  sera  ensuite 
facile  d’obtenir  les  racines  commensurables  (entières  ou  fraction- 
naires) de  toute  équation  à coefficients  quelconques , mais  ration- 
nels. 

319.  A cet  effet,  reprenons  l’équation  générale 

xm  -+-  Pxm~ 1 -+-  ...  -t-  Rx>  4-Sx,-t-Tx-t-U  = o; 

P,  Q, . . . , R,  S,  T,  U,  étant  des  nombres  entiers.  (Pour  l’ex- 
position de  la  méthode,  il  faut  nécessairement  écrire  les  quatre  ou 
cinq  derniers  termes.  ) 

Désignons  par  a un  nombre  entier  , positif  ou  négatif,  qui  doit 
vérifier  l’équation  ; et  cherchons  à quelles  conditions  il  doit  satis- 
faire pour  en  être  racine. 

Si  a est  racine,  on  doit  avoir  l’égalité 

(t)  a-  -+-  Pa”— ' -+-  ...  -+-  Ra’  -+-  Sa 1 -I-  Ta  U = o ; 

donc  , si  l’on  remplaçait  a par  tous  les  nombres  entiers  positifs  et 
négatifs  compris  entre  les  limites  -+-  L et  — L'  (n°  310)  des  racines 
positives  et  négatives , ceux  qui  vérifieraient  l’égalité  ci-dessus 
seraient  reconnus  racines.  Mais  on  conçoit  combien  ces  essais 
seraient  longs  et  pénibles;  on  a donc  cherché  à déduire  de  l’éga- 
lité (i),  qui  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante,  d’autres 
conditions  plus  simples  à vérifier. 

Transposons  tous  les  termes , excepté  le  dernier  , et  divisons 
para  ; l’égalité  (i)  se  trouvera  mise  sous  la  forme 

(a)  — = — a"-‘ — Pa*->—  . . . — Ra’— Sa  — T; 

a 

or  le  second  membre  de  cette  nouvelle  égalité  est  un  nombre 
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entier;  donc  il  faut  que  —Soit  un  nombre  entier.  Ainsi,  déjà 

les  racines  entières  de  l’équation  sont  comprises  parmi  les  diviseurs 
du  dernier  terme. 

Transposons  actuellement , dans  l’égalité  (2),  le  terme  — T , et 
divisons  par  a ; en  posant , pour  plus  dp  simplicité , 


U 


-+-  T — T',  il  vient 


(3) 


— = — a 1 - — Po“— 1 — ...  — R«  — S ; 
a 


le  second  membre  de  l’égalité  (3)  est  un  nombre  entier;  donc  il  faut 

T'  U 

que  — , ou  le  quotient  de  la  division  de h T,  par  a , soit  un  nom- 

bre entier. 

Transposons  de  nouveau  le  terme — S,  et  divisons  par  a ; en 
T' 

posant 1-  S = S',  il  vient 


(4) 


• — — — am  1 — — ...  — R; 


le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier  ; donc  il 

S'  ■ ‘ T' 

faut  que  — , ou  le  quotient  de  la  division  de h S , par  a , soit  un 

nombre  entier.  , 

En  continuant  ainsi  de  transposer  dans  le  premier  membre  tous 
les  termes  du  second  , on  parviendra , après  la  [tri  — i)'*"'  trarts- 

Q' 

formation , à une  égalité  de  la  forme  ~ = — a — P. 

Transposant  enfin  le  terme  — P,  divisant  par  a,  et  posant 


Q' 


-4-  P = P',  on  trouve 


P'  P' 

— ;=  — i , ou (-  1 = o. 

a a 


Cette  égalité , qui  n'est  d’ailleurs  qu’une  transformée  de  l'éga- 
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litc  (l),  est  la  dernière  condition  à laquelle  il  faut  ej  il  suffit  que 
le  nombre  entier  a satisfasse  pour  être  reconnu  racine. 

En  rapprochant  les  conditions  précédentes , on  peut  conclure 
que  |>our  qu’un  nombre  entier  a,  positif  ou  négatif,  soit,  racine  de 
l'équation  proposée,  il  faut 

Que  le  quotient  du  dernier  tefmc  divisé  par  a suit  entier  ; 

Qu’en  ajoutant  à ce  quotient  le  coefficient  de  x ' (pris  avec  son 
signe),  le  quotient  de  cette  somme  divisée  par  a soit  entier; 

Qu’en  ajoutant  à ce  nouveau  quotient  le  coefficient  de  x:,  le 
quotient  de  cette  nouvelle  somme  divisée  par  a soit  entier  ; et  ainsi 
de  suite; 

Qu’enfin  , si  l’on  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  l’é- 
quation , ou  de  x"-1,  au  quotient  précédent,  le  quotient  de  la 
nouvelle  somme  divisée  par  a soit  entier  et  égal  à — i ; ou  bien 
encore  , que  le  résultat  de  l’addition  de  l’unité  ou  du  coefficient 
de  xm  au  quotient  précédent  soit  égal  à o. 

Tout  nombre  qui  satisfera  à ces  épreuves  réunies  sera  racine  ; 
et  ceux  qui  manqueront  à quelqu’une  d'elles  devront  être  rejetés. 

3'JO.  Afin  de  déterminer  à la  fois  toutes  les  racines  entières 
d’une  équation  , voici  la  marche  qu'il  convient  de  suivre  : 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  (Arith. , 
n°  144) , on  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale  , et  tant  avec  le  si- 
gne -J-  qu’avec  le  signe  — , les  diviseurs  compris  entre  les  limites 
-+■  L et  — L',  puis,  au-dessous  de  ces  diviseurs,  les  quotients  du 
dernier  terme  divisé  par  chacund’eux. 

On  ajoute  ensuite  à chacun  des  quotients  le  coefficient  de  x *,  ce 
qui  donne  tjes  sommes  que  ion  place  au-dessous  des  quotients  qui 
leur  correspondent , puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par  cha- 
cun des  diviseurs , ce  qui  donne  des  quotients  que  ion  écrit-au- 
dessous  des  sommes  correspondantes  ( on  a le  soin  de  rejeter  les 
quotients  fractionnaires  et  les  diviseurs  qui  ont  donné  ces  quo- 
tients ) ; et  ainsi  de  suite. 

Observons  en  outre  que , si  quelques  termes  manquent  dans  l’é- 
quation particulière  proposée,  il  faut  eu  tenir  compte,  en  regar- 
dant chacun  de  leurs  coefficients  comme  égal  à o. 
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Enfin,  il  est  inutile  d’appliquer  la  méthode  aux  diviseurs  4-  i 
ot  — i , parce  que  leur  substitution  dans  l’équation  réduit  le  pre- 
mier membre  à la  série  des  coefficients  ; et  il  est  facile  de  s’assurer 
directement  si  ces  deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à 
l’équation. 

Soit , pour  premier  exemple , l’équation 

x*  — x5  — 1 3x’  i6x  — 48-0- 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 
i3  4-  1 ou  14.  [On  ne  considère  pas  ici  le  coefficient  48,  parce 
que,  les  deux  derniers  termes  revenant  à 16  (x — 3),  dès  que  l’on 
fait  x 3 , cette  partie  est  essentiellement  positive . ] 

On  trouverait  d’ailleurs  (n°  310)  pour  la  limite  supérieure  des 
racines  négatives,  — ( 1 — t—  v^4§),  ou  — 8. 

Cela  posé , les  diviseurs  de  48  moindres  que  i4  , sont  1 , 2 , 3 , 
4,  6,  8,  12;  d’ailleurs  aucun  des  deux  nombres  -4-  1 , — 1 , ne 
satisfait  à l'équation , car  le  coefficient  — 48  est  à lui  seul  nu- 
mériquement plus  grand  que  tous  les  autres  réunis  ; ainsi  l’on  ne 
doit  soumettre  aux  épreuves  que  les  diviseurs  positifs  compris 
depuis  2 jusqu’à  1 2 , et  les  diviseurs  négatifs  compris  depuis 
— 2 jusqu’à  — 6. 

Voici  le  tableau  des  calculs,  d’après  la 'marche  indiquée  : 


12, 

8, 

6 

4. 

3, 

2, 

— 2,—  3,—  4.— 

6 

- 4, 

— 6, 

—8 

— ta»  — 

16,— 

24 , -4- 24 , -4- 1 6 , -4- 1 2 , -4- 

8 

-t-ia, 

-4-10, 

-4-8 

ri“  4» 

0,— 

8, 

-4-40,4-32,4-28,-4-24 

+ 1 » 

b . 

B 

ri"  1 > 

0»  — 

4» 

—20,  7,— 

4 

— 12, 

• . 

-B 

— 12,— 

•3, — 

l7  >■ 

— 33,.  », — 20, — 

.*»  ” » ri-  5, 

•7 

— •» 

. » . 

B 

- 3, 

•» 

* * 

B 

2> 

. » . 

B 

- 4, 

»» 

»> 

” » .»  »ri-  4» 

B 

B . 

B 

— t* 

“» 

“»  •> — •*  1 

B 

La  première  ligne  est  celle  des  diviseurs;  la  seconde,  celle  des 
quotients  de  la  division  du  dernier  terme  , — 4®  > Par  chacun  des 
diviseurs.  * 

La  troisième  est  la  ligne  des  quotients  que  l’on  vient  d’obtenir, 
augmentés  du  coefficient  -4-  16  de  la  proposée  , et  la  r/iiatrième  , 
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celle  des  quotients  de  ces  sommes  divisées  par  chacun  des  divi- 
seurs ; cette  seconde  condition  exclut  d’abord  les  diviseurs  4-  8, 

4-  6 , et  — 3. 

La  cinquième  est  la  ligne  des  quotients  précédents  augmentés  du 
coefficient  — 1 3 de  la  proposée , et  la  sixième  celle  des  quotients 
des  nouvelles  sommes  par  chacun  des  diviseurs  ; cette  troisième 
condition  exclut  les  nouveaux  diviseurs  3,  2,  — 2,  et  — 6. 

Enfin,  la  septième  est  la  ligne  des  troisièmes  quotients,  augmentés 
du  coefficient  — 1 de  la  proposée,  et  la  huitième  celle  des  quotients 
des  dernières  sommes  par  chacun  des  diviseurs.  Il  n’y  a que  les 
diviseurs  -1-  4 et  — 4 qui  donnent  — 1 ; donc  -(-4  et  — 4 sont  les 
seules  racines  entières  de  la  proposée. 

En  effet , si  l’on  divise  x‘  — x 3 — i3x*  -4-  i6x  — 4®  Par  *c 
produit  (x  — 4)  (x  +4),  oux’  — r6,  il  vient  pour  quotient 
x1  — x 4-  3,  polynôme  qui , égalé  à zéro,  donne  * 

* = - ± - V^T  1 ; 

1 1 


ainsi  les  quatre  racines  sont  4 , 


521.  Remarque.  — Comme,  dans  les  applications  de  la  mé- 
thode , on  peut  commettre  quelques  erreurs  d’addition  ou  de  divi- 
sion , et  laisser  ainsi  échapper 'quelques  racines , il  est  convenable , 
après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun 
des  facteurs  du  premier  degré,  correspondant  aux  .racines  déjà 
obtenues,  il  est  convenable,  dis-je,  d’ appliquer  de  nouveau  la 
méthode  à l'équation  résultante,  qui  est  d’un  degré  plus  simple,  et 
dpnt  les  coefficients  sont  aussi  généralement  plus  simples  que  ceux 
de  la  proposée. 

Il  y a même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante  peut 
encore  admettre  des  racines  commensurablcs,  sans  que  l’on  ait 
commis  aucune  erreur  : c’est  lorsque  la  proposée  renferme  des 
racines  égales  commensurables.  Comme  la  méthode  des  racines 
égales  est  plus  compliquée  que  celle  des  racines  commensurables , 
il  faut  toujours,  une  équation  numérique  étant  donnée,  commencer 
parla  soumettre  à la  méthode  des  racines  commensurables.  Or,  celle- 
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ci  suffit  bien  pour  obtenir  les  racines  différentes  ; mais  elle  n'in- 
dique pas  si  une  même  racine  n'entre  qu’une  fois  ou  se  trouve 
plusieurs  fois  dans  la  proposée.  On  peut  s'en  assurer  de  deux  ma- 
nières : ou  bien  en  soumettant  de  nouveau  à la  méthode  l'équation 
qui  résulte  de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence; 
ou  bien  en  essayant  la  division  du  premier  membre  de  cette 
équation , par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent 
aux  racines  trouvées. 

Soit,  par  exemple,  l’équation 

x‘  — i3x‘  -(-  67X5  — i7ix’  •+-  2 i6x  — 108  = o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation 
est  i3,  d'après  la  décomposition  (n°  508);  d’ailleurs,  elle  n’a  pas 
de  racines  négatives,  puisque  l’équation  ne  présente  que  des  va- 
riations de  signe  (n°  511). 

Les  diviseurs  de  108,  au-dessous  de  i3,  sont 

1 , 2,  3,  4,  6,  9,  12; 

d'ailleurs,  -f-  1 ne  satisfait  pas  à l’équation,  car  on  trouve  — 8 
pour  résultat  de  la  substitution  de  H—  1 ; ainsi  2 , 3,  4 > 6,  9,  12, 
sont  les  seuls  nombres  à soumettre  aux  épreuves. 

On  reconnaît , par  l’application  de  la  méthode , que  3 et  2 sont 
racines  de  la  proposée. 

Effectuant  la  division  du  premier  membre  de  cette  équation 
par  (x — 3)  (x  — 2),  ou  x’ — 5x  -|-  6,  on  trouve  pour  quotient , 

x3  — 8x“  -+-  2ix  — 18  = 0, 

qui , soumise  elle-même  à la  méthode , se  trouve  avoir  encore  -f-  3 
et  4-  2 pour  racines. 

Divisant  cette  dernière  équation  par  x3  — 5x  4-6,  on  obtient 
x — 3 = o,  d’où  x = 3 ; ainsi  la  proposée  peut  se  mettre  sous  la 
forme  (x  — 3)J  (x  — 2)3  = o. 

522.  Règle  d’exclusion.  — Lorsque  le  nombre  des  diviseurs 
du  dernier  terme,  qui  se  trouvent  compris  entre  les  deux  limites 
-+-  L et  — L',  est  très-grand  , on  peut  restreindre  le  nombre  des 
essais  par  une  règle  d'un  usage  facile. 
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Soit  l'équation  x"  •+•  P x" - 1 -+-  Qx**-*  + ...  +Tï  + ü = o, 

dans  laquelle  nous  supposons  toujours  que  les  coefficients  soient 
entiers. 

On  sait  que , a étant  racine  de  cette  équation , son  premier 
membre  est  divisible  par  x — a ; ainsi  l’on  a l’identité 

Jt-4-Px^'q-...4-Tx-hU=(x-^)(x^'4-P'x--’4-...-t-T'x-t-U'), 

P',  Q',...,  T',  U',  étant,  d’après  la  loi  de  formation  du  n°238,  des 
nombres  entiers  aussi  bien  que  a , P , Q,  . . . , T , U.  Cela  posé , 
comme  l’équation  précédente  doit  se  vérifier  quel  que  soit  x , fai- 
sons x = i ; il  vient 


i -+-  P -H  Q H-  T-(-U=(i  — a)(i  -t-P'-+-...-f-T'-f-V'), 


d’où 


î + P + Q-f-  . ..  +T  + U 
i — a 


i -I-  P7  -4-  T'  -t-  U'  ; 


le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier  ; donc  il 
doit  en  être  de  même  du  premier  membre  ; ainsi  a , étant  un  nom- 
bre entier  positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  qu’au  tant  que 
( i — a)  ou  plutôt  ( a — i ) divise  le  résultat  de  la  substitution  de 
-h  i dans  la  proposée. 

On  prouverait  de  même,  en  faisant  x = — i,que  — (i  -f-  a) 
ou  (a  -h  i)  doit  diviser  le  résultat  de  la  substitution  de  — i;  d’où 
la  règle  suivante  : 

Substituez  successivement  -+-  i et  — i dans  la  proposée,  et  dési- 
gnez par  M et  M'  les  valeurs  numériques  des  résultats  de  cette 
double  substitution. 

(Si  l’un  des  résultats  était  o , auquel  cas  -f- 1 ou  — i serait  ra- 
cine, il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine  dans  la 
proposée  avant  d’appliquer  la  règle.) 

1°.  Tout  diviseur  positif  du  dernier  terme,  qui,  diminué  de  t, 
ne  divise  pas  M , et  qui,  augmenté  de  i , ne  divise  pas  M',  doit  être 
rejeté. 

2°.  Tout  diviseur  négatif  dont  la  valeur  numérique,  augmentée 
de  i , ne  divise  pas  M , et  diminuée  de  i , ne  divise  pas  M',  doit  être 
rejeté. 
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ACn  de  mettre  plus  facilement  en  évidence  ces  deux  caractères 
d’exclusion,  il  convient  de  décomposer  d’abord  les  deux  résultats 
M et  M'  dans  leurs  diviseurs. [Arith.,  n"  144). 

Soit,  pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  com- 
mcnsurables  de  l’équation 

x‘  — — 37 x1  -4-  257X  — 36o  = o. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 

37  -+-  1 ou  38,  parce  que  257X — 36o  revient  à 257 

la  limite  supérieure  des  négatives  est — 11  -4-  y36o)  ou — 20. 
Les  diviseurs  ds  36o , que  l’on  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la 
méthode  du  n°  320 , sont  donc 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  y,  10,  12,  i5,  18,  20,  24,  3o,  36, 

et  — 1, — 2 3, — 4, — 5,— 6,— 8,— g, — 10,  — 12,— 15, — 18; 

le  résultat  de  la  substitution  de  -4-  1 dans  la  proposée  est , en 
faisant  abstraction  du  signe,  i44ou2,.31  ; le  résultat  de  la  sub- 
stitution de  — 1 est  648  ou  2î.3‘. 

Cela  posé , passons  d’abord  en  revue  les  diviseurs  positifs , à 
partir  de  36  qui  est  le  plus  grand. 

36 — 1 ou  35  = 7 X 5 ne  divise  pas  t44  qui  est  égal  à 2‘.3’; 
ainsi  36  doit  être  rejeté. 

On  rejettera,  par  la  même  raison,  3o,  24,  20,  18,  i5,  12. 

10  — 1 , ou  9,  divise  t44  > mais  10+1  ou  1 1 ne  divise  pas 
648  qui  est  égal  à aJ.3‘;  ainsi  10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  que  9,  8,  6,  4»  doivent  être  rejetés; 
c’est-à-dire  que  les  seuls  diviseurs  positifs  qui  satisfont  à la  règle , 
sont  5,  3 et  2. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs:  18+  1 , ou  19,  ne  divise  pas 
1 44  î ainsi — t8  doit  être  rejeté. 

i5  -4-  1 , ou  t6,  divise  i44î  mais  i5  — 1 , ou  i4,  ne  divise 
pas  648;  donc  — i5  doit  être  rejeté.  „ 

On  verrait  pareillement  que  — 12,  — 10,-9,  —8 , — 6 , — 4 > 
doivent  être  rejetés.  Ainsi,  l’on  ne  doit  soumettre  aux  épreuves 
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de  la  méthode  du  n°  330,  que  les  diviseurs  — 5,  — 3,  et  — 2. 
En  appliquant  la  méthode  aux  diviseurs 

■H  5,  +3,  -1“  2 , — 2 , — 3 , — 5 , 

on  reconnaîtra  que  5 est  le  seul  qui  remplisse  toutes  les  conditions, 
et  qui  soit  par  conséquent  racine  de  la  proposée. 

Effectuons  la  division  par  x — 5 ; il  vient  pour  résultat, 

jt*  — 3rx  4-72  = 0, 

équation  qui  ne  saurait  avoir  de  nouveau  5 pour  racine , puisque  5 
ne  divise  pas  72.  Ainsi,  cette  équation  n’a  plus  que  des  racines 
incommensurables  et  des  racines  imaginaires. 

355.  Voici  de  nouveaux  exercices  : 

i°.  x* — 5x*4-a5x — 21=0, 

(x—  1)  (x  — 3)  (x’  — X — 7)  = o; 

20.  «Sx4 — 1 cpr4  4-  6x*  4-  1 5x* — igx  4-  6 = o, 

(3x — 2)  (5x  — 3)  (x4-  1)  (x1  — x 4-  1)  = 0; 

3°.  9X*  4-  3oX*  4-  22X1  4-  I OX3  4-  I 7X3 20X  4-4=0, 

(x+î)’  (3x — i)>  (x1  4-  t)  = o. 

[Pour  résoudre  les  deux  dernières  équations,  il  faut  d’abord 
faire  disparaître  le  coefficient  du  premier  terme , d’après  la  règle 
du  n°  563  ; appliquer  ensuite  la  méthode  du  n°  350  aux  deux 
transformées  ; et , après  avoir  obtenu  les  racines  entières  de  ces 

f V 

transformées , substituer  dans  l’equation  x = - , qui  a servi  à la 

transformation,  les  valeurs  des  racines  obtenues.] 

354.  Ce  qui  précède  suffit  pour  la  détermination  des  racine» 
commensurables  de  toute  équation  numérique  dont  les  coeffi- 
cients sont  rationnels,  entiers  ou  fractionnaires.  Cependant  nous 
observerons  qu’il  y a des  questions  dont  les  énoncés  conduisent 
à des  équations  de  degré  supérieur,  et  qui , par  leur  nature , n’ad- 
mettent que  des  nombres  entiers  pour  solutions ; c’est-à-dire 
que  toute  solution  fractionnaire  commensurable  ou  incommen- 


Digitized  by  Google 


5l4  MÉTHODE 

surable  doit  être  regardée  comme  tout  à fait  étrangère  à la  ques- 
tion. 

Soit , par  exemple , proposé  de  déterminer  la  base  du  système 
de  numération  dans  lequel  le  nombre  2 «47  (système  décimal) , 
serait  représenté  par  l'ensemble  des  chiffres  Zï.ofa  (système 
cherché). 

Soit  x la  base  inconnue;  les  termes  2,  ^x,o .x,,2sr\3x‘, 
exprimeront  les  valeurs  relatives  des  chiffres  2,  4*  o,  2,  3, 

du  nombre  32042;  ainsi,  l’on  a l’équation 

3x*  4-  2X1  -)-o.*J-+-4x-t-2  = 2l47, 

ou  bien  3x*  4-  2x>  -t-  4*  — 2<45  = °» 

à résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  : car  x doit  être,  par  sa 
nature,  un  nombre  entier  absolu. 

Or,  pour  peu  qu’on  refléchisse  sur  la  méthode  exposée  n°  520 
pour  trouver  les  racines  entières  d’une  équation  dont  le  coefficient 
du  premier  terme  est  l’unité,  on  verra  qu’elle  est  également 
applicable  au  cas  où  le  coefficient  du  premier  terme  est  un 
nombre  entier  quelconque  ; la  seule  différence,  si  l’équation  est , 
par  exemple,  de  la  forme 

Ax"  4-  Px"“'  -I-  Qx*~’  4-...4-Sx’4-Tx4-U  = o, 

consiste  en  ce  que,  quand  on  est  parvenu  à la  dernière  des  con- 
ditions que  comporte  la  méthode , le  résultat , au  lieu  d'étre  égal  n 
— 1,  doit  être  égal  à — A. 

On  peut  d’ailleurs  reconnaître  l’exactitude  de  cette  assertion , 
en  reprenant  les  mêmes  transformations  et  les  mêmes  raisonne- 
ments que  ceux  qui  ont  été  faits  au  n"  519. 

Ainsi , pour  trouver  les  racines  commensurables  entières  d’une 
équation  dont  le  premier  terme  a un  coefficient  different  «le 
l’unité,  il  est  inutile  d’avoir  recours  à la  disparition  de  ce  coeffi- 
cient , transformation  qui  (n°  265)  a l’inconvénient  de  conduire  à 
une  équation  dont  les  coefficients  sont , en  général , très-gramls. 

D’après  cela,  recherchons  les  racines  entières  de  l'cquation 

3x*  -t-  2xJ  -(-  4x  — 2i45  — o. 
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La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  (uu  507) 

4 

i -+-  y^2i45  =14-7  = 8; 

le  nombre  21 45  est  décomposable  [Arithmétique , n°  144)  en 
3 X 5 X i>  X 1 3 ; ainsi , il  n’y  a lieu  à essayer  que  les  nombres 
3 et  5 ; 

5,  3, 

— 429.  — 7'5, 

— 425,  — 711, 

— 85,  — 237, 

— *7»  — 79- 

— '5,  — 77, 

— 3,  - 

Le  seul  nombre  5 donne  pour  dernier  résultat , — 3 , ou  le 
coefficient  du  premier  terme,  pris  en  signe  contraire;  donc  cinq 
est  la  base  du  système  cherche. 

En  effet,  32o4?- , écrit  dans  le  système  quinaire,  équivaut, 
dans  le  système  décimal , à 

3x5‘  + 2X5,  + ox5'  + 4x5  + j, 

ou , en  effectuant , 3 X 62.54-  2X  125  4-4  x 54-*  = 2i  47- 

On  |>eut  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

i°.  Déterminer  la  base  du  système  de  numération  dans  lequel 
7329  (système  décimal)  est  représenté  par  5563  (système  cher- 
ché). [x  = o/iie.] 

20.  La  base  du  système  dans  lequel  81 479  (système  décimal) 
est  représenté  par  456356  ( système  cherché  ).  [x  = sept.] 

Recherche  des  diviseurs  commensurablcs  du  second  tlcgré. 

528.  Observations  préliminaires.  — La  méthode  des  racines 
conimensurables , exposée  n°  520 , est  aussi  appelée  méthode  îles 
diviseurs  commensurablcs  du  premier  degré,  parce  que,  con- 
naissant une  racine  commensurable , entière  ou  fractionnaire, 
d’une  équation  , on  peut  (n°  258)  diviser  le  premier  membre  par 
le  facteur  du  premier  degré  en  x,  correspondant  à cette  racine; 

A/g.  B.,  (f  éd.  33 
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et  les  coefficients  de'  ce  facteur  sont  nécessairement  commen- 
surables  eux-mémes. 

Lorsqu’une  équation  numérique  est  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré , l’équation  résultante  n’a  plus 
que  des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines  imagi- 
naires; mais  on  conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du  premier 
degré  qui  correspondent  à ces  racines,  quoique  ayant  des  coeffi- 
cients incommensurables,  peuvent  fort  bien,  par  leur  combi- 
naison deux  à deux , donner  naissance  à des  produits  dont  les 
coefficients  soient  rationnels  ; c’est  ainsi  que 

(x — ^3)(x-t-  = X1  — 3,  • 

(x  — I -+-  ^ 5)  (x I ^ 5)  = X1  — 2X  -f-  6. 

Or,  si  l’on  avait  quelque  moyen  de  découvrir,  dans  une  équa- 
tion , les  diviseurs  commensurables  du  second  degré,  en  les  égalant 
à zéro , on  en  déduirait  des  racines  de  l’équation  proposée  ; et  de 
plus , on  les  obtiendrait  sous  leur  véritable  forme. 

Nous  allons  voir  comment  les  principes  de  l’élimination  et  la 
méthode  du  n°  320  conduisent  à ce  but. 

326.  Soit  X=o  une  équation  débarrassée  de  ses  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré. 

Désignons  par  x1  -+-  px  -+-  q un  quelconque  des  diviseurs  du 
second  degré  de  X;  p et  q sont  deux  indéterminées  dont  il  faut 
tâcher  d’obtenir  les  valeurs  en  nombres  commensurables,  s’il  est 
possible. 

Pour  cela , divisons  X par  x1  -(-  px  -(-  q ; et  concevons  que  l’on 
ait  poussé  l’opération  jusqu'à  ce  qu’on  soit  parvenu  à un  reste  du 
premier  degré  en  x , de  la  forme  Mx  4-  N , M et  N étant  des  in- 
déterminées fonctions  de  p et  de  q.  En  égalant  ce  reste  à zéro,  on 
établira  la  condition  que  l’  + p+y  devienne  diviseur  exact  de 
X;  d’ailleurs  cette  division  doit  se  faire  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à x;  donc,  en  vertu  du  principe 
du  n°  180  sur  les  équations  identiques , l’équation  Mx  -+-  N se  par- 
tagera nécessairement  en  deux  autres , 

M = o,  N = o,  ou  bien  F(p,q)=  o,  F'(p,q)=o. 
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Cela  pose , la  question  se  réduira  à trouver  (en  nombres  comraen- 

su râbles)  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  />  et  de  q propres  à véri- 
fier ces  deux  équations. 

On  commencera  par  former,  d'après  les  méthodes  connues, 
l’équation  finale  en  q , à laquelle  on  appliquera  la  méthode  des 
racines  cotnmensurables  (n°  520).  Après  avoir  obtenu  toutes  les 
valeurs  rationnellis  de  p , on  les  substituera  (n°  270)  dans  le  reste 
du  premier  degré  par  rapport  à q , lequel  reste , égalé  ensuite  à 
zéro,  donnera  les  valeurs  rationnelles  de  q,  correspondant  aux 
valeurs  de  p déjà  trouvées.  Enfin , l’on  substituera  chacun  des 
systèmes  de  valeurs  de  p et  de  q dans  te  trinôme  X1  -f-  px  -f-  q ; 
ce  qui  donnera  autant  de  diviseurs  commcnsurablcs  du  second 
degré. 

Il  est  évident  que  l’équation  finale  en  p doit  être  d’un  degré 

marqué  par  >n , m ét3*11  le  degre  de  l’équation,  puisque 

c’est  l’expression  du  nombre  total  des  diviseurs  commensu râbles 
ou  incommensurables  du  second  degré.  D’après  cela,  on  peut 
juger  combien  cette  méthode,  facile  en  théorie,  est  compliquée 
dans  la  pratique.  Aussi  l’usage  en  est-il  peu  fréquent. 

On  voit  assez  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  diviseurs 
commensurables  du  31*"*,  • • • degré  ; mais  ces  dernières 

questions  ne  sont  d’aucune  utilité  (*). 

§ III.  — Recherche  des  racines  réelles  incommen- 
surables. 

Lorsqu’on  a débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  à ses  racines  commensurables, 
l’équation  résultante  n’admet  plus  que  des  racines  réelles  incom- 
mensurables et  des  racines  imaginaires. 

La  véritable  fonne  des  racines  réelles  incommensurables  d’une 


(*)  Dans  une  des  notes  placées  à la  fin  de  ce  chapitre,  nous  nous  propo- 
sons  do  dire  quelques  mots  sur  la  décomposition  d’un  polynôme  rationnel 
et  entier  quelconque  en  ses  facteurs  premiers. 

33. 
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équation  d’un  degré  quelconque  restera  inconnue  tant  qu’on  n’aura 
pas  de  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  algébriques 
de  degré  supérieur.  Mais  si  la  détermination  de  leur  forme  est  en- 
core un  problème  à résoudre,  il  n’en  est  pas  ainsi  de  la  valeur  nu- 
mérique de  chacune  de  ces  racines  ; et  il  existe  des  méthodes  pour 
les  obtenir  avec  tout  le  degré  d’approximation  qu’on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  simplicité , nous  diviserons  cette  théorie  en  deux 
parties  : dans  la  première,  nous  supposerons  que  la  proposée  soit 
telle  qu’uNE  seule  racine  réelle  puisse  être  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  consecutifs;  et,  dans  la  seconde,  que  deux  nom- 
bres entiers  consécutifs  puissent  comprendre  plus  d’une  racine. 

Première  partie.  — Cas  où  une  seule  racine  réelle  peut  dire 
comprise  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 

[Nous admettrons  encore,  dans  tout  ce  qui  va  suivre  , (pie  l’on 
ait  déterminé  les  limites  -h  L et  — L',  les  plus  resserrées  possi- 
ble, soit  par  la  méthode  des  décompositions  (n°  303),  soit  par  la 
méthode  de  Newton  (n°  509).] 

327.  Recherche  de  la  partie  entière.  — Chacune  des  racines 
incommensurables  étant  nécessairement  composée  d une  partie 
entière  (qui  peut  quelquefois  être  o)  et  A'  une  partie  plus  petite  que 
l’unité,  le  premier  objet  dont  nous  avons  à nous  occuper , consiste 
à déterminer  la  partie  entière  de  chaque  racine. 

Pour  cela , on  substitue  à la  place  de  x , dans  l’équation,  la  suite 
naturelle  des  nombres,  o , i , 2,  3 , . . . , et  — t , — 2 , — ■ 3,..., 
compris  entre  -t-  L et  — L'.  Comme , entre  deux  nombres  substi- 
tués qui  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires  , il  tombe  au 
moins  une  racine  (n°  303),  il  s’ensuit  que  chaque  couple  de  nom- 
bres qui  donne  des  résultats  de  signes  contraires  comprend  une 
racine  réelle,  et  n’en  comprend  qu’une  seule  , d’après  l’hypothèse 
établie.  D’ailleurs , la  partie  entière  de  la  racine  est  le  plus  petit 
des  deux  nombres  qui  la  comprennent. 

Or , il  peut  arriver  deux  cas  : — Ou  l’on  obtient,  par  toutes  ces 
substitutions , autant  de  changements  de  signes  [ou  de  couples  de 
résultats  de  signes  contraires]  qu’il  y a d'unités  dans  le  degré  de 
l’équation  ; et  alors  on  en  conclut  que  toutes  tes  racines  sont 
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réelle*.  — Ou  bien , le  nombre  dos  changements  de  signe  est 
moindre  que  le  degré  de  l'équation  ; auquel  cas  il  y a autant  de  ra- 
cines réelles  que  de  changements  de  signe  ; et  les  autres  racines 
sont  imaginaires. 

Dans  les  deux  cas,  cette  méthode  de  substitution  fait  connaître 
la  partie  entière  de  chaque  racine  réelle';  et  il  reste  à déterminer 
la  partie  plu S petite  que  l'unité. 

MÉTHODE  d’approximation  DE  LAGRANGE. 

588.  Soit  X = o une  équation  dont  les  racines  réelles  ont 
respectivement  une  partie  entière  différente  que  l’on  suppose  avoir 
été  déjà  déterminée. 

Désignons  par  aeta+  i deux  nombres  entiers  qui  compren- 
nent l’une  d’elles;  a exprime  alors  la  partie  entière  de  cette  ra- 
cine ; reste  à chercher  la  partie  plus  petite  que  l’unité. 

Pour  cela , dans  l’équation 

X = o , ou  •r"  -+-  Px" + Tæ  + V = o, 
posons  x — a 4-  — ; il  en  résulte  la  transformée 
A"  A* 

Ai*+  A' r"-'  H r"-’ H ô Jr“~i  -t-  4-  i = o. 

J 2 2.3 

[Pour  obtenir  cette  transformée , on  commence  par  remplacer 
x par  x —p  n , ce  qui  donne  (n°  808) 

A" 

A -+-  A ’u  H u7- 1-  . . . -+-«“  = o, 

2 

A désignant  ce  que  devient  X quand  on  y met  a pour  x;  et  A', 
A",  . . . étant  des  polynômes  dérivés  de  A d’après  la  loi  établie 

n"  808  ; puis  on  reinet  - [jour  u , et  l’on  chasse  les  dénominateurs 
en  y.  ] 

Désignons,  [jour  abréger,  par  Y = o cette  transformée,  qui 
est  de  même  degré  que  la  proposée , et  a par  conséquent  m racines. 

Or,  puisque  la  relation  x = a -+-  - doit  donner  toutes  les  va- 
leurs de  x dès  que  l’on  connaît  les  valeurs  de  y,  et  que , par  hypo- 
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thèse , a et  a -+-  i comprennent  une  valeur  de  x et  n’en  compren- 
nent qu’une  seule  , il  faut  nécessairement  que  , parmi  les  valeurs 
réelles  de  y,  il  y en  ait  une  plus  grande  que  i,  et  qu'il  n'y  en  ait 
qu’une  seule;  autrement,  ce  serait  supposer  que  a et  a -t-  i com- 
prennent plus  d’une  valeur  de  x. 

Si  donc , dans  l’équation  Y = o , on  met  successivement  pour/, 
les  nombres  entiers  i , 2,3,...  à partir  de  l’unité  , on  est  certain 
d’obtenir  tôt  ou  tard  un  changement  de  signe  ; et  les  deux  nombres 
qui  auront  produit  ce  changement  de  signe  comprendront  la  va- 
leur cherchée  de  /. 

Soient  b et  b -t-  i ces  deux  nombres  ; posons  dans  Y = o , 


y — b -+-  —,  ; il  en  résulte  une  transformée  Y'  = o [ que  l’on 

obtiendra  par  le  moyen  indiqué  ci-dessus];  et  cette  équation, 
parmi  ses  racines  réelles,  en  aura  encore  une  seule  plus  grande 
que  i , que  l’on  mettra  en  évidence  par  la  substitution  des  nom- 
bres entiers  i , 2,  3,...  dans  Y'  = o. 

Soient  c et  c -+-  i les  deux  nombres  entiers  qui , ayant  dû  pro- 
duire un  changement  de  signe  , comprennent  la  valeur  de  /,. 

On  posera,  dans  l’équation  Y,  = o,  y1  = c -1-  ce  qui 

donnera  la  nouvelle  transformée  Y"  = o,  ayant  une  seule 
racine  plus  grande  que  i . 

Soient  d et  d -+-  i les  deux  nombres  qui  la  comprennent  ; on 

posera  de  nouveau  dans  Y"  = o,  y’  — d — ; et  l’on 

continuera  cette  suite  de  transformations  aussi  loin  que  l’on 
voudra. 

Rapprochons  maintenant  les  relations 
x =«  + p ? = b+p>  f=c+p>  y"  = d+p,...: 


il  en  résulte  x = a 


b 


d - f-  . . . 


Or  , on  sait  que,  dans  une  fraction  continue,  plus  on  prend  de 
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tractions  intégrantes,  plus  on  approciie  de  la  valeur  du  nombre 
qu’elle  représente;  et  le  degré  d’approximation  est  exprime 

(Arith. , n°  174)  par  — , N étant  le  dénominateur  de  la  der- 
nière réduite. 

Ainsi  la  méthode  qui  vient  d'étre  exposée  donnera  la  valeur 
de  x avec  tel  degré  d'approximation  que  l’on  voudra. 

599.  Appliquons  la  théorie  précédente  U l’équation 

(1)  xs  — 5x  — 3 = o. 

D’abord  , les  limites  supérieures,  des  racines  positives  et  des  ra- 
cines négatives  sont,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  4-  3 et  — 2. 

Soient  mis  successivement  à la  place  de  x,  dans  l’équation , les 
nombres 

— 2,  — 1,  o,  4-  1 , 4-  a , -t-3; 

on  obtiendra  les  résultats 

— >,  4-1»  — 3,  — 7,  — 5,  4-  9; 

et  comme  il  y a trois  changements  de  signe , il  s’ensuit  que  l’équa- 
tion a ses  trois  racines  réelles , savoir  : une  positive  comprise  entre 
2 et  3 , et  deux  négatives  comprises  respectivement  entre  o et  — 1 , 
puis  entre  — 1 et  — 2. 

Occupons-nous  premièrement  de  la  valeur  positive. 

Posons  dans  l'équation  (1),  1 = 2 + -; 

il  en  résulte  (n°  528)  une  équation  de  la  forme 

A" 

Ky*  4-  X'y1  — y 4-  1 =0, 
dans  laquelle  on  a 

A = (2)1  — 5(2)'  — 3 = - 5, 

A'  = 3(2)’  — 5 = 4-  7, 

~ = 3(2)' = 4-6, 

A" 

173  = ' = + 
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d'où , substituant  et  changeant  les  signes , 


(2)  5/  — 7/  — 6y  — 1=0. 

Faisons  dans  cette  équation , y = 1 , i , 3, . . . ; 

il  vient  pour  X — 1 — 9> 

X = 2 — ' . 

y = 3 4-  53; 


donc  la  valeur  cherchée  de  y est  comprise  entre  2 et  3. 

Posons  dans  l’équation  (2) , y — 2 -4-  — , ; 

il  en  résulte  la  transformée  > 

g" 

B/J  4-  B'/’  4-  — / 4-  = o, 

dans  laquelle  B = 5(2)*  — 7(2)’  — 6(2)'  — 1 = — 1 , 


B'  =15(2)' — >4(2)'  — 6.  . . . =-+-26, 

g" 

=i5(2)'—  7 =4-23, 


d’où , substituant  et  changeant  les  signes , 

(3)  /J  — 26y '*  — 23/  — 5 = 6. 

Comme  cette  équation  revient 

/’(/  — 26)  — 23/  — 5 = 0, 

il  est  visible  que  toute  valeur  plus  petite  que  26,  substituée  pour 


y’,  donnerait  un  résultat  négatif. 

Mais  si  l’on  pose  / = 26,  il  en  résulte.  ...  — 6o3  , 

et  / = 27 4-  1 o3  ; 

donc  / est  compris  entre  26  et  27. 


Posant  dans  l’équation  (^5)  / = 264 — 7, , 
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on  obtient  la  nouvelle  transformée 

c"  C" 

cy>  + c>">  + = o» 

dans  laquelle  C = (26)’— 26(26)’—  23(26)— 5=— 6o3, 
C'  =3(26)’— 52(26)'— a3  . . . =-4-653; 

~ =3(26)' — 26 =-l-  52, 


— ■+•  > * 


d’où,  substituant  et  changeant  les  signes, 

(4)  6o3/"3  — 653/"’  — 5a/"  — 1=0, 
équation  qui  revient  à celle-ci  : 

/"’(6o3/"  — 653)  — 52/'  —1=0. 

Comme  r"  = 1 donne  pour  résultat,  — io3, 

et/"  = 2 . -f-  2107, 

il  s'ensuit  que/"  est  compris  entre  1 et  2. 

En  posant  de  nouveau  /"  = 1 -t-  — . 

y” 

on  obtiendrait , tout  calcul  fait , pour  la  transformée  , 

(5)  io3/"J  — 45i/"”  — 1 156/"  — 6o3  = o, 
ou  bien  /*,(io3/'’' — 45<)  — 1 (56/*  — 6o3  = o. 

Or  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  /“  est  comprise 
entre  6 et  7 ; en  sorte  que  si  l’on  voulait  continuer  l’opération , il 

faudrait  poser  /'"  = 6 H — 

y 

Mais  arrêtons-nous  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Les  valeurs  de  x,  /,  /%  /",  /*,  donnent  lieu  à la  fraction  con- 
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et  les  réduites  consécutives  étant 


2 5 i32  i 37  g54  ' 

T’  2’  13’  ~55’  383’ 

il  s’ensuit  que  la  dernière  exprime  la  valeur  de  x à moins  d’une 
fraction  près,  marquée  par^  ou 

En  réduisant  en  décimales  et  poussant  l’opération  jusqu’aux 
iooooo,‘'"'  inclusivement,  on  trouve  2,49086,  résultat  qui  est 
censé  exprimer  la  valeur  de  x à moins  de  0,0000 1 près. 

Cependant,  comme  cette  valeur  est  trop  faible  pour  deux  rai- 
sons, i°  parce  que  la  réduite  est  de  rang  impair  ; 2°  parce  que 
2,49086  est  une  fraction  moindre  que  cette  réduite,  il  serait 
possible  que  le  dernier  chiffre , 6 , dût  être  augmenté  d’une  unité. 

Mais  si  l’on  substitue  successivement  2,49086  et  2,49087  dans 
la  proposée,  on  trouve  deux  résultats  de  signes  contraires.  Ainsi , 
2,49086  représente  en  moins,  à 0,00001  près,  la  racine  positive 
de  l’équation  proposée. 

Quant  aux  deux  racines  négatives,  observons  que,  si  l’on 
change  x en  — x dans  l’équation  (t) , elle  devient 
x 3 — 5x  3 = o ; 

et  les  racines  positives  de  la  nouvelle  équation , prises  avec  le 
signe  — , donnent  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi  la 
question  est  ramenée  à la  recherche  des  racines  positives  de  la 
transformée  qu’on  vient  d’obtenir. 

Or,  en  répétant  sur  cette  transformée  des  calculs  analogues  aux 
précédents , on  trouve 

i°  pour  la  racine  comprise  entre  o et  1 , . . . . 0,65662; 

2»  pour  la  racine  comprise  entre  1 et  2 , . . . . 1 ,83424- 
Donc  enfin , les  trois  racines  de  l’équation 
x1  — 5x  — 3 = o, 

sont  x = 2,49086 , x = — 0,65662 , x = — i ,83424  • 

( On  reconnaît  en  effet  que  la  somme  algébrique  des  trois  racines 
est  nulle ; ce  qui  doit  être,  puisque  le  coefficient  du  second  terme 
manque  dans  l’équation.  ) 
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530.  Remarque.  — En  réfléchissant  sur  la  méthode  précédente, 
on  voit  qu’elle  suppose  essentiellement  qu’entre  les  deux  nombres 
entiers  a et  a -f-  i , il  ne  tombe  qu 'une  seule  racine  de  la  pro- 
posée , puisque  sans  cette  condition  l’on  ne  pourrait  affirmer  que 
chacune  des  transformées  a une  seule  racine  plus  grande  que 
l’unité , et  que  par  conséquent  la  substitution  des  nombres  1,2, 
3,  ...  à la  place  des  y,  y y",  dans  ces  transformées,  doit 
produire  tôt  ou  tard  un  changement  de  signe. 

Cependant , lorsque  l’on  connaît  d’avance  le  nombre  des  racines 
comprises  entre  a et  « — 1 , il  est  possible  que  la  méthode  réus- 
sisse. (Voyez  le  3e  exemple  du  n°  555.) 

Supposons , pour  fixer  les  idées , que  a et  a -t-  1 comprennent 
deux  racines  et  n’en  comprennent  que  deux.  En  substituant 

a -f-  - pour  x , on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  deux  ra- 

y 

cines  plus  grandes  que  l’unité , et  n 'en  aura  que  deux.  Or , quand 
on  mettra  pour  y la  suite  des  nombres  1 , 2 , 3 , . . . , il  pourra 
se  présenter  deux  circonstances  : 

Ou  bien  l’on  n’obtiendra  aucun  changement  de  signe  ; et  dans 
ce  cas,  on  ne  pourra  rien  conclure,  c’est-à-dire  que  la  méthede 
sera  alors  en  défaut,  en  ce  sens  qu’il  faudra  de  nouvelles  transfor- 
mations pour  opérer  la  séparation  complète  des  racines; 

Ou  bien  cette  substitution  produira  deux  changements  de  signe  ; 
admettons , pour  le  moment , que  les  nombres  n et  « -f  1 , p et 
p - (-  1 , produisent  respectivement  ces  changements  de  signe. 

On  posera  d’abord  dans  la  transformée , yz=n- (-^,  ce  qui 

donnera  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus 
grande  que  l’unité,  et  sur  laquelle  on  pourra  opérer  comme  pré- 
cédemment; alors  une  première  valeur  de  x sera  exprimée  par 
une  fraction  continue  de  la  forme 


x = a - 1- 


n H — 
n 
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Posant  ensuite  dans  la  même  transformée  en  y,  y = p H , 

2t 

on  obtiendra  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus 
grande  que  l’unité , et  sur  laquelle  on  opérera  encore  comme  pré- 
cédemment; la  seconde  valeur  de  x se  présentera  donc  sous  la 
forme  d’une  nouvelle  fraction  continue , 


x — a -+■ 


ayant  la  même  partie  entière  que  la  précédente,  mais  dont  les 
fractions  intégrantes  seront  différentes. 

Il  serait  aisé  d’étendre  ces  raisonnements  au  cas  oii  l’on  saurait 
d’avance  que  a et  a -+-  i comprennent  trois  racines  réelles...  Mais 
ce  que  nous  venons  de  dire  suffit  pour  prouver  qu’il  n’y  a 
d’avantage  bien  réel  dans  l’emploi  de  la  mélliode  de  Lagrange, 
qu’autant  que  a et  a -f-  i ne  comprennent  qu'une  seule  racine. 
Cependant  nous  exposerons  plus  loin  (n°  3iî4)  un  moyen  général 
d’opérer  la  séparation  des  racines,  dans  la  pratique  de  cette 
méthode. 


Conversion  en  fraction  continue  d’un  nombre  irrationnel 
quelconque. 

531.  La  méthode  d’approximation  par  les  fractions  continues 
peut  servir  à évaluer  les  racines  de  degré  quelconque  des 
nombres. 

Soit  P un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine 

' m 

Si  l’on  pose  ^ P = x , il  en  résulte 
x"  — P — o. 

Comme  x = o et  x=P-+-  i (n”  500),  substitues  à la  place  de  x 
dans  cette  équation,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires  , 
il  s’ensuit  qu’elle  a au  moins  une  racine  réelle  positive.  D’ailleurs  , 
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elle  ne  présenté  qu'ii/ic  variation  de  signe  ; donc  , d’après  la  règle 
des  signes  de  Descartes  (n°  SUS),  elle  a une  seule  racine  réelle  po- 
sitive, que  l’on  peut  obtenir  approximativement  par  la  méthode 

de  Lagrange;  et  l’on  aura  ainsi  y P sous  la  forme  de  fraction  con- 
tinue. 

a 

Soit,  pour  exemple,  yî  i à évaluer  en  fraction  continue. 

Il  suffit  d'appliquer  la  méthode  du  n°  528  à l'équation 

.r3  — 11  = 0. 

On  trouvera  successivement  les  relations 


x - 2 ^ r=4 -*~p*  j.  = 2-+-^7»  = . . ., 

et  par  suite  les  réduites 

■i.  9 20  ■ 29 

7’  4'  9’  58‘ 

dont  la  dernière,  convertie  en  décimales,  donne  2,224  à 0,001 

près,  puisque  l’on  a évidemment  - <(0,001  ; 

(cette  valeur  est  un  peu  trop  forte). 

552.  Nous  indiquerons  à cette  occasion  le  moyen  de  dévelop- 
per toute  espèce  de  nombre  (absolu)  en  fraction  continue.  Ce 
moyen  suppose  seulement  qu’on  sache  extraire  d’un  nombre 
donné  la  partie  entière  qui  s’y  trouve  contenue. 

Soient  A le  nombre  proposé,  a sa  partie  entière  (qu'on  est 
censé  savoir  trouver). 

'i 

On  a d’abord  l’égalité A = ci  - 

(B  etaut  >1); 

d’où  l’on  déduit  ^ = A — a,  et  B=  . 

B ’ A — a 


Soit  b la  partie  entière  de  B ou  de 
moyen  quelconque  ; 


obtenue  par  un 


« 
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CONVERSION  OES  NOMBRES  IRRATIONNELS 


on  a la  nouvelle  égalité B = 6 -4-  ^ 


(C  étant  > i); 


d’où  ç — B — b,  C : 


-=!’  ou  C = c+5; 


l=C-c,  ou  D=rf+I; 


Et  ainsi  de  suite. 

Rapprochant  actuellement  les  relations 

A = « + g,  B = ^ + C = c -t-  — , . . . , 
on  obtient  finalement  A sous  la  forme  d’une  fraction  continue  , 
A = a H 


N.  B.  — Le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n°  164)  n’est 
qu’un  cas  particulier  de  cette  méthode  générale. 

347 

Soit  à développer  en  fraction  continue. 

On  a d’abord , en  effectuant  la  division , 

347  ~ 80  . , 

A ou  = 3 -I-  5-  ; ce  qui  donne 

89  % 

1 80  „ 80  9 . 

B = 5i'  B=S=  , + æ'  d0"c 

1-=^-,  C = — = 8 + -;  donc 
C 80’  9 9 

— = D = 1 = 1 + 5;  donc  enfin 

D 9 o o 

d’où  résulte  la  fraction  continue  demandée. 

S 53.  Lorsqu’on  veut  évaluer  les  radicaux  du  secopd  degré  par 
la  méthode  précédente,  il  faut  faire  usage  des  transformations 
exposées  n°  91. 


a=3+b; 
B= 1 ■+■  Z' 

c=8  + s; 


D=  1 


8’ 


9 
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Soit,  par  exemple,  à évaluer  ^6  en  fraction  continue. 

Il  est  d'abord  évident  que  y^6  est  compris  entre  2 et  3. 

Ainsi  l’on  a V^6  ou  A = 2 4- 

I) 

d’où  ~ = \f6  — 2 ; B = -—r — . 

" y6  — 2 

Pour  obtenir  la  partie  entière  contenue  dans  B,  multiplions 
(n°  91)  les  deux  termes  de  son  expression  par  y^6  4-  2;  il  vient 

B = yg_+_2 

2 

Mais  le  numérateur  de  celle-ci  est  évidemment  compris  entre 
4 et  5;  donc  B est  lui-même  compris  entre  2 et  3. 

Ainsi  il  faut  poser  0,1  B = 24-^; 

d’où  i = fci,  c = ^-=Æti.)=ys  + 2. 

C 2 ^6  — 2 2 V - 

Comme  cette  dernière  expression  est  évidemment  comprise  eulre 
4 et  5,  on  pose  \jë  n ou  C = 4 ^ j 

d’ci,  B = »«-*•  D = jgb? 

Sans  aller  plus  loin , observons  que  cette  expression  est  iden- 
tique avec  celle  de  B ; donc  , puisque  l’on  a trouvé 

B = 2 4-  C = 4 + 

on  obtiendra  de  même 

D = » 4-  -,  E = 4 + j, 


et  ainsi  de  suite. 
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Donc  enfin 


2 7 -f-  . • • 

4 


A partir  de  la  troisième  fraction  intégrante,  les  dénominateurs  se 
répètent  périodiquement  de  deux  en  deux. 

On  trouverait  par  le  meme  procédé, 


/-  1 ' 

V a = t -H > v 5 = 2 H 

•a  -+-  — — 4 + — L~ 

1 , 1 
an 1-...  4 + j+  ... 

a 4 

Tous  les  nombres  irrationnels  du  second  degré  jouissent  de 
cette  propriété  curieuse , de  donner  naissance  à des  fractions  con- 
tinues périodiques.  Mais  pour  cet  objet,  nous  renverrons,  soit  à la 
Théorie  des  nombres  de  Legendre , soit  au  tome  Ier  des  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques , où  M.  Gérono  en  a donné  une  dé- 
monstration élémentaire, 

La  réciproque  est  vraie  aussi , c’est-à-dire  que  toute  fraction 
continue  périodique  appartient  h un  nombre  irrationnel  du  second 
degré.  Quant  à cette  seconde  proposition  , qui  se  démontre  d’ail- 
leurs fort  simplement , elle  n'est  pas  assez  importante  pour  nous 
engager  à prolonger  davantage  cette  digression. 


MÉTHODE  D’APPROXIMATION  DE  NEWTON. 


554.  La  méthode  suivante,  due  à Newton,  a l’avantage  de 
fournir,  en  général , des  approximations  plus  rapides  que  celle  de 
Lagrange.  i 

Pour  en  donner  une  première  idée , reprenons  l’équation 

x3  — 5x  — 3 = o; 

et  proposons-nous  de  déterminer  la  racine  comprise  entre  2 et  3. 


Digitized  by  Google 


DE  NEWTON.  Ü2() 

Afin  «Je  resserrer  davantage  les  limites  «Je  eette  raeine , posons 

dans  l’équation,  x = a -+-  | ss  2,5; 

nous  aurons  pour  résultat -j-  o,i25; 

D’ailleurs  2,  mis.à  la  place  de  x,  donne.  — 5; 

ainsi  la  racine  est  comprise  entre  2 et  2,5. 

Actuellement,  si  l’on  fait  attention  que  le  résultat  de  la  substitu- 
tion de  2,5  diffère  moins  de  o que  le  résultat  de  là  substitution  de  2, 
on  doit  présumer  que  la  racine  est  plits  près  de  2*5  que  de  2. 
On  pose,  en  conséquence,  dans  l'équation,  . . x = 2,4; 

et  il  vient  pour  résultat , . . — 1,176; 

or,  2,5  avait  dqà  donné  pour  résultat, . . . . . . -f-  O/tS; 

donc  la  racine  est  comprise  entre  2,4  et  2,5. 

En  continuant  ainsi  de  substituer  des  moyens  termes,  on  par- 
viendrait à resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  racine. 
Mais  lorsqu’une  fols  on  a obtenu , tomme  dans  ce  caj-ci,  la  valeur 
de  x à moins  de  o,t  près,  on  peut  en  approcher  davantage  par 
un  autre  moyen;  et  c’est  en  cela  que  consiste  principalement  la 

MÉTHODE  DE  NEWTON. 

Faisons  dans  l'équation  x3  — 5x  — 3 =;  o,  • 

• x = 2,4  -+-  ««; 

' r y » 

nous  obtenons  (n°  202)  la  transformée 

Z' 

X'  -t-  Y « -f-  —u1  -+-  b1  = o, 

2 . r 

dans  laquelle  X' = (2,4 )’ — 5(2,4) — ,3  — — 1 , 1 , 

Y'  = 3(2,4)’  — 5=i  2,28 , 

^ = 3(^4)  =7,*. 

L’équation  en  u , étant  du  troisième  degré  , ne  peut  être  immé- 
diatement résolue;  mais  en  transposant  tous  les  termes,  à l’ex- 
ception du  terme  Y '« , et  divisant  les  deux  membres  par  Y',  on 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

X'  Z'  1 

" — — Y'  ~ 2?r  “ ~ re- 
cela posé,  puisque  l’une  des  trois  racines  de  cette  équation 
Alg.  B.,  g'  rit.  34 
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doit  être  moindre  que  o,  i , d’après  la  relation  x = a, 4 4-  h , les 
valeurs  correspondantes  de  a1  et  de  a3  sont  moindres  .que  o,ot  et 
o,ooi.  D’ailleurs,  l’inspection  des  valeurs  de  Y'  et  de  2/  prouve 
T-' 

que  — —,  est  <^i;  ainsi  la  valeur  de  a ne  différant  numérique- 
2-*  * 

X'  Z'  i 

ment  de  — — que  par  la  quantité  ^ — a3,  qui,  le  plus 

souvent,  est  au-dessous 'de  o,oi,  cette  valeur  de  «,  dis-je,  est 
X' 

exprimée  par  — —,y  à o,oi  près. 

Yiomme , dans  cet  exemple , 

X'  -4-  1,176» 1 176  

Y'  ~ *12,28  12280  °’°9***, 

il  en  résulte  if3  0,0g,  à -piy  près;  et  par  conséquent 

x 2,4  -+-  0,09  — 2,49,  à ^ près. 

En  effet,  2,4g,  substitué  dans  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée , donne  pour  résultat  — 0,011751, 

• , 

tandis  que  2,5o  avait  donné  -f-  o,  125.. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  approximation  , faisons  dans  la  pro- 
posée , x = 2,4g  -1-  a'  ; nous  avons  l’équation 

X"  4*  YV  4-  — u'3  4-  n'3  — o, 

m 2 

dans  laquelle  X"  = (£,4g)J — 5(2, 4g) — 3=  — 0,011751, 

Y"  = 3(2, 4g)’ — 5 = i3,6oo3 , 

— 3(2.49)  = 7.47**  ;• 

Mais  l’équation  en  u ' peut  s’ écrire  ainsi  : 


et  puisque  l’une  des  valeurs  de  a'  doit  être  moindre  que  0,01,  les 
valeurs  correspondantes  de  a'1,  u'5  sont  moindres  que  o,oooi  et 


1 ,00000 1 ; 
prés. 


peut  représenter  la  valeur  de  a',  à 0,000 1 
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Comme  on  a 


X" 0,011751  11751 

Y"  i3,6oo3  — i36oo3oo 


0,0008 


53i 


il  s’ensuit  que  «'  est  égal  à 0,0008,  à 0,000 1 près;  ainsi 

x — 2,4q  -4-  0,0008  = 2,4qo8,  à près. 

v 10000  r 

Il  serait,  en  effet,  facile  de  reconnaître  que  2,4908  et  2,4909, 
substitués  dans  la  proposée,  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires. 

En  posant  de  nouveau  x = 2,4908  -4-  u",  on  obtiendrait 
une  valeur  approchée  de  x à 0,0000000 1 prés. 

(Ordinairement,  chaque  opération  nouvelle  donne  pour  la 
racine  un  nombre  de  chiffres  décimaux  double  de  celui  de  l'opé- 
ration précédente;  cela  résulte  évidemment  des  raisonnements 
ci-de$sus.) 

538.  Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  : 

Soient p et  p -4-  1 deux  nombres  qui  comprennent  l’une  des  ra- 
cines de  l’équation  X = o. 

On  commence  par  déterminer  la  valeur  de  cette  racine  00,1 
près,  en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre  p et  p-h  1 , 
et  continuant  jusqu’à  ce  que  deux  de  ces  moyens  termes  ne  diffè- 
. 1 

rent  entre  eux  que  de  — . 

;•  10 

Cela  posé,  appelant  x1  la  valeur  de  x obtenue  à 0,1  près,  on 

*■  * '» 

pose  dans  l’équation  X ==  O , x jd  4-  « ; - • 

ce  qui  donne  la  transformée 

Z'  * V' 

X'  -4-  Y' u H u7  -h , — - id  -+■ . . . H-  uM  = o, 

2 2.3 

qu’on  peut  écrire  ainsi  : 


Z' 


V' 


Y'  2.  Y' 


2. 3. Y' 


34. 
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Comme , dans  le  second  membre  de  cette  équation , l’ensemble 
X' 

des  termes  qui  suivent  — — est  ordinairement  au-dessous  de 

I * 

X' 

0,01,  on  les  néglige , en  calculant  — — à 0,01  près,  et  l'on 

ajoute  le  résultat  à x';  ce  qui  donne  une  nouvelle  valeur  x", 
approchée  de  x à 0,01  près. 

Pour  obtenir  une  troisième  approximation  , l'on  pose , dans  l’é- 
quation , ■ 

, X = x"  ■+■  h'  ; 

ce  qui  donne  la  transformée 


X"  -+-  Tu'  -+- 


-I-  u ■ = o , 


Y"  2. Y" 


Négligeant  tous  les  termes  — “y"  U>'  — •"  — Ÿ"  u'“  (^ont  len~ 

' X" 

semble  est  supposé  moindre  que  o,oooi),  on  calcule — — en 

poussant  l’opération  jusqu’aux  ioooo1*"'1,  et  l'on  ajoute  le  ré- 
sultat à x"  ; ce  qui  donne  une  troisième  valeur  x*  approchée  à 
o,ooot  près.  -, 

Pour  avoir  une  nouvelle  approximation , on  remplace  x par 
x"  -f-  u"  dans  la  proposée. 

X" 

On  calcule  l'expression  — — qui  résulte  de  cette  transforma- 
tion , et  Von  pousse  l'opération  jusqu'au  huitième  chiffre  décimal 
inclusivement,  puis  l’on  ajoute  ce  résultat  à xm  ; et  ainsi  de  suite. 

On  répète  cette  série  d’opérations  pour  chacune  des  racines 
positives.  Quant  aux  racines  négatives , on  ramène  (n°  529)  leur 
recherche  à celle  de  racines  positives , en  changeant  x en  — x 
dans  la  proposée. 

336.  Première  remarque.  — La  méthode  précédente  est  fondée 
sur  ce  que  , dans  la  transformée 
Z' 

X'  -H  Y'  « H ié  -+-  . , . -f-  «■  = o , 

2 
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on  peut  négliger  tous  les  termes  affectes  de  u u\  u‘, . . . , sans 
erreur  sensible  sur  les  ioo'*""  à la  première  opération,  sur  les 
i oooo'*""  à la  seconde,  etc. , hypothèse  fondée  principalement  sur 
ce  que , d’après  la  nature  des  polynômes  dérivés  Y',  Z',  V', . . . , les 
Z<  V' 

coefficients — -, _ sont  ordinairement  des  frac- 

2. Y'  2. 3. Y 

rions  ; mais  cette  méthode  est  quelquefois  en  defaut , ainsi  que  La- 
grange le  prouve  dans  son  Traite  de  la  résolution  des  Équations 

numériques  (*). 

On  a , toutefois , un  moyen  de  s’assurer , à la  fin  de  chaque  opé- 
ration , si  la  méthode  a donné  le  degré  d’approximation  que  l’on 
croyait  devoir  obtenir.  * 

Par  exemple , pour  reconnaître  si  2,4908  exprime  la  racine  po- 
sitive de  x*  — 5x  — 3 = o , à 0,000 1 près , on  substitue , dans 
cette  équation,  2,4908,  puis  2,4909  ou  2,4907  , suivant  que  le 
résultat  de  la  substitution  de  2,4908  est  de  signe  contraire  au  ré- 
sultat de  la  substitution  de  3 ou  de  celle  de  2 ; et  si  les  deux  nom- 
bres 2,4908  et  2,4969,  ou  bien  2,4908 et  2,4907,  donnent  deux 
résultats  de  signes  corttraires,  nul. doute  que  2,4908  ne  soit  une 
valeur  exacte  à 0,000 1 près , soit  en  moins;  soit  en  pliis.  S’il  n’en 
est  pas  aiusi , l’oh  augmente  on  l’on  diminue  le  dernier  chiffre , 
d’une  ou  de  plusieurs  unités  (de  l’ordre  des  dix-millièmes ) , jusqu’à 
ce  qu’on  obtienne  deux  nombres  qui , par  leur  substitution  , don- 
nent deux  résultats  de  signes  contraires. 

• . - * ■ p 

557.  Seconde  rcpuirque.  — Il  y a aussi  des  cas  où-,  dès  la  pre- 


jusqu’aux  ] oooUm,, , et  même  jusqu’aux  ioooo,i“". 


en  réfléchissant  sur  ht  composition  des  quantités  Y',  . . 
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Soit  l'équation 

'jr  ■ — 6x  — 7 = 0, 

dont,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  assurer,  l’une  des  racines  est  com- 
prise entre  2 et  3 ; quant  aux  deux  autres , elles  sont  imaginaires 
( comme  nous  le  verrons  n°  542). 

On  reconnaîtra  d'abord  facilement , par  la  substitution  des 
moyens  termes,  que  la  racine  réelle  est  comprise  entre  2,9  et  3. 

Maintenant,  faisons  dans  l’équation,  x = a,g  -f-  n ; il  en  ré- 
sulte la  transformée 

/' 

X'  +Y'«  + -«I  + r = o, 

2 

dans  laquelle  X'  = (2,t))J  — 6(2,9)  — 7 = — 0,01 1, 

Y'  = 3(2, 9)3  — 6 = 19, 23, 

\ =3(2,9)  =8,7-- 

Négligeant  les  termes  en  u1  et  u1,  on  a 

X'  0,011  11 

Y'  19, 23  ig23o’  . 

Or,  si  l’on  réduit  cette  expression  en  fraction  décimale,  on  trouve 
des  zéros  pour  les  trois  premiers  chiffres  décimaux  , tt,  5 ponr  le 
quatrième  'chiffre  ; c’est-à-dire  qjle  l’on  a «=  o,ooo5  "(en  tenant 
compte  des  quatre  premiers  chiffres  décimaux)  ; ce  qui  donne 
pour  la  valeur  de  x , . x = 2,900.5. 

Pour  vérifier  cette  valeur,  il  faut  substituer  *,9005  dans  la  pro- 
posée; on  trouve  — o,ôoi38,  résultat  de  signe  contraire  à celui 
que  donne  x = 3 ; mais  en  substituant  x — a,  9006 , on  obtient 
-f-  o,ooo54,  qui  est  de  signe  contraire  à — o,ooi38:  Donc  2,goo5 
exprime  la  valeur  dex , à 0,0001  près. 

558.  Rapprochement  des  deux  méthodes.  — La  méthode  d’ap- 
proximaliou  de  Lagrange,  quoiqu'on  général -moins  expéditive 
que  celle  de  Newton’,  a sur  celle-ci  l’avantage  de  donner  à chaque 
opération  Une  approximation  toujours  .centaine. . • 

On  pourrit  même,  à la  rigueur; -trouver,  par  la.ÿnctUode  de 
Lagrange,  les  racines  com  m ensurah  les  f La  fraction  continue  que 
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l'on  obtiendrait  serait  alors  composée  d'un  nombre  limité  de  frac- 
tions intégrantes;  c’est-à-dire  qu'on  continuant  convenablement  les 
opérations,  on  parviendrait  à une  équation  Ÿ(„)  = o,  dont  la 
racine  positive  plus  grande  que  1 serait  égale  à un  nombre  entier; 
et  toutes  les  réduites  consécutives  étant  formées,  la  dernière  repré- 
senterait la  vraie  valeur  de  la  racine  commensu rable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode  expo- 
sée au  n°  5ÎIO  ; mais  c'est  le  seul  que  l’on  pût  employer  si  l’on  sup- 
posait que  quelques-uns  des  coefficients  fussent  irrationnels;  car 
la  méthode  oïdinaire  n’est  applicable  qu'aux  équations  dont  tous 

les  coefficients  sont  des  nombres  comménsurables. 

* • » * . * * 

La  méthode  de  New  ton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes 

• * • t / 

racines  exactement,  puisque,  d apres  sa  nature,  on  n’obtient  les 
valeurs  numériques  dès  racines  que  sous  la  forme  de  fractions 
décimales.  * V-  * 

Nous  observerons  tqutefois  que  l'application  simultanée  des 
dedx  méthodes  à une  mèmè  équation  peut  abréger  beaucoup 
les  dSdcüls.  Ainsi,  par  exemple,  après  avoir  d'abord  employé  la 
méthode  des  fractions  continues  pour  obtenir  chacune  des  ra- 
cines à Oji  et  même  à 0,61  près,  rien  n’empêche  d'avoir  recours  • 
à la  méthode  de  Newton  pour  obtenir  un  plus  grand  degré 
d'approximation.  * ** 

Ea  méthode  de  Newton  suppose,  en  général , comme  celle  de 
Lagrange  (n°  o50),  que  p et  p -+-  t ne  comprennent  qu  une  seule 
racine  de  1 « quation.  » . ^ • 

\ î*  i * , ,■  v . 

Seconde  partie.  — Cas  pù  Cdeufc,  nombres  entiers  consécutifs' 
pcifftnt  cbntprendrrj>lus  d'une  rqeine  réelle. 

. ^ z.  • % t • f,  * V ,*  i , , « , 

350.  Lonqucj  par  la  sübstitution  des  nombres  entiers,  conser- 

cupfs  compris  entrains  linn|cs  -H  L^et — t/„  on  obtiens  aurait  de 

changements  de  signe  qu’il" y a d’unités  dans  le  degré  de  lyqnation, 

iHest  éhdr  que  tbÿtds  Ifs  'ratlnps  de  t équation  sont  réelle f,  étique 

chacune  d'elles"  a une  partie Nmtière’ différente. 

Mais  si  le  nombre  des-  changements"  dé  ÿqpic  est  moùulrc  que  le 

degré  de  la  proposée , ceîa.p^ut  pyovorur,  tiu  de  ce  qjse  l'équation 

a des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires,  Vm  bien  dc  ce  que 
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plusieurs  racines  incommensurables  sont  comprises  entre  deux 
nombres  entiers  conséentifs.  En  effet , on  a vu  (n°  304)  que  deux 
nombres  qui,  substitués  dans  le  premier  membre  d'une  équation, 
donnent  des  résultats  de  signe*  contraires  , peuvent  comprendre 
un  nombre  impair  quelconque  de  racines  reelles,  et  que  deux 
notnbres'qui  donnent  des  résultats  de  même  signe  peuvent  en 
comprendre  un  nombre  pair  quelconque. 

Par  exemple,  si  une  équation  devait  avoir  deux  racines,  va 
et  \fZ  par  exemple,  comprises  entre  i et  2,  il  arriverait  que 
1 et  2,  substitués  dans  la  proposée,  donneraient  des  résultats  de 
meme  signe. 

Pareillement,  qu’une  équation  ait  trois  racines,  V 1 • » Vt3, 
V^ï5  , comprises  entre  3 et  4 , ces  deux  derniers  nombres  substi- 
tués donneraient  des  résultats  de  signes  différents. 

On  voit  donc  que  la  mcthode.de  substitution  «les  nombres  entiers 
consécutifs  serait,  dans  ce. cas,  insuffisante  pour  mettre  pn  évi- 
dence^ tontes  les  racines  réelles  de  la  proposée,  et  qu!cllc  aurait 
l’inconvénient  de  laisser  échapper  quelques  racines. 

'.t  ' ' * 

S^O.  Cet  inçojivénient  disparaîtrait  si  l’on  pouvait  déterminer, 
à priori , une  quantité  0 , numériquement  moindre  que  la  plus  pe- 
tite des  différences”  qui  existent  entre  deux  quelconques  des  racines 
réelles  d'une  équption  proposée^  Car,  soit  mise  In  quantité  0 pour 
intervalle  entre  deux  nombres  successivement  substitués;  il  estési- 
dent  que  si  deux’ pareils  nombres  donnaient  des  résultats  désignés 
contraires,  ils  côuiprcndraient-une  ràcine  et  n’en  comprendraient 
qu’une';  et  que,s’ils  donnaient  de» 'résultats  de  mémo  signe,  ris  ne 
comprendraient  aucune  racine.  Ainsi  yjc  nombte  des  racines  réelles 
de  l’équation  serait  égal  au  nombre  des  thangements  de  signe  obte- 
nus par  les  sufrstitutiqps.  ' 

Voyons  donc  s’il  n’y  aurait  pas  quelque  moyen  de  deteripioer 

® f I • 1 « ' ÿ ^ ' v • 9 ^ 

la  quantité  0.  Or,  cela  est  facile  au  moyetf  dp  l’équation  aux  carrés 
de  différences.  ’ • r ‘ ~ 

En' effet,  «résignons  X =.  o /équation  proposée , et  par 
7i  — a l'equation  abk  caiTcs  des  di^fécences , équation  que  nous 
avons  («"*  V3Ô  et  ï07)  appris  a CÀrftfer.  . 
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Remarquons  d’abord  que  , le.  carré  de  la  différence  entre  deux 
racines  réelles  quelconques 'de  la  proposée  étant  positif;  on  ne 
«luit  clierrher  les  carres  des  Jilferences  entre  les  racines  ruelles 
que  parmi  les  racines  positives  de  l’éq  dation  Z =|0.  ( Ses  racines 
négatives  correspondent  aux  différé  rtc  es^qui  existent  dans  la  pro- 
posée, soit  entre  deux  racines  imaginaires,  soit  entre  une  racine 
réelle  et  une  racine  imaginaire. )Donc,  si  l’on  cherche  fa  limite  in- 
férieure des  racines  positives  de.  l’équation  Z = o , et  qu’on  en 
cxtraye  la  racine  carrée , ‘on  «era  certain  d'avoir  une  quantité  nu- 
mériquement moindre  que  la  plus  petite  des  différences  qui  exis- 
tent entre  deux  racines  réelfes  de  la  proposée , «c'est-à-dire 'la 
quantité  cherchée  S.  5 * 

Pour  Obtenir  cette  limite;  il'  faut  (n°  310)  poser  i - 'dans 

Z = o , ce  qui  donne  la  transformée  V =*o.  Sôjt  l la  limite  su- 
. * ^ ^ § , 
périeure  des  racines  positives  de  Y =*-.o  - sera  la  limite  infé- 
. • • V-  \ . 

rieurede  Z = o;  ainsi — est  la  quantité  i.  qu’il  s'agissait  de 
v//.  • 

déterminer'.  y 

Loi-squ’en  recherchant  la  limite'/  la  plus  resserrée  possible,  soit 
par  la  méthode  de  Newton  £n°.5O0),  soit  par  ccHçdes  décomposi- 

I 

tioni(nn  508),  on  trouVe  /<j , il  en  résulte^  ou  i j et  cela 


indique  que  la  différence  entre  dcàx  racines  réelles  quelconques 
est. plus  grande  que  l’unité..  Dès  lors,  on  est  certain -que  le  nombre 
' racines  réelles  de  la  proposer  est  égal  au  nombre  de- change- 
as de  signe  qu’on  avait  d’abord  obtenu  par  la  substitution  des 


des 
ments 

nombres  entiers- consécutif^. 


i*; 


Mais  ordînairéitient- on  trouv^^>  i jpqù.  - - Oit  i<Ji.  Dans 


ce.  cas, 
<le  rei 


s,  coto*ne'y7 Vst , en  general,  jfoèbtiuueiisu  râblé,  il  convient 
inplaéer  \épar  le  n/trtittre epticr  / immédiatement  supérieur; 

I J • ' . • R •’.  * 1 

ec  qui  donne  - , et,  à plus  forte  raison  , --  moindre  que  la 

* ■ V/.  ‘ .V"  O,'  . . 

plus. petite  des  différences  eittré  les  racines  réelles.  On  pourrait 
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♦ « V . • 


donc  mettre  - pour  innervai  le  yntrè^leux  substitutions  consécu- 

. # J ^ » ’I  LV  ' • * * *• 

tives;  c’e^t-à-dire  qw^çn  substituant  dans  X,^=  • , la  suite  des 

V * . ^ t * , \ * ♦ • . « 

nombres  - ( * • . * 

* * . ■ « , . 
r 


i 2 *;  i • 

O,  *T 9 ' T t • • • * * y ,d”7>  . i 


• 2 \ • • » /î,% 

--,.,.,2,2-+-,-.  . 


> /.  ’ :> 1 1 1 t^)  .*  y -“Tij-  • » jtisqu  à 


» • • 

1 2 


cto>  -T'.7>  — 'J»--*?  ~ V '** 


•*  > 

jflsqu’à V, 


■on  obtiendrait  autant  de  changements  de  signe  que  l'équation  doit 

avoir  de  ratines  réélles.  ■ t 

Mais  on'peut  encore  éviter  la  substitution  de  nombres'  fraction- 
• * * . * • 
naires  pâr  la  transformation  suivante  : 


* • t • « m * Y • 

Posons  dans  l’équation  , x==~; 

v * » 

il  en  résulte  (n°  ÎGd)  une  équation  dont  les  racines  sont  * fois 
plus  grandes  que  celles. lie  la  proposée . Par  eonséquent ,'  les  diffé- 
rences'entre  ces.  nouvelles  racines-  sont  elles-mêmes  / fois  plus 
grandes  que  les  différences  correspondantes  entre  les,  racines  de  la 
proposée;  en  sorte  que , si  (#* — b)  désigne  la  plus  petite  des  diffé- 
rences relatives';!  X.  = o , comme  on  avait  (a  — il  en 

*1  • ; ■ 

résulte  ta  — X;ô  i ; Ainsi  la  nouvelle  équation  Y = o est  telle , 

que  les  différences  entre’  t utiles  ses  racines  réelles,  considérées 
deyiw  à deux.,  .sont  plus  grandes  que  l'unité,  * _ ' ^ •.  , , <t 

Donc  enfin,  si  Poa  substitue  danscettë  équation  là  suite  natu- 
relle tles nombres. o,  i,  2,’3,,..  . et  — 1,  — 2j  — 3,. .v, compris 
entre  les  deuxdiitiites.  dh  obtiendra  aâtunt  de  changements  de 
signe  que  rétpjationJY.rï  o ayra  déracinés  reellg?.  * . . 

(Les-.deuX  limites  'île' "Y  = <t  si)  n t , d’a i li e u rs -4r  s/Hf -et  -w-  XL', 
H-Çet — • L'* désigna* t,ceHç#{l#  îLi=  o.")  •'  * 

■'  • . ■ ,**#1..  • / . , . • 
541.  Résumons  ce. qui  \pent  cretre  dit  : , . * 

Pour  mettre  en  evhterice  terutes  les  racine?  scelles  uicnuiinensu- 
rablos  d’une  équation  K =?  d^il-fiitt".  - • 

i°.  Former  l’éqUatwn  au±  carrés  tics  différences,  Z = o ; 


i 
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2*.  DÏtcmûrtcr  la  limite  Inferieure  , dcf  racines  positives  de 

• * ^ * * • * 

. 

celte  dernière  équation  — (si  l(on  Iroqv*  - >>  1.,  .c'est  une  preuve 

que  la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  déjà  pro- 
posée est  aussi  plus  grande  que  l’unité  ; dès  lors  , Fa  substitution 
des  nombres  entiers  consécutifs  dans  la  proposé  suffit  pour 
mettre  toutes  les  racines  rééjles  en  évidence.)-  * 

3°.  Dans  le  cas  général  de,  - <£  i , remplacer  xi_  par  y 
; 1 V»  ■ * 

(/■  étant  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à \/7|x  et  poser 

y* 

x = y dans  la  proposée,'  ce  qui  donne  une  éqWtfon  Y = b,  dont 

jP  * • , * m 4 

on  rce/ierc/ic  toutes  les  racines  rt:e/les,  diaprés  la  méjhode  exposée 
dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe. 

4°.  Enfin,  substituer  successivement  ces  valeurs  dans  la  rria- 

f '*  ’ ’ • • * * . • • . * 

tinn  x—f-.  On  obtient  ainsi  "toutes  les  racines  réelles  de  la 

• * ..  ' . - J è • * 

nroDo&ce.-  * . .*•  % . • 


A.  B:  — Observons  que  si , pour  mettrç  toutes  les  racines 
reelles  de  X ==  o en  évidence,  on  a clé  rtbügé  de  la  transformer  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  / fois  plus  grandes  que  celles  de 
la  proposée,  ees  dernières  sont  déjà  ûJkenoèyàVtne  fraction  pic-, 

|.  Gda  n suite  évidemmeqt^  la  jjCjfctiqn  f 

ô4î.  Appliquons  eette  m&lifcdè  â l^qUatiOn  f 


. Appliquons  cette  métli&dè  i VéqUatiôn 

(o.  v* •.  . 

Ia;s  limiter  ^gpi  rleures  ^es  racines  tant  positives  qu#  négatives 
sont  évidemment -t-  t et — i.  - î» 

Faisant,  dans  cettu  équation , jc==  -Ç  t ,■  ô,  — i, 

ou  trouve  pour  résultats,.  ...  -H  i , — t,  — 3; 

la  sullAitjÿfou  ne  donné*  lieuqn’i  un  ieul  changement  de  signe  ; 
ainsi  nous  deVons  avoir  rucofVrs  à l’équation  aiex  entrés  dessUffc- 


Dig 
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,<•«%»  , • 

*’®n  forme  cette  éqbatioij , soit  par  la  méthode  d’élimination 
(U“  275)  ,.soit  pàr  les  fonctions  symétritfiles  (nï  297),  on  trouve 
pour  résultat,  . , • 

f>4-J — 2885’  -+-  324  z — 81  1=*  o. 

» » . , V • 

• % . ■ •*  , * * * , 

1 « • * ‘ 1 • 

Posons  \ ; il  en  résulté 

• * 7 » 

(2).  . 81  é5  — 3a4e!  4-  a 88c  — 6f=r‘0,‘ 

. **•  * i 

équation  qui  peut  étre.-mise  sous  la  forme 

• , - ’ , 

8 iV’  («t—  4)  4-  32  (gr— -2)  = O ; 

et  il  «st-  facile  de  reconnaître  que, 3 est,  .en  noifibre  entier,  la 
liirtite  supérieure  la  plus  ressafréfc  des  racines  positives.  Ainsi  l’on  a 

/ *"  - O (9  * * •*  I ' I I v I 

/=-3;  clou  7=-=,  et  -7=  = -^. 

1 . y.  .*»  . ■ <jï.  ■ V3 

Remplaçant  par  le  nombre  entier  a,  immédiatement  supé- 
rieur, on  obtient  — Jiour  la  quantité  moindre  que  la  plus  petite 
différence  qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  da  pro- 
posée. . . 

■Faisant -donc  dçns  J3\ -proposée  , conformement' à 4a  règle  du 

• ' ••  ■ r*  v 1;*  •'  'r 

n"-54r,^e  =■4,  bn  a*la  trtmSfoyticfe  •. 

‘ -V  »>%  , ’ * • • ''Z 

(3V  *•  . . "...  frît*  tt;  • ’ 1 • 

- * »•  ■ • • ■ , 

équation  dont  toutes  les  yitçîi'ré ‘ reillés'  ont  erftré  elles  une  dif- 
feronce  p1tis.gfgndei}iigj’uiiué.  ik’  ■ 

Ta*  limites  .supérieures *de«  racine*  positives  et  des  ’racihes  né- 
gatives étant  «Tailleurs  + ■>.  et'—.  2,  il  yiflit  dè  faire  ,'dans  Roqua- 

• . »:  7 . ' . • • , _ - * * ■ 

lion 43),  * ' > ‘ • 

* . • _ I*  • # 

ce  qui  donne  les  rt*nltats  **,  4-  1,  , -+■  1 é — 3. 

. • ■ ‘ > ■ . . ’ ■*  *.'  • ’ 1. 

On  obtient- évidemment,  par  ces  .substituti^p^,  Frtur  cfmngimtents 
dtv  signé  ; #<insi  l’équhtiôn  (3)  a ses  trfîs 'racines  rééHes’,*  l’nne 
comprise  entre  1 et  2 , une  autre  éntse  o et  r—  1 , et  -la  troisième 
entre  — 1 et  — 2. 
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‘ ' . " p * » * , 

Donc  enfin  , l’équation  (i)  a tlle-ménjeses  trois  racines  réelfes, 
l’une  comprise  entre  7 et  i , la  seconde  entre  o et  .-çç  ,^et  la  troi 
sième  entre  — i et  — t . 

Pour  approcher  davantage'dé  ces  racines,  on  appliquera  "d'abord 
à l’équation  (3)  l'une  des  deux  méthodes  d’ajSproximation  ; après 

quoi  l’on  substituera  dans  la  relation'  x ~~  -,  les  valeursMë  y 

. ’ . • L V -,î  .-2»  • . • 

obtenues  5 ce  qui  donnera  les  valeurs  de  x correspondantes- 
On  trouvera  par  ce  moyeu’, 

.(>’==  1 >^791  >* 

pour  l’équdtion  jr*  — 3_r  — 1 = o , < ' y r=  0^7  4 (*)  > 

( y — ‘t,5fep;  ‘ 

, * 

fx=  0,93^7, 

X — 0,1737, 

* = — 0,7660. 

Ces  valeurs  sont  exactes  à o,o'0oi  près.  * 

545.  Première  remarque.  —r  La  méthode  exposée  au  n°  34 1 pop  r 
mettre  en  évidence  les  racines  incommensurables,  lofsque  .plu- 
sieurs racines  peuvent  être  comprises  eqtre  deux  nombres  entiers 
consécutifs,  ne  saurait  ëtçe  appliquée  aux  équations  qui  tint  des 
racines  égales.  • ..  ••  . ■ 

En  effet,  supposons  qu’une  équation  ait  deux  raeityîs  réeHes 
égales  à a;  comme  ces  deux  racines  -ne  forment  qu’un  seul  et 
même  nombre,  elles  sont  nécessairement  comprises  entre  deux 
des  nombres  substitués,  qüelque  petite  qtie  soit. leur  différence. 
Ainsi  ces  nombres , qui  comprennent  'deux  racines , devrpnt 
(n°  304)  donner  deux  résultats  de  même  signe,  auSsi  bien  que 
deux  nombres  qui  n’en  comprendraient  pas.  Si  l’équation  pouvait 
avoir  trois  racines  égales  à a , les  deux  nombres  qu?  les  .compren- 


(*;  En  appliquant  la  méthode  de  Newton  au  calcul  de  la  seconde  valeur 
de  r,  on  reconnaît  qu'elle  est  en  défaut;  et  le  chiffre  des  centièmes  obtenu 
par  la  règle  du  n°  333  doit  être  corrigé  de  deux  unités  par  le  moyen  indiqué 
au  n°  338. 
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dmicnt  donneraient  deux  résultats  désignés  contraires,  aussi  bien 
que  deux  nombres  qui  comprendraient  une  seule  fois  cette  racine. 

Observons  d’ailleurs  que , l’équation  X = o ayant  des  racines 
égaies,  l'equation  aux  cirrés  des  différences,  Z = o,  aurait  néces- 
sairement des  racines  égales  à oi  \ et  alors  la  limite  inférieure  des 
racines  positives  de  cette. dernière  équation  serait  o;  c’est-à-dire 
qtt’il  faudrait  mettre  un  intervalle  nul  entre  deux  substitutions, 
ce  qui  est  absurde.  ’ _ « 

Concluons  de  là  qu’avant  d’appliquer  la  méthode  du  n°  541 , il 
est-nécesliaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales  qu’elle 
peut  avoir.  (Voyez  n°  201 .) 

544.1'  Seconde  -remarque.  — Quand  l’équation  proposée  est  du 
troisième  ou  du  quatrième.degré,  et  qu'elle  a ses  coefficients  coin-  ’ 
niensurables , il  est  inutile  de  lui  appliquer  la  méthode  des  racines 
égalés. 

En  effet,  il  résulte  d’abord  de  la  nature  de  cette  méthode,  la- 
quelle  consiste  essentiellement  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  Ja  proposée  et  son 
dérivé , qu’elle  ne  peut  conduire  qu’à,  un  polynôme  dont  les  coef- 
ficients sont  rationnéls , comme  ceux  de  la  proposée. 

Cela  posé,  dans  le  ras  où  l’équation  est  du  troisième  degré,  le 
commun  diviseur  (s’il  en  existe  ) est  du  premier  ou  du  deuxième 
degré  au  plus.  S’il  est  du  premier  degré,  en  l'égalant  à o,  on. ne 
peut  tirer  de  l’équation  résultante  , qu'une  racine  comraensurable. 
S’il  est  du  deuxième  degré , le  quotient  du  polynôme  proposé , par 
ce  diviseur,  est  du  premier  degré , et  ne  saurait  encore  donner 
qu'une  racine  commensurable.  On  voit  donc  qti’Uae  équation  du 
troisième  degré  dortt  les  coefficients  sont  ratiortnfls,  et  qili  n'a  pas 
de  racines  commcns arables,  ne  saurait  avoir  de  racines  égales. 

Si -l'équation  est  du  quatrième  degré,  le  plus  grand  commun  di- 
viseur (s’il  en  existe)entrcle  premier  membre  et  son  polynôme  dé- 
rivé, né  peut  être  ni  du  premier  ni  du  troisième  degré  ; car,  dans 
un  cas  comme  dans  l’autre,  on  en  déduirait  que  l’équation  a des 
racines  commensurahles,  ce  qui  sciait  contré  l'hypothèse  ; et  s’il  est 
du  deuxième  degré,  les  facteurs  "de  ce  polynôme  diviseur  ne  sau- 
raient être  égaux , puisqu'il  en  résulterait  encore  que  l’équation 
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aurait  des  racines  commensi  mi  blés.  Mais  si  les  dctix  facteurs  sont 
inégaux , il  en  résulte  rfçcessairement  (n6  277)'quc  chacun  d'eux 
entré  au  carré  dans  le  polynôme  proposé’,  qui.cst  alors  un  carré 
parfait. 

Ainsi,  dansce  cas,  au  lieu  dé  soumettre  l’cquatiôn  à la  mé- 
thode des  racines  égalés,  ofi*peut  se’  borner  à extraire  la  racine 
carrée  de  son  premier  membre  ; et  si  la  racine  n'est  pas'exnctc , on 
en  conclut  que  l’équation  n’a  pas  de  racineségales. 

34(5.  Troisième  remarque.  — Ce  qui  précède  suffit  pour  faire 
sentir  combien  ^application  .«Je  |a  méthode,  du  n°  341  est  labo- 
rieuse, puisqu’elle  suppose,  outre  la  recherche  des  racines  égales,  ‘ 
la  formatiolt  de  l’équation  a tt.cr carrés  fies  différences^  Or , dès  que 
la  proposée  est  d’uni  degré  Supérieur  au  quatrième,  les  calculs  rela- 
tifs à la  détermination  de  cette  dernière  équation  sont  impraticables 
par  leur  longueur.  H est  donc  à propos' de  faire  connaître  quel- 
ques circoristances  danslesquelles  on. peut  éviter  tous  cés  calculs. 

i°.  Si , en  substituant  les  nombres  o,  i,  a>  . . 7,  — i,  — 2 , 
— 3,  . . compris  entrt-  +L  et  — I/,  on  obtient  autant  de 
changements  de  signe  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  la  pro- 
posée, on  est  certain  qd e Joutes  lei  racines  de  l'équation  sont 
réelles,  et  que  chacune  d’elles  a une  partie  entière  différente. 

20.  II  peut  se  faife  que , sans  connaître  les  racines  d’une  équa- 
tion, l’on  sache,  à priori,  combien  elle  doit  awir  de  racines 
réelles  ( la  Trigonométrie  en  offre  des  exemples)  (*).  pela  posé  , il 
se  présente  deux  ças  : » 

Ou  la  substitution  des  nombres  o,-i,  2$  . . .^  — i?  — .2,  . ... 
donne  lieu-ii  autant  de  changements  de  signe  que  l'équation  a de 
racines  réelles^ dans  ce  cai , toutes  les  racines'réellcs  sont  encore 
mises  en  évidence,  et  chacune  d’elles  a une"  partie,  entière  diffé- 
rente. 

Ou  bien  , le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que 
celui  des  racines  réelles.  Comme  , dans  ce  cas,  on  est  assuré  d’avoir 


(*)  Voyez  mon  traité  de  Géométrie  analytique t pouç  la  détenninulion  j par 
des  intersections  de  courbes,  du  nombre  des  racines  réelles  qu’une  équa- 
tion peut  renfermer. 
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laisse  échapper  Quelques  raéiqesdont  les  différences  sont  moindres 

que  l'nnité,  il  fa®  Lit  lier  de  rendj-e  ces  différences  plus  grandes. 

« > ‘ .«•  s-  * , v 

Pour  cela,. oh  fait  dans  la-  proposée  , x ='j,  k étant  une  indéter- 
minée , ce  qui  doqne  la  transformée  Y = o,  dont  les  racines  sont 
X fois  plns.grandes  que  celles  de  la  proposée  (il  <jn  est  Jiar  con- 
séquent de  même  des  différences).  On  donne  ^ensuite  à X diverses 
valeurs.  îsoit^  en  premier  lieu,  X-  = 3;  substituant  dans  Y = o 
la  série  naturelle  des  nornhres,  on  voit  si  lé  nombre  des  change- 
ments de  signe  devient' égal  au  nombre  des  racines  réelles  que  l’on 
sait  devoir  exister  dans  la  proposée.  Si  l’hypothèse  X = 3 ne 
réussit  pas,  on  fait  X = 4 ! 5*,  • • ■ , jusqu’à  ce  qw’enfin  l’on 
obtienne  pour  la  transformée  correspondante  le  nombre  de  Chan- 
gements de"  signé  érigé.  * 1 

N.  B.  — Il  * faut  bien  observer  ici  qu’on  suppose  l’équation 

dépourvue  de  racines  égales. 

»*  • * * . • 

».  * 

Thkorkmf.  DK  M.  Stct.m . 

* * . * 

Son  application  à la  recherche  des  racines  incommensurables . 

* • v • 

C’est  iéi  le  lieu  de  faire  connaître  un  fort  beau -théorème , à 
l’aidc-duqueî  toutes  les  racines  incommensurables  d’une  équation 
peuvent  être  mises  en  évidence  bien  plus  simplement  qn’avec  le 
secours  de  l’équation  aux  différences. 

Nous  venohs  de  voir  (n°  34;» , 2")  que,  si  l’on  connaissait,  à 
priori , le  nombre  des  racine^  reelles  d’une  équation  , l’on  parvien- 
drait aisément  if  leur  détermination , puisqu’il  suffirait  alors  de 
subdiviser  convenablement  l’intervalle  ries  Substitutions  successi- 
ves. 0i>,  le  théorèm&de  M.  Sturm  atteint  complètement  ce  but, 
ainsi  qu’on  va  le  -voir. 

340.  Soit  X = o une  équa’tion  à coefficients  réels,  que  nous 
supposerons  n’avoir  pas  de  racines  égales.  Appelons  X,  son  pre- 
mier polvnAmé  dérivé  et  'appliquons  à X , X,  le  procédé  du 
p.  g.-c.  diviseur  relatif  (n°‘  246,  289),  avec  cette  condition 
toutefois , de  changer  le  signe  du  reste  de  chaque  operation  , et  de 
prendre  ce  reste  ainsi  modifié , pour  diviseur  de  l’opération  sui- 
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vante.  (Ce  changement  de  signe  est  une  hypothèse  essentielle 
dans  le  théorème  que  nous  nous  proposons  d’établir  ici.) 

Désignons  d’ailleurs  X, , X3 , X’, X, , les  restes  successifs , 
pris  avec  des  signes  contraires. 

Nous  [joui  rons  exprimer  la  série  complète  des  opérations  par  le 
tableau  suivant  : 

X = X,  q,  — X,, 

X,  = X,  q,  — X,, 

X,  t±  Xj  q,  — X, , 


X._j  — X, — 1 ffr — I X3  j 

0 

Xr  est  nécessairement  indépendant  de  x et  différent  de  zéro,  puis- 
que , par  hypothèse , l’équation  n’a  pas  de  racines  «‘gales. 

Concevons  maintenant  qu’après  avoir  obtenu  les  fonctions 
X,XltXi,  . . . , X, , on  y substitue  pour  x deux  nombres 
et  q , de  signes  quelconques  ( p étant  q).  D’abord,  la  substitu- 
tion de p donnera  pour  chaque  fonction  un  résultat  généralement 
positif  ou  négatif  (mais  qui  pourra  quelquefois  être  nul)-,  et  en  ne 
tenant  compte  que  des  signes  de  ces  résultats,  on  obtiendra  une 
suite  de  signes  qui , écrits  sur  une  même  ligne,  présenteront  «une 
certaine  succession  de  variations  et  de  permanences. 

Pareillement , la  substitution  de  q à la  place  de  x donnera  une 
seconde  suite  de  signes  présentant  de  même  une  certaine  succession 
de  variations  et  de  permanences. 

Or , le  théorème  en  question  consiste  en  ce  que  : 

La  différence  entre  le  nombre  des  variations  qu'offre  la  pre- 
mière suite  de  signes,  et  le' nombre  des  variations  de  la  seconde , 
exprime  exactement  le  nombre  des  racines  réelles  de  ta  proposée  , 
qui  se  trouvent  comprises  entre  p rtq. 

347.  De  là  résulte  la  règle  suivante  pour  déterminer  le  nombre 
total  des  racines  réelles  d’une  équation. 

Après  avoir  déterminé  (n°  310)  les  limites  — L'  et  4-  L des 
racines  négatives  et  positives , 1 0 on  applique  aux  deux  polynômes, 

Alg.  B.,  cf  éd.  35 


Digitized  by  Google 


THÉORÈME 


546 


X , X,  , le  procédé  du  .g.c.  diviseur,  avec  lu  modification  indiquée 
dans  le  numéro  précédent  y cela  donne  une  série  de  fonctions  X , 
X, , X,,  . . Xr,  qui  sont  généralement  au  nombre  de  (m-t-  1), 
si  m est  le  degré  de  l’cquation  ; 

2°.  On  écrit  sur  une  première  ligne  les  signes  des  résultats  de 
la  substitution  de  — L'  dans  chacune  des  fonctions,  et  sur  une  se- 
conde ligne,  les  signes  des  résultats  de  la  substitution  de  -+-  L. 
(Le  signe  de  Xr  doit  rester  le  même , puisque  Xr  est  indépen- 
dant de  x.) 

3°.  On  compte  le  nombre  de  variations  qu’offre  la  première 
ligne , et  le  nombre  de  variations  de.  la  seconde.  La  différence 
entre  ces  deux  nombres  est  l’expression  du  nombre  total  des  ra- 
cines réelles  de  la  proposée. 

Cette  règle  est  d’un  usage  facile  des  que  l’on  connaît  les  fonc- 
tions X,  X,,  X,,  . . . ; et  si  les  opérations  nécessaires  à leur 
détermination  sont  un  peu  laborieuses,  on  n‘en  doit  rien  conclure 
contre  la  simplicité  de  la  règle;  car  il  y a (sauf  les  changements 
de  signes  indiqués)  identité  entre  ces  opérations  et  celles  que  com- 
porte la  méthode  des  racines  égales , méthode  à laquelle  il  faut 
soumettre  préalablement  toute  équation  dont  on  recherche  les 
racines  incommensurables. 

548.  La  démonstration  du  théorème  ci-dessus  repose  sur  plu- 
sieurs principes  que  nous  allons  d’abord  établir. 

Prf.mikremf.nt.  — Considérons  la  fonction  X en  particulier,  et 
soit  a une  racine  réelle  de  X = o.  Si  l’on  met  a -+-  u à la  place 
de  x , dans  X , on  obtient  (n°  528)  un  résultat  de  la  forme 


(A  étant  le  résultat  de  la  substitution  de  a pour  x dans  X , 
et  A',  A",  A",.  . . les  polynômes  dérivés  de  A d’après  la  loi 
connue.) 

Comme,  par  hypothèse,  a est  racine  de  X = o,  on  a A = o; 
et  l’expression  précédente  se  réduit  à 


2 2.3 


M 


) 
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Or,  je  dis  qu’on  peut  toujours  trouver  pour  u un  nombre  assez 
petit  pour  que  la  quantité  entre  parenthèse  soit  de  même  signe  que 
son  premier  tçrme  A'  (qui  d’ailleurs  est  différent  de  zéro  tant  que 
X = o n’a  pas  de  racines  égalés). 

Il  suffit,  en  effet,  pour  cela,  d’obtenir  pour  u une  valeur  qui 


«»*■+■  ...  numériquement  moindre  que  A'. 


A"  A" 

rende  — « H 5 

2 2.3 

Or,  nous  avons  vu  (n“  505)  comment  on  remplit  cette  dernière 
condition  ; ainsi  il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à la  prece- 
dente. 

Il  est  en  outre  évident  que,  dès  qu’on  a obtenu  pour  l’indé- 
terminée u une  valeur  remplissant  cette  condition,  toute  valeur 
plus  petite  y satisfait  à plus  forte  raison. 

549.  Secondement. — Si  l’on  conçoit  que,  dans  les  fonctions 
X,  X,,X,,. . . on  remplace  x par  un  nombre  quelconque  a , il 
ne  peut  jamais  arriver  que  deux  fonctions  consécutives  s’évanouis- 
sent à la  fois. 

En  effet , considérons  les  trois  fonctions  consécutives  de  rang 
quelconque,  X„_,,  X.,  X„+1. 

On  a (n°  546)  l’égalité  XB_,  =X„  q,  — X„+1. 

Or,  si  l’on  pouvait  avoir  à la  fois  X,_,  = 0,  X„  = o,  on  en 
déduirait  Xa^,  = o; 

mais  comme  on  a aussi  X„  = X„+,  qn+i  — X<  + ,, 

il  en  résulterait  encore  XB+,  = o;  et  ainsi  de  suite.  On  parvien- 
drait alors  finalement  à l’égalité  X,  = o;  ce  qui  est  absurde, 
puisque  la  proposée  n’ayant  pas  de  racines  égales,  Xr  ne  saurait, 
être  nul. 

• 

Troisièmement. — La  même  relation  X,_,  =Xmq„  — X«+, 
nous  apprend  que,  si  une  fonction  X,  devient  nulle  par  la  sub- 
stitution dei=a,  les  deux  fonctions  X„_,,  XB+, , entre  les- 
quelles elle  est  placée,  sont  nécessairement  rie  signes  contraires 
pour  la  même  valeur  x = a. 

530.  Ces  principes  admis,  désignons  par  k une  quantité  posi- 

35. 
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tive  ou  négative,  mais  moindre  (c’est-à-dire  plu»  rapprochée  do 
l' infini  négatif  ) que  toutes  les  racines  nielles  des  équations  X = o , 
X,  = 0,  X,  = o,,..,Xr_i  = o;  et  concevons  qu’en  faisant 
croître  x d’une  manière  continue  (n°  505)  à partir  de  k , on  sub- 
stitue toutes  ces  valeurs  successives  dans  les  fonctions  X , X , , 
X,  , . . . |X,.  4 . , 

Il  est  d’abord  facile  de  voir  que  les  variations  et  les  permanences 
fournies  par  les  signes  de  ces  fonctions  et  celui  de  Xr  (que  nous 
savons  déjà  être  constant),  se  reproduiront  toutes  et  dans  le  même 
ordre,  tant  que  x n’aura  pas  atteint  une  des  valeurs  qui  rendent 
nulle  quelqu’une  de  ces  fonctions;  car,  pour  que  le  nombre  ou 
l’ordre  de  ces  variations  et  permanences  vienne  à se  modifier,  il 
faudra  évidemment  que  l’une  des  fonctions,  X.  par  exemple, 
change  de  signe,  et  par  conséquent  (n°  505)  que  X,  soit  d’abord 
devenu  nul. 

Supposons  actuellement  qu’une  valeur  x = a rende  nulle  une 
ou  plusieurs  des  fonctions  (a  étant  d'ailleurs  le  plus  petit  des 
nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété)  ; et  voyons  ce  qui  doit 
arriver. 

Il  peut  se  présenter  deux  circonstances  : ou  x = a anéantira 
une  (ou  plusieurs)  des  fonctions  intermédiaires  X , , X , , X , , . . . , 
sans  faire  évanouir  X;  ou  bien  x = a anéantira  X, 
pouvant  d’ailleurs  rendre  aussi  nulle  une  ou  plusieurs  des  fonc- 
tions intermédiaires.  Or,  je  dis  que,  dans  le  premier  cas,  aucune 
variation  ne  disparaîtra  dans  le  passage  de  x par  les  trois  états 
consécutifs  a — u,  a,  a + u [u  étant  l’intervalle  des  substi- 
tutions successives);  que,  dans  le  second,  une  variation  dispa- 
raîtra, et  qu’il  n’en  disparaîtra  qu’une  seule  si  u est  suffisamment 
petit. 

Considérons  le  premier  eaS,  celui  où  la  fonction  X* , par 
exemple , devient  nulle  pour  x — a , sans  que  X le  soit  en  même 
temps. 

Comme,  pour  la  même  valeur  x—a,  X*_,  et  X,+  l ne  peu- 
vent devenir  rutiles , et  qu’elles  sont  de  signes  contraires  (n°  549), 
il  s’ensuit  que  les  trois  fonctions  consécutives 
X._„  X„,  X „ + , , 
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formeront,  quant  aux  signes,  l’une  des  deux  combinaisons 

+ » o,  — , ou  — , o,  +; 

et  soit  qu’on  prenne  9 avec  le  signe  -+-  ou  avec  le  signe  ■ — , on 
voit  qu’il  en  résulte  une  variation  et  une  permanence.  . . 

D’un  autre  côté,  chacune  des  fonctions  X,_,,X„  + , a du 
conserver  le  même  signe  pour  les  valeurs  de  x comprises  depuis 
x=  k jusqu'à  x=a;  et  les  signes  ne  doivent  pas  changer  dans 
le  passage  di‘J  = «àx=a  + u,  puisqu’on  peut  toujours  sup- 
poser u assez  petit  pour  qu’aucune  racine  de  X„_,  = o, 
X„+l  = o , ne  soit  comprise  entre  a et  a -t-  u. 

On  |H‘Ut  donc  affirmer  que  les  trois  fonctions  ci-dessus,  qui, 
pour  x=z  a,  présentent  une  variationel  une  permanence,  donnent 
egalement  une  variation  et  une  permanence  pour  toutes  les  valeurs 
comprises  depuis  x = k jusqu’à  x = a u.  Ainsi,  l’hypothèse 
x = a,  introduite  dans  la  série  des  fonctions  X,X,,  X,,..., 
n’a  fait  perdre  ni  gagner  aucune  variation. 

581.  Passons  au  cas  où  X devient  nul  quand  on  y met  o 
pour  x. 

Soit  fait  x = a -t-  u dans  X et  X , ; puis  désignons  par  U , U, , 
ce  que  deviennent  respectivement  X , X,,  par  cette  substitution. 
Appelons  (n®  548)  A,  A',  A",. . . les  résultats  de  la  substitution 
de  a pour  x dans  X et  ses  polynômes  dérivés , puis , par  analogie , 
A , , A', , A", , . . . ce  que  deviennent  X , et  ses  polynômes  dérivés , 
par  la  mepic  substitution  ; nous  aurons  les  deux  égalités 

A" 

U = A A'  « H 

2 

‘ ' A" 

l)i  — A , -f-  A',  u -f-  — u * -f- ....  . 

2 

Connue , par  hyppthèse,  a est  racine  de  X=  o , on  a néces- 
sairement A ==  o.  De  plus,  les  deux  quantités  A'  dt  A,,  expri- 
mant l’une  et  l’autre  le  résultat  de  la  substitution  de  11  pour  .c 
dans  X , , n’en  forment  qu’une  seule  qui  est  différente  de  o , puisque 
X =r  n n’a  pas  de  racines  égales.  Ainsi  h-s  deux  égalités  precedentes 
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se  changent  en  celles-ci  : 

A" 

U — A'u  H 

2 

A" 

U ! = A'  H-  A \u  -H  — 
a 

dont  les  seconds  membres  sont  nécessairement  de  même  signe  que 
leurs  premiers  termes  A'u-et  A',  lorsqu'on  prend  (n°  548)  pour 
l’indéterminée  u une  valeur  suffisamment  petite.  On  voit  donc  que 
U et  U , sont  de  même  signe  quand  u est  positif,  et  de  signes  con- 
traires quand  « est  négatif. 

D’où  il  résulte  que  les  signes  des  deux  fonctions  X,X,,  qui 

présentaient  d’abord  une  variation  pour  x — a — u , 

forment  ensuite  une  permanence  pour  x = a -h  u. 

Ainsi , dans  le  passage  de  x = a — u à x=  a + u , une  varia- 
tion s’est  changée  en  une  permanence. 

La  même  conséquence  aurait  lieu  lors  même  que  x = a,  qui 
satisfait  à X = o,  anéantirait  en  même  temps  une  ou  plusieurs 
autres  fonctions , puisque , comme  on  l’a  vu  précédemment , quand 
une  de  ces  autres  fonctions  vient  à s’évanouir,  le  nombre  des 
variations  ne  change  pas  pour  cela.  . t 

Maintenant,  si,  à partir  de  x = a+u,  on  continue  de  faire 
croître  x par  degrés  insensibles,  le  nombre  actuel  des  variations 
de  la  suite  des  signes  demeurera  le  même  jusqu'à  ce  que  x vienne 
à dépasser  une  nouvelle  racine  de  X = o;  auquel  cas  une  seconde 
variation  disparaîtra , et  se  trouvera  remplacée  par  une  perma- 
nence. Et  ainsi  de  suite. 

Donc  enfin  , le  nombre  des  variations  perdues  lorsque  x croit 
depuis  une  valeur  quelconque  b jusqu’à  une  autre  valeur  X-  ' , 
est  égal  au  nombre  des  racines  réelles  de  X = o , comprises  entre 
X et  X'. 

Ce  qui  démontre  évidemment  le  théorème  éhoncé  n°  540. 

582.  Avant  de  passer  aux  applications , nous  ferons  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

i°.  Dans  la  recherche  des  fonctions  X,  X,,«  . . , on  peut 
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introduire  ou  supprimer  de»  facteurs  numériques  (n°  IliJiij,  poujr  vu 
que  ces  facteurs  soient  positifs  ; mais  il  faut  bien  prendrr  garde  , 
quant  aux  signes , à ne  faire  que  les  changements  indiqués  au 
n°  546,  puisque  c'est  de  la  considération  des  signes  dont  les 
fonctions  X,  XM  X,,.  . . sont  affectées,  que  dé|>end  principa- 
lement la  méthode  de  M.  Sturni. 

2°.  Quand  on  veut  simplement  connaître  le  nombre  total  des 
racines  reelles  de  l’équation  proposée , il  n'est  |>as  nécessaire 
d’opérer  la  substitution  des  limites  — L'  et  1,  dans  les  fonctions 
X,X,,.  . . : il  suffit  de  substituer  — oo  et  -+-  oo  dans  le  pre- 
mier terme  de  chacune  d’elles,  puisque  l’on  sait  (n°  50B)  que  le 
signe  de  la  fonction  est  alors  le  même  que  le  signe  de  ce  premier 
terme. 

La  substitution  de  — oo  et  de  -t-  oo  dispense  de  déterminer 
d’abord  les  deux  limites  — L' et L,  qu’il  faudrait  d’ailleurs 
calculer  de  manière  qu’elles  convinssent  à toutes  les  fonctions, 
si  l’on  ne  voulait  opérer  ta  substitution  que  dans  leur  premier 
terme. 

Nous  ajouterons  même  rju’en  faisant  usage  de  la  méthode  dé 
M.  Sturm,  on  n’a  besoin  , dans  aucun  cas,  de  connaître  à priori 

• • • N 1 

les  deux  lithites  — L'  çt  -t-  L-  En  effet,  après  avoir  reconnu 
d’abord  eoAbiçn  3 y a de  racines  réelles  dans  la  proposée,  si  l’on 
veut  ensuite  déterminer  d’une  manière  plus  précis*  le  lien  des 
racines,  il  n’y  a qu’à,  substitusr  successivement  les  nombres 
o,  i ,2,3.  V et  o, — i, — 2,.  . .;etdès  que  par  la  substitu- 
tion de  o,  i ,1,.  . . , çn  est  parvenu  à une  suite  de  signes  qui 
présente  autant  de  variations  qu'en  avait  données  la  substitution  de 
-+-  ao,  on  peut  affirmer  qu’il  n[y  a plus  (je  racines  au  delà  du  der- 
nier nombre  substitue.  Même  raisonnement  par  rapport  aux  nom- 
bres o,  — i , — 2j.... 

On  obtient  âihii  les  'deux  limites  supérieures  les  plus  resserrecs 
(en  nombres  entiers);  ce  que  ne  donne  pas  toujours  d’une  ma- 
nière bien  certaine  ^n°  509)  la  méthode  de  Newton. 

3".  Si  l’on  cherche  ensuite  combien  il  y a de  racines  réelles 
comprises  entre  deux  nombres  particuliers  p et  q , il  peut  se  faire 
que  p ou  q rende  nulle  quelqu'une  des  fonctions.  Dans  ce  cas , 
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quand  c’est  une  fonction  intermédiaire,  X.,  qui  s’évanouit,  on 
n’a  pas  besoin  de  tenir  compte  du  résultat  o dans  la  suite  des  si- 
gnes , car  on  a vu  (n“  549)  que  X,_, , X„+,  offrent  une  varia- 
tion pour  cette  même  valeur  de  x;  or,  la  combinaison  du  double 

signe  rfc  dont  o est  censé  affecte  , avec  les  signes  H , ou 1- , 

ne  donne  encore  qu’une  variation.  Ainsi  le  nombre  des  variations 
n’est  nullement  altéré  par  l’omission  dù  résultat  o. 

Lorsque  c’est  X qui  s’évanouit  pour  x=p,  par  exemple,  on 
conclut  d’abord  que p est  racine  de  X — o ; puis  on  compte  les  va- 
riations qui  existent  à partir  de  X,. 

4°.  Enfin,  si,  après  avoir  obtenu  les  fonctionsX,  X,,X,,..., 
Xr , on  vient  à reconnaître  que  l’une  des  fonctions  intermédiaires, 
X„,  est  de  nature  à conserver  constamment  le  même  signe  pour 
toutes  les  valeurs  comprises  entre  p et  7 [p  étant  <^r) , >1  est  inu- 
tile de  substituer  ces  nombres  dans  les  fonctions  suivantes;  car 
autant  la  suite  des  fonctions  jusqu’à  X.  inclusivement  présentera 
de  variations  de  plus  pour  x = p que  pour  x = q , autant  il  y 
aura  de  racines  réelles  comprises  entre  p et  q. 

Il  suffi» , pour  s’en  convaincre , d’appliquer  anx  fonctions 
X,  X,,  X,r...,X„,  œ quia  été  dit  (né*  550,  551  par  rap- 
port à toutes  les  fonctions.  La  suite  des  signes  jusqu’i'celui  de  X. 
inclusivement , perdant  une  variation  pour  chaque  racine  de  X— o, 
et  le  nombre  "des  variations  n’étant  nullement  alfiéré  par  l’éva- 
nouissement de  quelqu'un  des  fonctions  intermédiaires  X,, 
X , , . . . , X,  _ 1 , puisque  d’ailleurs  X , conserve  toujours  le  même 
signe  par  jiypotfièse , il  faut  nécessairement  qu’autaril  il  y a de  va- 
riations perdîtes  dans  la  suite  des  signas  de  X , X, , . . .,  X„, .lors- 
qu'on passe  de  x = />  à = <7,  autant  il  y ait  de  racines  de  X = o 
comprises  entre  ces  deux  nombres. 

On  déduit  de  là  le  cas  particulier  suivant  : si»,  dans  le  cours  des 
divisions  necessaires  à la  détermination  desfi\ûctiobs*X,  X,j  ...,Xr, 
on  reconnaît- qu’une  certaine  fonction , X,,  ne  peut  avoir  que  des 
racines  imaginaires,  comme  alors  elle  ne  saurait  changer  de  signe 
(n”  513),  quelque  valeur  qu’on  y substituât  pour  xi  on  n’a  pas 
beàoin  de  pousser  plus  loin  les  divisions  ; c’est-à-dire  qu’il  est  inu- 
tile de  déterminer  X. Xr- 
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Cette  circonstance  est  très-importante  à retenir  : car,  en  raison 
de  la  grandeur  des  coefficients  numériques,  on  ne  peut  se  dissi- 
muler que  les  calculs  relatifs  à la  détermination  des  fonctions  suc- 
cessives ne  soient  très-pénibles,  surtout  lorsqu’on  arrive  aux  der- 
nières. 

( Voyez  le  troisième  et  le  quatrième  des  exemples  du  numéro 
suivant.)  i' 

585.  Faisons  maintenant  quelques  applications,  en  ne  consi- 
dérant toutefois  que  des  équations  qui , par  la  substitution  des 
nombres  entiers  consécutifs  compris  entre  les  limites , donnent 
moins  de, changements  de  signe  qu’il  n’y  ad’unités  dans  la  proposée. 

* Vt  *>■  ^ — , * 1 * • •• 

i*r  Exemple.  (l)  8x5  — 6x  — 1=0. 

(Cette  équation  a déjà  été  traitée  n°  542.) 

On  a d’abord  X , = ?./\x'  — 6 , ou  plutôt  X , = 4-*’  — * » 
(d’après  la  première  remarque  du  n°  532). 

Divisant  X par  X , , -on  obtient  pour  reste , 

— 4X — 1 > d’où 

La  division  de  X , par  X , , après  les  prépa- 
rations convenables  ( n°  239,  et  première  re- 
marque du  n°  532),  donne  pour  reste  — 3;  d’où 

Ainsi  l’on  a pour  les- fonctions  cherchées, 

X=ar>— 6r—  i,  X,  = 4*’—  t,  X,  = 4x-)-i,  X,=  +3. 

Cela  posé,  4 substitution  de  — co  et  de  -t-  cc  dans  les  premiers 
termes  de  ces  fonctions , donne  les  deux  suites 


X : = -1-  4x  -4-  i . 


X,  = -t-  3. 


3 variations , 

o; 


pour  x = — i , 
x = o, 
X = -t-  I , 


3 variations , 

' , 
o. 


J 


ce  qui  prouve  que  l’équation  a ses  trois  racines  réelles,  puisqu’il 
disparaît  trois  variations  dans  le  passage  de,  — oo  à -f-  ap  . 

Soit  fait  maintenant  dans  les  mêmes  fonctions,  x=  — i,  o,  -1-  r , 
on  trouve 


v - 
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Comme  — 1 donne  trait  variations , et  que  o n’en  donne 
qu 'une  seule , il  s’ensuit  que  » et  — 1 comprennent  deux  racines. 

Pareillement,  o donnant  une  variation,  et  4-  1 n'en  donnant 
aucune , il  y a une  racine  comprise  entre  o et  1 . 

Pour  séparer  les  deux  racines  négatives , il  faut  ( n“  348  ) res- 
serrer l’intervalle  des  substitutions;  mais,  auparavant,  il  con- 
vient de  changer  x en — x,  ce  qui  ramène  l’équation  (1)  à 

(2)  8xJ  — 6*  + 1 = o; 

et  les  racines  positives  de  cette  nouvelle  équation  , étant  prises 
avec  le  signe  — , donneront  les  racines  négatives  de  la  proposée. 

• y 

Actuellement,  posons (n° 348) dans. l’équation  (2),  x = ^ ; il  en 
résulte  la  transformée 

(3)  r1  — 3/  -t-  1 = o. 

Or , en  faisant^  successivement. ...  y = o , 1 , 2 , 

on 'trouve  pour  résultats 4-  1,  — 1,  -t-  3 ; 

donc  les  deux  racines  positives  de  l’équation  (3)  sont  comprises , 
l’une  entre  o et  1 , et  l’autre  entre  .1  et  2. 

Appliquant  à l’équation  (3)  l’une  des  deux,  méthodes  d’ap- 
proximation , et  substituant  les  valeurs  obtenues  pour  y,  dans  la 

relation  x = , ou  plutôt  x = — (à  cause  du  changement  de 

xen  — x),  on  aura  , avec  tel  degré  d’approximation  qu’on  vou- 
dra , chacune  des  trois  racines  de  l’équation  proposée. 

N.  B.  — Pour  le  calcul  de  la  racine  positive  de  t’équadon  ( 1 ) , 
on  peut  opérer  directement  sur  cette  équadon. 

ac  Exemple,  (i)  x‘  — ax1  — 7X3  4-  iox  4-  10  = 0. 

En  appliquant  à cette  équadon  la  règle  du  n°  346,  on  trouve  * 

successivement  X = x*  — ax3  — 'Jx * 4-  iox  4-  10, 

X,  = .ax3  — 3x’ — 7x4-  5, 

X,  = i7x>  — 23x  — 45,  . 

X,  = i5ax  — 3o5, 

X,  = 4-  5?-4785. 
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t 

Si  l’on  substitue  — oo  et  4-  ao  dans  les  premiers  termes  de  ces 
fonctions , on  obtient  les  deux  suites 

-+-  — -+-  — -f-  ...  4 variations. 


donc  les  quatre  racines  de  l'équation  sont  réelles. 

Actuellement,  soit  fait  successivement  dans  les  fonctions. 


=5  o,  i,2,3, . . .,  et  i = o, 


il  vient  pour  x = 


* = 2, 

x = 3, 


_ — i_ 


2 variai.; 

a; 

■ 

a; 

o-> 


puis  pour 


x 

x 

X 


h 


x = — 3, 


, . 2 variai.  ; 
. 3; 

. 3 

• 4 


d’où  l'on  voit  que  l’equation  a deux  racines  positives , comprises 
entre  2 et  3 ; une  racine  négative  comprise  entre  o et  — i ; enfin 
une  racine  uegative  comprise  entre  a et  — 3. 

Pour  séparer  les  deux  racines  positives,  on  pourrait  (n°  ,1415) 

faire  dans  l'équation , x = - , Ou  ^ , ...  ; mais  on  va  voir  que 

la  méthode  d'approximation  de  Lagrange  suffit  pour  opérer  cette 
séparation. 

Soit,  en  effet,  pose  dans  l’équation  (i),  x = 2 4-  - ; il  vient , 
tout  calcul  fait  (n°  528),  la  transformée 


(2)  2/‘  — io/>  4-  5jr'  ■+■  6y  4-  1'  = o, 

qui  a nécessairement  deux  racines  plus  grandes  que  l’unité. 

. ' / 

Or,  en  faisant  successivement  y =r  i , 3,  4>  5 , 

on  trouve  pour  résultats, -+-  4,—  1 5,  — 44,— 23,4-1 56; 
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d’où  l'on  voit  que  le*  deux  valeurs  de  y sont  comprises , Y une 
entre  i et  2 , Y autre,  entre  4 et  5 ; 

C’est-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  x seront  exprimées  par 
deux  fractions  continues  de  la  forme 

1 1 

x = 2 H et  x =z  2 -H ; 

• « H — 4h — 


et  l’On  pourra  déterminer  diacune  de  ces  fractions  continues  sépa- 
rément. (Voyez  les  n°‘  350  et  534.) 

JV.  B.  — Dans  cet  exemple,  après  avoir  obtenu  les  fonctions 
X,=  17X3  — 23x — 45*  Xj=  i52x  — 3o5,  il  n'était  pas 
nécessaire  d’effectuer  la  division  de  X,  par  X,,  opération  assez 
longue  sous  le  rapport  des  calculs  numériques. 

En  effet , ce  qu’il  importe  de  connaître  dans  l’application  de  la 
méthode  de  M.  Sturm , ce  n’est  pas  la  valeur  numérique  du  dernier 
reste , mais  bien  le  signe  de  ce  reste , afin  d’en  déduire  ensuite  celui 
de  la  quantité  X, , laquelle  est  constante  ainsi  qu’on  l’a  vu. 

Or,  on  sait  (n°  237)  que  , quand  otr  divise  une  fonction  entière 
de  le  j>ar  un  facteur  de  la  “forme  x — a , le  reste  n'est  autre  chose 
que  le  résultat  de  la  substitution  de  a au  lieu  de  x dans  la  fonction. 
Ainsi  le  signe  du  reste  de  là  division  de  X,  par  X,  doit  être  le 
même  que  celui  qui  résulterait  dé  la  substitution  dans  l’équation 
X,  = o (oq  1 ’jx-  — a3x  — 45  — o>,  de  la  racine  donnée  par 
l’équation  X,  =.o-(on  1 5ax — 3o5  = b). 

Mais  l’équation  X,  = 0,-dont  les  racines  sont  de  signes  con- 
trai rts,  donne  pour  la  positive,  2,4  à 0,1  près,  tandis  que  la 

racine  de  X.  o est  x = 2 -j On  voit  donc  que  cette  ra- 

102 

cine  est  comprise  entre  les  deux  racines  de  l’équation  X,  = o,  et 
que  par  conséquent,  si  on  la  substituait  dans  le  polynôme  X, , on 
obtiendrait  (n°  111 , i°)  un  résultat  de  signe  contraire  au  premier 
terme  de  X,,  c’est-à-dire  un  résultat  négatif. 

Donc,  puisque  le  reste  de  la  division  de  X,  par  X est  négatif, 
il  s’ensuit  que  la  fonction  X , est  positive. 
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(Cette  remarque  fait  suite  à la  quatrième  du  n°  588.) 

3'  Exemple.  (i)  2x‘  — i3«r!  4-  iox  — ig  = o. 

Les  fonctions  X , X , , X j , . . . étant  calculées  d’après  la  règle 
du  n°  547,  on  trouve  d’abord  pour  les  trois  premières , 

X = ax‘  — i3x’4-  mx  — 19, 

X,  = 4r*  — i3x  4-  5, 

X,  = i3xJ  — i5x  4-38. 

Or,  je  dis  qu’il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  et  de  calculer  X, 
et  Xt.  En  effeS,  il  est  aisé  de  voir  que  les  racines  de  l’équation 
X,  = osont  imaginaires,  puisque  l’on  a (i5)!  — 4-  • 3 . 38  < o 
(n°  III , 3°);  d’où  il  résulte  que  X,  ne  peut  changer  de  signe, 
quelque  valeur  qu’on  donne  à x.  Ainsi  la  quatrième  remarque  du 
n"  582  est  applicable  à cet  exemple  ; et  il  suffira  de  considérer  les 
trois  fonctions  X , X , , X,. 

Or,  en  substituant  successivement  — ao  et  -4-  o*  dans  leur 
premier  terme , on  obtient  les  deux  suites 

-f-  — 4-  . . . 2 variations, 

— t—  H—  -+—  ...  o } 

ce  qui  démontre  que  l’équation  a deux  racines  réelles  et  deux  ra- 
cines imaginaires.  Les  racines  réelles  sont  d’ailleurs  l’une  positive 
et  l’autre  négative  (n°  512),'  puisque  le  dernier  ternie  de  l’étjUation 
est  négatif. 

4'  Exemple.  ...  x1  — 36x3  72X1  — 37X  -g-  72  = o. 

(Nous  nous  bornerons  ici  à présenter  le  tableau  dn  calcul.) 

X . = x’  — 36xJ  72X*  — 37X  -g  72, 

X,  = 5x‘  -ioSx’  4-  144*  t—  37, 

X,  = i8xJ  — 54x!  4-  37X  — 90, 

X,  = 1 3 1 gx 1 — 2442-*  — 684 , 

x,  = — 2803469X  4-  32408254, 

X,  = — 

( Le  signe  de  X,  se  détermine , comme  dans  le  second  exemple. 


Digitized  by  Google 


558  COMBINAISON  DU  THÉOH  LM  F DK  M.  STUHM  , CtC. 

en  observant  que  la  racine  tic  X,  = o At  évidemment  plus  grande 
que  la  racine- positive  de  X,  = o.) 

Or  x = — oo  donne  — -+•  — ...  4 variât., 

x = -t-  as  —J-  H—  — f-  -f-  — — ...•!  seule ; 

donc  l'équation  proposée  n’a  que  trois  racines  réelles.  Mais  si , 
avant  d'appliquer  la  méthode  actuelle , on  eût  d’abord  substitué 
les  nombres  entiers  consécutifs , on  aurait  reconnu  facilement  que 
cliacun  des  couples  de  nombres , 4 et  5,  5 et  6,  — 6 et  — 7, 
donnent  deux  résultats  tic  signes  contraires.  Bonc.les  trois  racines 
réelles  ont  respectivement  pour  partie  entière,  4,  5 , et  — 6;  les 
deux  autres  racines  sont  imaginaires.  s 

Ces  exemples  nous  paraissent  suffisants  pour  donner  une  idée 
de  toute  l'importance  du  théorème  de-  M.  S tarin  , et  du  parti 
qu’on  peut  en  tirer  dans  la  résolution  des  équations  numériques. 

384.  INohs  ajouterons  cependant  encore , que  quand  on  a re- 
connu , par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs  dans 
les  fonctions  X,  X, , X 2 , ...,  combien  il  y a de  racines  réelles 
entre  deux  de  ces  nombres,  a et  « -f-  1,  la  combinaison  du  théo- 
rème avec  la  méthode  de  Lagrange  donne  le  moyen  de  séparer 
ces  racines  sans  qu’on  soit  obligé  de  recourir  à la  transformation 
du  n°  348 , laquelle  devient  très-labç rieuse  quand  les  racines 
sont  tfès-peu  différentes  les  unes  des  autres.  Voici  en  quoi  consiste 
ce  moyen  : 

On  substitue  a - à la  place  de  x , non~scalement  dans  X , mais 

encore  dans  toutes  les  fonctions  de  X , , X , , . . , ; puis  on  y fait 
successivement  y = 1 , 1 , 3, . . . . La  différence  entre  les  deux 
nombres  de  variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  'de  ces 
nombres , b et  b - f-  1 , est  égale  au  nombre  des  valeurs  de  x com- 

. 1 t 

prises  entre  a -t-  -,  et  « -t-  -, •- 

b h ■ 4-1 

Si  cette  différence  est  égale  à i , on  en  conclut  que  la  transformée 
qui  résulte  de  la  substitution  de  a H à la  place  de  x dans  X = o. 


O 

s 
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n’a  qu'une  seule  racine  comprise  entre  b et  b -+-  1 ; et  l’on  peut  fa- 
cilement (n°  550)  obtenir  la  fraction  continue  correspondante. 

Mais  quand  cette  différence  est  égale  à 2,  3, . . . , on  en  déduit 
que  la  transformée  en  y a deux , trois, . . . racines  comprises  entre 

b et  b -1-  1 . Alors  on  remplace  y par  b + - dans  les  fonctions  X , 

X,,  X,,. . . (qui  sont  déjà  exprimées  en  y)  ; puis  on  y' fait  suc- 
cessivement t = 1,2,  3,....  La  différence  entre  les  deux  nombres 
de  variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces  nombres, 
c et  f+  1 , est  égale  au  nombre  de  valeurs  de  x comprises  entre 


et  a — 


b + 


1 

d‘ 


On  voit  aisément  que,  par  ce  moyen  , toutes  les  valeurs  de  x, 
comprises  entre  (ieto+!,  pourront  se  développer  en  autant  de 
fractions  continues  ayant , à partir  de  a,  une  ou  plusieurs  frac- 
tions intégrantes  communes. 


535.  M.  Sturm  a étendu  son  théorème  au  cas  où  l’équation 
proposée  admet  des  racines  égales;  mais  nous  n’entrerons  dans 
aucun  détail  à ce  sujet,  puisqu’on  peut  toujours  (n°  28 f)  faire  dé- 
pendre la  résolution  de  l’équation , de  celles  d’autres  équations  qui 
n’ont  que  des  racines  simples.  Il  en  a également  déduit  d’autres 
conséquences  fort  curieuses,  mais  qui  ne  sont  pas  indispensables 
pour  la  résolution  des  équations  (*). 

Nous  renvoyons,  pour  de  plus  amples  détails  sut  la  résolution 
des  équations  numériques ,'  aux  ouvrages  suivants  : Traité  de  la 
résolution  des  équations  numériques,  par  Lagrange;  Supplément 
à la  théorie  des  nombres,  par  Legendre  ; Nouvelle  méthdde  pour 
résoudre  les  équations  numériques , par  M.  Budan;  Analyse  des 
équations , ouvrage  posthume  de  Fourier. 

On  trouvera  dans  ces  deux  derniers  ouvrages  un  théorème  .qui 


(*)  Voyez  le  n°  401 , chap.  IX , pour  une  autre  application  du  throri'nir. 
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a quelque  analogie  avec  celui  de  M.  Sturai , et  qui  parait  avoir  ete 
découvert  à peu  près  dans  le  même  temps  par  MM.  Fourier  et 
Budan  ; en  voici  l’énoncé  : 

Soient  f(x)  un  polynôme  entier  du  degré  m , f'{x),  f"(x), 
. ses  dérives.  Appelons^»  et  q deux  nombres  réels  de 
signes  quelconques  ( p étant  <C_q)',  et  concevons  qu’on  ait  substi- 
tué alternativement  p et  q dans  la  sérié  de  ces  fonctions  , ce  qui 
donne  les  deux  suites  de  résultats, 

i”.  pour  p,  f(p), 

2°.  pour  q , /(q),  /'{q},.  /"(?), 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  les  signes  de  la  première  suite  ne 
peuvent  jamais  présenter  moins  de  variations  que  ceux  de  la  seconde ; 
et  si  p et  q comprennent  un  nombre  k de  racines  réelles , ta  pre- 
mière suite  a au  moins  k variations  de  plus  que  la  seconde. 

Ce  théorème,  beaucoup  moins  explicite  que  celuj  de  M.  Sturm, 
qui,  dans  aucun  cas,  ne  laisse  d'incertitude  sur  l’existence  des  ra- 
cines réelles  entre  des  nombres  déterminés , fournit  cependant  une 
méthode  assez  complète  de  résolution  (*). 

§ IV.  — Seconde  partie  de  V élimination. 

386.  Après  avoir  fait  connaître  les  différents  moyens  de  résou- 
dre (du  moins  en  nombres  réels)  les  équations  d’un  degré  quelcon- 
que à une  seule  inconnue , il  convient  de  s’occuper  de  la  résolution 
des  équations  à plusieurs  inconnues. 

Lorsque  le  nombre  des  équations  proposées  est  égal  & celui  des 
inconnues,  elles  n’admettent r en  général,  qu’un  nombre  limité 
de  systèmes  de  valeurs  pour  ces  inconnues.  Or,  c’est  dans  la  déter- 
mination de  tous  ces  systèmes  que  consiste  principalement  le  pro- 
blème de  l’élimination. 


(*.)  Voyrs  aussi  pour  le  développement  de  ce  théorème,  et  pour  les  con  - 
séquences qu’on  en  déduit,  une  note  placée  à la  fin  de  la  6°  édition  de  mon 
Algèbre,  et  due  è M.  Vincent , ainsi  que  les  Mémoires  de  la  Société  royale 
de  Lille  (année  l834),  el  1°  Journal  de  Mathématiques  de  M Liouville, 
tome  Ier,  page  3$  i. 
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Nousavons  déjà  exposé  (n““8C7 et  suivants)  une  partie  de  ce  pro- 
blème, celle  qui  a pour  objet  de  former  1’ équation  finale,  c’est- 
à-dire  une  équation  fonction  d’une  seule  des  inconnues , qui  donne 
toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue  propres  à vérifier  les  équations 
proposées  en  même  temps  que  certaines  valeurs  des  autres  incon- 
nues. Il  s’agit  actuellement  de  compléter  la  solution  du  problème, 
en  indiquant  les  moyens  d’obtenir  tous  les  systèmes  de  valeurs  pro- 
pres à vérifier  les  équations , ce  que  nous  n’avions  pu  faire  alors  , 
faute  de  savoir  résoudre  une  équation  à une  seule  inconnue. 

587.  Nous  considérerons  plus  particulièrement  le  cas  de  deux 
équations  à deux  inconnues  x et  y ; et , pour  abréger  le  discoure  , 
nous  conviendrons  d’appeler  couple  ou  solution  , tout  système  de 
valeurs  de  x et  de  y,  qui , substituées  à la  fois  dans  ces  équations , 
y satisfont. 

En  outre , désignant  par  A = o , B = o , les  équations  propo- 
sées, nous  supposerons  que  les  deux  polynômes  A et  B soient pre- 
miers entre  eux , et  qu’il  en  soit  de  même  des  coefficients  'de  ces 
mêmes  polynômes  ordonnés  par  rapport  à»l’iQconpue  qu’on  veut 
éliminer.  Nous  nous  réservons  d’examiner  plus  tard  ( n"*  308  et 
suivants ) les  circonstances  particulières  ml  cés  conditions  ne  sont 
pas  remplies. 

388.  Concevons  actuellement  qu’ après  avoir  ordonné  les  deux 
polynômes  relativement  à. r par  exemple  , on  leur  applique  le  pro- 
cédé du  plus  grand  commun  diviseur  avec  toutes  ses  modifications, 
lesquelles  consistent  (n"41),  poué  chaque  division  partielle,  à 
introduire  un  fréteur  propre  à rendre  possible  la  division  du  pre- 
mier terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur,  puis  à 
supprimer  au  fur  et  à mesure,  dans  chaque  reste  de  degré  moin- 
dre que  le  précédent,  les  facteurs  en  y qui  peuvent  exister  entre 
ses  coefficients  (sauf  à tenir  compte  plus  tard  de  cette  suppression). 

Admettonsenfin,  pour  fixer  les  idées,  qu’on  ait  été  obligé  d’exé- 
cuter quatre  divisions  successives  avant  d’obtenir  un  reste  fonc- 
tion de  y seulement  ; puis , désignons  par  m , m',  m",  m”,  les 
facteurs  les  plus  simples  en  y , qu’il  est  nécessaire  d’introduire 
pour  éviter  les  quotients  fractionnaires  ; par  q , «■/',  q" , les 

Alg.  B.,  9'  éd.  3(i 
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quotients  des  diverses  o|R-rations  ; et  par  nr,  «V,  n"r",  n" , les 
restes  successifs  (n,  n',  n",  n"'  étant  les  facteurs  en  y,  du  degré 
le  plus  élevé,  qui  ont  pu  être  mis  en  évidence  dans  les  restes,  dont 
le  dernier  est  nécessairement  indépendant  de  x,  et  est , pour 
cette  raison , désigné  par  n*). 

On  aura  ainsi  les  identités  suivantes  : 


(>) 

m A = qb 

-+- 

nr, 

(2) 

m'  B = q'r 

+ 

n’r ’ 

(3) 

m”  r = q"  r1 

n"r 

(4)  ‘ 

m^r’  ~=  qmr" 

*+■ 

nm. 

3159.  D’abord  , il  y a sur  ces  identités  une  remarque  impor- 
tante à faire,  c’estquc  les  deux  facteurs  en  y , qui  entrent,  l’un  dans 
le  dividende  , l’autre  dans  le  reste  de  chaque  opération  , doivent 
être  premiers  entre  eux..  Car  Supposons , par  exemple , que  m" 
et  «"  puissent  avoir  un  facteur  commun  k;  comme  l’équation  (3) 
est  une  identité,  il  faudrait  nécessairement  que  k se  trouvât  aussi 
dans  q"r'  ; et  puisque”,  d’après  la  nature  des  opérations , r'  n’a 
plus  de  facteurs  en  y , il*  s'ensuit  que  k diviserait  q"  ; ce  qui  est 
impossible  , à moins  que,  contrH’hypothèse  (n°  3158),  m"  ne  soit 
pas  le  plus  simple  facteur  en  y que  l’on  doive  introduire  dans  la 
troisième  division. 

Concluons  de  là  que  les  quantités  m et  n , m'  et  n',  m"  et 
/n"  et  /»",  prises  ainsi  deux  à deux , sont  premières  entre  elles  si 
l’on  a bien  opéré. 

Mais  il  peut  se  faire , et  cela  arrive  le  plus*  ordinairement , 
que  m et  n',  n",  n ",  que  m'  et  n",  n"',  que  m"  et  n"',  aient  des 
facteurs  communs.  Cependant,  nous  supposerons  pour  un  mo- 
ment qu’il  n’en  existe  pas.  . . • . 

560.  Ceci  admis,  on  voit  d’abord,  d’après  l’identité  (1),  que 
les  couples  qui  satisfont  à [n  — o,  B = o],  satisfont  nécessai- 
rement à m . A = o , et  par  suite  à ’A  = o , puisque  m et  n étant 
premiers  entre  eux,  ne  peuvent  s’annuler  pour  la  même  valeur 

de  y. 

Ainsi , les  solutions  de  [n  — o , B = oj  sont  aussi  des  solutions 
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«le  [A  = o , B = o]  ; donc  les  valeurs  de  i lirees  de  n — o , sont 
«les  valeurs  convenables. 

D’après  l’identité  (2),  les  couples  qui  vérifient  [n1  = o,  r — o] 
vérifient  nt’cessairement  m' . B = »,  et  par  suite  B = o,  puisque 
m'  et  n'  sont  premiers  entre  eux.  Mais  les  équations  [ B = o , 
r=  o]  entraînent  nécessairement  m . A = o,  et  par  suite  A = o ; 
car  m ne  peut  s’annuler  pour  les  mêmes  valeurs  de  y,  «pic  11'  ; 
autrement,  m et  n'  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux.  Ainsi  les 
solutions  de  [*'=o,  r — o]  sont  aussi  des  solutions  de  [A  = o, 
B = o]  ; donc  les  valeurs  de  y tirées  de  n'  — n sont  encore  des 
valeurs  convenables. 

Par  des  raisonnements  analogues , on  prouvera  que  les  valeurs 
«le  y tirées  de  n"  — o , puis  de  n'"  r=  o , sont  des  valeurs  conve- 
nables. 

Donc  enfin , toutes  les  valeurs  de  r,  comprises  dans  l'i'quatiou 


sont  des  valeurs  convenables , c'est-à-dire  des  valeurs  qui  vérifient 
les  équations  [A  = o , B — o]  en  même  temps  que  certaines  va- 
leurs de  x,  lesquelles  se  déduisent  successivement, 

pour 


", 

de 

B = 

0, 

de 

r = 

0. 

// 

n , 

de 

r'  = 

m 

« * 

de 

r"  — 

0. 

Je  dis  en  outre  ( toujours  dans  l’hypothèse  où  m , ni',  ni",  m"’ 
n'ont  pas  de  facteurs  communs  avec  n. , n',  n",  n *),  que  toutes 
les  valeurs  convenables  de  y sont  fournies  par  l'equathfti 

' n.n'.n  .n  — o. 

En  effet,  le  système  des  équations  [A=  o,  B = o]  entraîne 

nécessairement  l’un  ou  l’autre  des  deux  systèmes 

• _ 

[B  = o,  » = o],  [B  = o,  r = o]; 
ce  dernier  entraîne  l'un  des  deux  suivants  : 


[r  = o,  n'  = o],  . [r  = o,  r'  = o]; 


3tj. 
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celui-ci , l'un  des  deux  suivants  : 

[r'  = o,  n"  — o],  [r’  = o,  r"  = o}; 

enfin , ce  dernier,  le  système  unique 

r"  £=  o,  nm  = o. 

Donc  enfin , le  système  des  équations  proposées  ne  peut  être  satis- 
fait que  par  les  couples  tirés  de 

[B=o,n=o],  [r=o,  /i'=ro],  [r'=o,  n"=o],  [V'=o,  n"=o], 

561 . iV.  B.  — Quand  on  opère  sur  deux  équations  du  second 
degré,  auquel  cas  on  est  conduit  aux  deux  identités 

m A = çB  nr , 

• m' B = q'r  -+■  n',  . 

l'équation  n .n'  = o ne  renferme  que  des  valeurs  convenables. 

En  effet,  comme,  dans  ce  cas,  les  équations  A = o,  B = o, 
peuvent  être  (n°  i 16)  ramenées  à la  forme 

nx1  4-  bx  -+-  c = o, 

a étant  une  quantité  indépendante  dey,  il  s’ensuit  que  le  premier 
facteur  introduit , m , est  une  quantité  toute  connue  ; ainsi  m est 
premier  en  y avec  n et  n' . 

Donc,  le  système  des  équations  [A  = o,  B = o]  peut  être 
remplacé  par  les  deux  systèmes  [«  = o,  B = o] , [n'  = o,  r = o]. 

La  meme  conséquence  a lieu  évidemment  pour  tout  système 
de  deux  équations  dont  l’une  est  du  second  degré  en  x (quel  que 
soit  d’ailleurs  le  degré  en  y) , pourvu  que  le  coefficient  de  x1,  dans 
cette  équation , soit  une  quantité  numérique. 

562.  Passons  au  cas  où  il  existe  des  facteurs  communs  entre  les 
quantités  m , m',  m", . . . , et  n',  n",  nm , . . . a 

Reprenons  les  identités 


(0. 

;«A  ■—  qW 

nr, 

(2) 

/«'B  = q'r  -f- 

"'r', 

(3) 

m 'r  = q"r‘  4- 

n"r\ 

(4)  • ‘ ’ 

»/">'  = q"r"  4- 
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et  observons  d'abord  que,  comme  m et  n sont  premiers  entre  eux 
(n°51S9),  le  premier  système  d’cquations  [n  = o,  B = o]  en- 
traîne nécessairement  le  système  [A  = o,  B = o];  et  qu’ainsi  les 
valeurs  de  y tirées  de  n = o;  sont  des  valeurs  convenables. 

Supposons  actuellement  que  m et  n'  renferment  un  facteur 
commun  a ; et  soient 

m = a. m,,  n'  — x.n't 

(w i et  n\  étant  premiers  entre  eux). 

Les  identités  (i)  et  (2)  deviennent 

==  q.  B -I-  n.r, 
m' . B = q'.r  -f-  a.r£,-r'. 

Or  si , entre  ces  deux  équations , on  éiimiife  B en  employant  la 
méthode  par  addition  et  soustraction  (n°  151),  on  obtient 

a. /»,//>'. A = ( nm ' -f-  qq')r  -f-  qa.n\.r', 

identité  dont  le  premier  membre  est  divisible  par  a,  en  même 
temps  que  la  seconde  partie  de  l’autre  membre;  donc , puisque  r 
ne  peut  avoir  de  facteurs  en  y ( d’après  la  nature  des  opérations 
indiquées  n"  5158),  il  faut  que  nm'  qq'  soit  divisible  par  a. 

Appelant  k le  quotient , et  divisant  les  deux  membres  de  l’iden- 
tité précédente  par  a , on  trouve  enfin 

(5)  «f,m' . A = k.t  -+-  q.n\.r'. 

Cela  posé,  comme  n\  est  premier  avec  m,  et  aussi  avec  m' 
( puisque  n'  = a.ri^  et  que  m',  sont  premiers  entre  eux) , il 
s’ensuit  que  toute  solution  des  équations  [«',  =0,  r = o)  satis- 
fait à A = o. 

D’un  autre  côté  , l’identité  (2)  prouve  que  l’on  a en  même  temps 
B = o,  puisque  n',  et  par  suite  n\ } est*  premier  avec  m'. 

Ainsi  déjà , les  solutions  tirées  des  équations 

[n  = o,  B = oj,  [/»',=  o,  r = o], 
sont  autant  de  solutions  des  équations  proposées. 
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En  d'autres  termes,  les  valeurs  tirées  de  « . ri,  — o sont  des 
valeurs  convenables. 


Admettons  en  outre 


que  m,  ^ou  et  ni'  aient  des  facteurs 


communs  avec  n ; et  posons 


m 

— ou  nt , 
a 


6.m,  ! , , 

. /»,  et  »,  étant  premiers  entre  eux  ; 

e.»'  ) 


puis  m ' = 6' . tri, 

II 

H H fit  H 

t»t  ou  nt  =6 r.n2 

O 


m\  et  /*"  étant  premiers  entre  eux  ; 


(on  déduit  de  ces  relations  m — aë  . m,  et  n"  = 66' . «"  ). 

En  introduisant  les* valeurs  de  m, , m’,  n" , dans  les  identités  (5), 
(a)  et  (3),  on  les  change  en  celles-ci  : 

66 '.ni, ni, A = k.r  -t-  y. 

6 ' . ni,  .B  = y ' . r -t- . a . n\  . r', 
m" . r — t/".rJ+ 

Éliminons  r entre  la  première  et  la  troisième  des  identités  précé- 
dentes; il  vient 

66  ' . ntt  m\  m " . A = ( y»',  nt  " -t-  X y " ) r ' -4-  X . 66  . r " . 

En  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  est  conduit  à poser 
y»',  »i"  4-  /y  " = 66  ' . k'  (X  ' étant  entier)  ; 

et  en  divisant  par  66',  on  trouve 

(6)  »i,»/'/»". A ==  X'.r'  -+-  k.nt-.r". 

Éliminons  de  même  t entré  la  seconde  et  la  troisième,  puis 
posons 

a . «'  m"  -t-  y ' y " = 6' .A  (A  étant  entier)  ; 

en  divisant  par  6'  les  deux  membres  de  l'identité  résultante , 
on  obtient 

(7)  m\m" . B=  A. /•'-+-  6. y'»*  r". 


Digitized  by  Google 


DE  l’eI.IMINATIOJI.  51) 7 

Si  l’on  considère  les  identités  (6)  et  (7),  on  observe  que  n\  est  pre- 
mier avec  m",  puisque  n"  = 66  ' . «'  , et  que  m" , n",  sont  pre- 
miers entre  eux  (n"  389]  ; n\  est  .aussi  premier  avec  m\  comme 
on  l’a  établi  tout  à l’heure;  enfin  n\  est  premier  avec  m,,  comme 
étant  premier  avec  m,  qui  est  égal  à 6.m,. 

De  là  résulte  nécessairement  que  le  système  des  équations 
\n\  =0,  r'  = o]  entraîné  [A  = o , H = o].  _ . 

Ainsi,  les  racines  de  l’éqiiation  n.n\  ,n\  =0  sont  des  valeurs 
convenables. 

Supposons  enfin  que  n"'  ait  des  facteurs  communs  avec  m,|  m\  | m"; 
et  posons 

et  «7  étant  premiers  entre  eux  ; 


et  n*  étant  premiers  entre  eux  ; 


et  n 7 étant  première  entre  eux; 
(de  ces  relations  on  déduit  m = aSq..m3  j m'  = 6'-/'  ■ /«', 

n = n 7 •">)■ 

Les  identités  (6),  (7)  et  (4)  se  transforment  alors  dans  les 
suivantes  : 

•fq'q"  ,m3m\int.K.  = k'.r'  k.n\.r ", 

7'f  m\  m'.B  = h . r'  -f-  6 . q'n, . r", 
mm.r'  = q"r"  -+-  r)'y".nm,. 

Or  si  l’on  élimine  r',  d’abord  entre  la  première  et  la  troisième  de 
ces  transformées , puis  entre  les  deux  dernières , que  l’on  pose 

k.n’jn"  + A'.q”  = r, A"  | 6 . q'n\m"’  + hq”  == 

(A"  et  h'  étant  des  quantités  entières);  et  qu’enfin  on  divise 


m 

a€ 

OU 

m , 

= 7 | 

n'" 

= 7 "7  j 

m' 

V 

ou 

= 7' 

n" 

7 

ou 

m 

n 

n 

m 

n n 

= 7 •'», 

nm 

ou 

m 

", 

= 7 l 
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par  77 'y"  la  première  des  identités  ivsulfeintes,  et  par  7 '7"  la 
seconde,  on  obtient 

(8)  ~ k"  .r1' rM-  h’ .n", 

(9)  . B = h’ .r"  - 1-  y.h.n", 

identités  qui  uous  apprennent  que  les  équations  [«7  = o,  r"  = o] 
entraînent  [A  = o,  B = o];  car  on  reconnaît  aisément  que  n" 
est  premier  avec  m”  \ m"  | m\  | ms,  d’après  ce  qui  a été  dit  précé- 
demment. 

Ainsi  les  valeurs  tirées  de  l’équation 

n . n\  . «7 . «7  = 0 

sont  des  valeurs  convenables. 

5C5.  Il  reste  encore  à prouver  que  toutes  les  valeurs  conve- 
nables sont  comprises  dans  cette  équation. 

Or,  si,  dans  les  identités  (1),  (2),  (3)  et  (4),  on  remplace  m, 
m’,  m",  et  n",  par  leurs  valeurs,  elles  deviennent 


067 . m, . A = q . B -4-  n .r, 

S'7' . m\  . B = 7' . r -f-  a.  n\  . r 
7 ".m’.r  =,  q" . r'-+-  €C'.n’.r", 


m”.r’=  qm.r"+  r,Y.n”. 


Cela  posé,  nous  allons  éliminer  successivement  r"y  r',  et  r, 
entre  ces  quatre  transformées,  en  commençant  par  r".  Il  vient 
d’abord  , par  la  combinaison  des  deux  dernières , 


7 ".m\.q".r  = (q"q”'  -f-  66  — Wyy'-fcn”, 


identité  dans  laquelle  q"q'P  -4-  W,'  .n\mw  doit  être  divisible  par  7"; 
et  si  l’on  pose  q"q"  -+-  66  ' .n\ni“  = 7".  t , puis,  qu’on  divise  par 
7",  il  en  résulte 


.q"  .r  = ! .r'  — %6'yy'  .n",n”. 


Faisons  maintenant  l’élimination  de  r'  entre  cette  dernière  identité  et 


6V 


. ni, . 11 


q\.r  + %.n\  .r'; 


Digitized  by  Google 


DE  l’éliminatiok. 


56g 


supposons 

q'.l  + a ./»',/»' .7*  = €'7'./'  (/'  étant  entier) , 

et  divisons  par  l’/y'  l’identité  résultante  : nous  obtenons 
B = /'.r  -t-  afiy 

Éliminant  en6n  r entre  oette  nouvelle  identité  et 
a§7  . m, . A = q . B -+-  n .r, 

on  trouve,  après  avoir  posé  ql' -+-  nm\l  — 067  .1",  puis  divisé  par 
a?7  les  deux  membres  de  l’identité  résultante  , 

Wj./'.A  = /".B  -f-  n.n\n\n“, 

égalité  qui  nous  apprend  que  toutes  les  valeurs  de/  qui  satisfont 
à [A  = o , B = o] , en  même  temps  que  certaines  valeurs  de  x , 
annulent  nécessairement  n n\  n"  n* , et  sont  par  conséquent  four- 
nies par  l’équation 

n.nt.n\.n"  — o;  C.  Q.  F.  D. 

504.  Si  l’on  a bien  compris  tout  ce  qui  a été  dit  dans  les  deux 
derniers  numéros,  on  saisira  facilement  la  règle  suivante  pour 
déterminer  l’équation  qui  doit  donner  toutes  les  valeurs  de  /, 
sans  aucune  valeur  étrangère. 

Soient  p le  nombre  total  des  divisions  effectuées,  m , m',  m", 
/n'", . . . , les  facteurs  introduits  dans  le  cours  du  calcul  pour 

rendre  les  quotients  entiers;  n,  n',  n”,  n”,... , les  facteurs 

en  y mis  en  évidence  dans  les  différents  restes,  désigne  le 

dernier  reste , ou  le  reste  indépendant  de  x.  ] 

Premièrement.  — Cherchez  le  p.  g.  -c.  d.  a entre  m et  n'  ; le 

p.  g.  c.  d.  Centre  — et  n"  ; le  p.  g.  c.  d.  7 entre  — et  ; le 

a 

p.  g.  c.  d.  entre  — et  _l>.  — Supprimez  ces  plus  grands 

communs  diviseurs  dans  n',  n",  n", . . .,  n(r~'\  et  désignez  les 
quotients  par 

| n,  I «T  I • • • n^P~'K 

Deuxièmement.  — Chcrc/icz  le  p.  g.  c.  d.  6'  entre  m'  et  n,  ; le 
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1 / m 

|i.  g.  c.  U.  7 entre  et  «,  ; 


■ ■ 1 

le  p.  g.  c.  d.  entre  — 

67  . . . 


et  n,*/*-').  — Supprima  ces  plus  grands  communs  diviseurs  dans 
n\  j n"  | . . . n,(F~'),  et  désignez  les  quotients  par 


. n,<r-'K 


Troisièmement.  — Cherchez  le  p.  g.  c.  d.  7"  entre  m"  et  n"  ; le 

1 jw*  , , m" 

p.  g.  c.  d.  S entre  —,  et  n''  le  p.  g.  c.  d.  entre  —irin  et  w, (/’—•>. 

7 7 

— Supprimez  ces  p.  g.  c.  diviseurs  dans  n”  \ n"  | . . . 

et  désignez  les  quotients  par  n " | n”  [ . .n, 

Continuez,  d'ailleurs,  ces  recherches  jusqu’aux  deux  facteurs 
jjj<J’~’)  et  inclusivement. 

p— > 

L’équation  n . n\  . n,  .n"  . . . = o 

fournira  toutes  les  valeurs  convenables , et  n’en  donnera  pas 
d’étrangères  (f). 


3ÔS.  Appliquons  la  théorie  précédente  à quelques  exemples. 


' PREMIER  EXEMPLE. 

(1)  yx2  — 3-r  -+-  1 =0, 

{2)  (y  — l)x’  + 1 — 2 = 0. 

Conformement  au  procédé,  il  faut  multiplier  par  (/ — i)’  le  pre- 
mier membre  de  l’équation  ( 1) , et  effectuer  la  division. 

On  obtient  ainsi  pour  quotient , (y’  — y)x  — y, 

cl  pour  reste  du  premier  degré  en  x,  ( — y'-h5y — 3'jx+y'1 — 4 f+  1 • 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  deux  coefficients  de  ce 
reste  n’ont  aucun  facteur  commun  en  y ; ainsi , pour  continuer 


(*j  Cel  important  théorème  est  dû  à Bit  et,  professeur  au  Lycée  de 
Grenoble,  dont  il  devrait  porter  le  nom.  (Voyez  Journal  de  l’École  Polj 
technique,  i5°  cahier,  page  162.)  — Depuis,  plusieurs  auteurs  en  ont  donné 
des  démonstrations,  notamment  MM.  Labatic,  Gcrono  et  Sarrus. 
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l’operation  , il  faut  multiplier  le  premier  membre  de  l’équation  (2) 
par  (/’  — 5/  3)’,  puis  diviser  ce  premier  membre  ainsi  mul- 

tiplié par  le  reste  changé  de  signe. 

On  obtient  pour  quotient , (y3 — ô/’-t-B/ — 3)x  -+-/' — 4/1~+'2> 

et  pour  reste,  y1 — io/‘4-3,j/;i — 64/M-52/ — 16. 

Dans  cet  exemple,  on  n’a  eu  que  deux  opérations  principales  à 
effectuer  ; et  l’on  peut  poser  # 

m = (y  — 0%  "='»  r=—  [{y'—  5/  + 3)x  — y'-h/\y  — i], 
m'=  ( y ’ — 5/4- 3)1,  n'=yi — xoy'+Z'jy3 — 64/’4-  52 y — 16. 

( Il  est  inutile  de  tenir  compte  des  quotients.  ) 

Actuellement , il  faut  chercher  si  m et  n'  ont  des  facteurs  com- 
muns. Or,  en  divisant  n!  par  m , on  obtient  un  quotient  exact  et 
égal  à 

y 3 — 8/’  20/  — 16. 

Donc,  ni  on  (/ — i )’  est  un  facteur  etranger;  et  la  véritable 
équation  finale  est 

n\  ou  y 3 — 8/1  -t-  20/  — 16  = o. 

Cette  équation  étant  résolue  d’après  la  méthode  des  racines  com- 
mensurables,  donne 

/ = 2,  / = 2,  / = 4. 

Portant  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier  degré  en 
x , obtenu  ci-dessus , on  trouve 

x — i , x — i , x = — i. 

DEUXIÈME  EXEMPLE. 

V ’ % 

( i ) (3/—  3)x*  -+-(3/1 — 6/ — i)x — /3-p3/,4-/ — 3=o , 

(2)  x1-f-(2/-|-4)x-f-/i-t-4/-t-3=  o. 

t JlRl 

En  divisant  l’un  par  l'autre  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions, on  obtient  un  certain  quotient  (qu’il  est  inutile  d’écrire)  et 
un  reste  du  premier  degré  en  x,  égal  à 

( 1 2/  * 1 2/ ) X -t-  4/'  -P  24/:  4-  20/. 
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Or , ce  reste  peut  être  transformé  de  la  manière  suivante  : 

4 r{x  + '){*■*  +r+5)» 

d’où  l’on  doit  déjà  conclure  que  y — o , y — — i , sont  des  va- 
leurs convenables,  et  doivent  faire  partie  de  l’équation  finale. 

Supprimons , pour  le  moment , les  facteurs  y et  y 4-  i dans  le 
reste  du  premier  degré  en  x;  et  prenons  pour  nouveau  dividende 
le  premier  membre  de  l’équation  (2);  puis,  pour  diviseur , le 
reste  du  premier  degré  en  x , débarrassé  du  facteur  4 y {y  + 1), 
c’est-à-dire 

3x  -h y -h  5; 

il  vient , après  la  préparation  d'usage  , un  quotient  que  l’on  peut 
se  dispenser  d’écrire,  et  un  reste  indépendant  de  x,  savoir  : 

y*  + jr  — 2,  ou  (y—  «)(/-*-  2)- 

Dans  cet  exemple , qui  se  rapporte  au  cas  particulier  dont  il  a 
été  question  (n°  501),  on  a 

m — 1 , n=y(y- »-  1),  et  r • = 3x  -+-  y -y  5 , 

puis  m' = 9,  et  n'  = (y  — 1)  (y  2); 

ce  qui  prouve  que 

n.n'  ou  y (y  -y  1)  (y  — i)(y  -y  2)  = o 

fournit  toutes  les  valeurs  de  y qui  conviennent  aux  équations  pro- 
posées , et  n’en  donne  pas  d’étrangères. 

Pour  obtenir  les  diverses  solutions , il  faut 
i°.  Combiner  chacune  des  valeurs  y — o,  y — — 1 , avec 
l’équation  (2),  ou  x*  -f-  (2/  -y  %)  x -y  y'  -y  ^y  -y  3 = o ; ce  qui 
donne 

pour  r = o,  x’ -4-  4x  -f-  3 = o , d’où  x = — 1,  x = — 3 ; 
pour  y — — 1 , x’  -+-  2x  = o , d’où  x = o , . x — — 2; 

2".  Combiner  chacune  des  valeurs  y — 1,  y = — 2,  avec 
l’équation  3x  -t-  y + 5 = o j 
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ce  qui  donne  pour/=i,  3x  4-6  = 0,  d’où  x = — 2; 

pour  / = ' — 2,  3x  4-  3 = o , d’où  x—  — 1 . 

TROISIÈME  EXEMPLE. 

(0  /*■*’  — 3^3x  — x'  +■  2 = °> 

(2)  (r’  — 3/4-  2)x’  4-  (/  — i)x  — 3/4- 1. 

Comme  ces  équations  sont  du  même  degré  en  x,  on  peut  prendre 
le  premier  membre  de  l’une  ou"  de  l’autre  indifféremment  pour 
dividende. 

Prenons  d’abord  (1)  pour  dividende,  et  multiplions  par 
X'  — 3/  — t—  2 j puis  effectuons  la  division. 

Il  vient  pour  quotient /3, 

et  pour  reste  ( — 3/‘  4-  8 y'  — S/3)  x 4-  2/®  4-  2/3  — 6/4-4- 

Le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  peut  être  mis  sous 
la  forme  — /3(/  — •)  (3/  4-  5)  ; 

et  comme  /==o,  / = 1,  / = — 7^  ne  peuvent  annuler 

ix'  4-  2/3  — 6/  4-  4 > ^ s’ensuit  que  le  reste  du  premier  degré 
en  x ne  contient  pas  de  facteur  en/. 

D'un  autre  côté , puisque  le  cbefficient  du  premier  terme  de 
(2),  ou  y*  — 3/4-2,  revient  à (/  — 1)  {/  4-  2),  il  en  résulte 
que , pour  continuer  l’opération , il  suffit  de  multiplier  le  premier 
membre  de  (2)  par/®  (/ — i)(3/4-  5)’.  Celte  préparation  étant 
faite , et  la  nouvelle  division  étant  effectuée , on  obtient  un  certain 
quotient  (que  nous  omettrons)  et  un  reste  indépendant  de  x,  qui, 
changé  de  signe , est  égal  à 

27/"  — i36/’4-2i4/’ — ■ 12/’  4-65/“ — 100/ '4-30/' — à.4/J 

4-  1 ao/* — 1 1 2/  4-  32, 

Il  faut  maintenant  s’assurer  si  ce  reste  ne  renferme  pas  de  fac- 
teurs étrangers.  Or,  d’apr«6  la  théorie,  ces  facteurs  ne  peuvent 
être  que  (/  1)  et  (/  — 2),  qui  composent  le  premier  multipli- 

cateur introduit. 

Comme  l'hypothèse  / = 1 n’anéantit  pas  le  polynôme  pre- 
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cedent , il  s'ensuit  que  y — i ne  le  divise  pas  ; mais  si  l'on  essaye 
la  division  par  y — 2 , on  trouve  un  quotient  exact  et  égal  à 

27/’ — 821-' -t-  5oy: — 1 2y-e-t-4 1/'—  1 8/‘ — 6jJ — 36  y’ 4- 48  v — 16 , 

lequel  n’est  plus  divisible  par  y — 2.  Ainsi , ce  quotient  égalé  à 
zéro  donne  la  véritable  équation  finale. 

Traitons  le  même  exemple  en  prenant  (2)  pour  dividende;  et 
pour  cela  multiplions  (2)  par  y3,  puis  effectuons  la  division.  Il 
vient  un  certain  quotient  (qu’il  est  inutile  d’écrire),  et  un  reste  du 
premier  degré  cnx,  égal  à 

(3/s  — 8r'  4-  5fi)  x — 2 y*  — 2 y-3  4-6 y — 4 • 

Le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  revient  à 

T'(r-  •)  (3r-5); 

et  comme  aucun  des  facteurs  de  ce  produit  ne  se  trouve  dans  le 
second  terme  , il  s’ensuit  que,  pour  continuer  l'opération  , il  faut 
multiplier  (1)  par/ 3 (y — i)’ (3.y  — 5)’. 

Après  cette  nouvelle,  préparation  , on  effectue  la  division , et 
l'on  obtient  pour  reste  indépendant  de  x, 

2.7  y" — 82v*4-5o_r — 1 2r‘4-4i/1 — i8y* — 6yJ — 36v’4-48_y — 16, 

polynôme  qui , égale  à zéro , donne  la  véritable  équation  finale, 
puisque  le  premier  multiplicateur  introduit,  y',  n'a  aucun  facteur 
comrami  avec  ce  reste. 

Nous  n’insisterons  pas  sur  la  détermination  des  couples  de  va- 
leurs qui  satisfont  aux  équations  proposées,  parce  que  la  recherche 
seule  des  racines  de  l'équation  finale  serait  déjà  très-laborieuse. 
Mais  cet  exemple  est  remarquable  en  ce  que , suivant  la  manière 
dont  on  commence  l’opération , on  parvient  immédiatement  à la 
véritable  équation  finale,  ou  à cette  équation  embarrassée  d'une 
racine  étrangère. 

SCO.  Remarque,  importante  sur  les  solutions  infinies.  — Kn 
réfléchissant  sur  la  théorie  développée  dans  les  n01  SCO.  . . SC4 , 
on  reconnaît  sans  |>eine  que  les  raisonnements  dont  elle  se  com- 
pose 11e  s’appliquent  qu'aux  solutions  des  équations  en  t/uan- 
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tités  finies,  réelles  ou  imaginaires.  Quant  aux  solutions  infinies 
auxquelles  donnent  lieu  certains  systèmes  d’équations , il  est  tou- 
jours facile  de  les  découvrir,  soit  à Ja  fin  des  opérations,  soit  dans 
le  cours  du  calcul , soit  enfin  en  remontant  aux  équations  elles- 
mêmes,  ainsi  qu’on  va  le  voir  sur  les  nouveaux  exemples  que 
nous  allons  traiter. 

QUATRIÈME  EXEMPLE. 

(i)  x7  — y7  — 67  — 9 = o, 

(a)  x7  + 27.x  + y7  — t = o. 

La  première  division  n’exige  aucune  préparation.  Elle  donne  i 
pour  quotient , puis  pour  reste  , changé  de  signe  et  divisé  par  2 , 

7.x  -4-  y 7 -h- 3 y + 4- 

Multipliant  le  premier  membre  de  (2)  par  y7,  puis  effectuant  la 
division,  on  obtient  un  certain  quotient,  puis  un  reste  indépen- 
dant de  x qui , toute  simplification  faite , se  réduit  à 

y7  + 37-1-2,  ou  (y  + i)(y  + a). 

Comme  les  équations  proposes  sont  du  second  degré,  on  peut 
affirmer  (n°  5Ci)  que  y = — t,  7 = — 2,  sont  des  valeurs 
convenables. 

En  les  reportant  dans  le  reste  du  premier  degré  en  x , on  a 

# l 

t°  pour  y =x  — 1,  — x + a.  = o,  d’.où  x = 2; 

20  pour  y — — 2,  — 2x  + 2 r=  o,  d’où  x — 1 . 

Je  dis,  en  outre,  qu’il  existe,  pour  les  équations  proposées, 
deux  couples  de  valeurs  infinies. 

En  effet , dans  les  calculs  que  comporte  la  dernière  division , 
le  reste  final  qui,  en  apparence,  devrait  être  du  quatrième  dc-‘ 
gré,  se  réduit  au  second  par  l’effet  des  simplifications;  mais 
il  n’en  résulte  pas  moins  que  l’équation  peut  être  misé  sous  la 
forme 

0.7*  + 0.7'  + 87*  + 24  X + '6, 
et  admet  ainsi  (n°  245)  deux  valeurs  infinies. 
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Portant  ces  valeurs  dans  le  reste  du  premier  degré,  qui  re- 
vient à 

_ _ _ y'  •+•  3-r  -+-  4 _ _ _ 3 _ 4 

, y ~ x ? 

on  trouve  également  x = cc , x = oo. 

Nous  pouvons  faire  ressortir  l’existence  de  deux  couples  de  va- 
leurs infinies  dans  les  équations  proposées , en  observant  qu’elles 
reviennent  à 


x1  = (/  4-  3)J,  ou 
(x  -+-  y}  =i,  ou 


*’  — {y  ■+■  3)*  = o, 
(x  4-  y)1  — I = o; 


c’est-à-dire  qu’elles  sont  décomposables  chacune  en  deux  facteurs 
du  premier  degré , et  donnent  lieu  aux  systèmes  suivants  : 


x-f-jf-f-3=0  | x — y — 3=o 
x -hy—  i=o  J x-hy—  i=o 


x4-_y-+-3=o  p‘x — y — 3=o 
x-f- J-4-i  =o  | x-4-r-t-l=o; 


or,  le  deuxième  et  le  quatrième  admettent  respectivement  les  couples 

[*  = 2»  y = — O»  [x  = i,  y = — a]; 

mais  le  premier  et  le  troisième  rentrent  (n°  74)  dans  la  classe  des 
équations  à deux  inconnues  dont  les  solutions  sont  infinies. 


CINQUIEME  EXEMPLE* 

(•)  (/  — •)*’  + 4 (y  — »)** ■+■  (5/  — a)x  -+-  a y *4- 1 = », 

(a)  (/  — t)x’  -4-  3(/  — t)x  4-  3y  = o. 

Cet  exemple  donne  pour  reste  de  la  première  opération 

— U — ')(•*  ■+■  «)• 

Supprimant  le  facteur  '{y  — i),  et  divisant  le  premier  membre  de 
(a)  par  x -4-  i , on  trouve  pour  reste  final , 


La  valeur /=  — 2,  substituée  dans  x -(-  i = o,  donne  x=  — i . 
Quant  à la  valeur  y = i,  tirée  du  facteur  y — i égale  à o, 
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en  la  substituant  dans  le  diviseur  de  la  première  opération , c'est- 
à-dire  dans  l’équation  (a) , on  obtient 

o. jc-  -t-  o.x  -f-  3 = o; 

ce  qui  donne  deux  valeurs  infinies  pour  x. 

Et,  en  effet,  la  même  valeur  yz=x,  reportée  dans  l’équa- 
tion (i),  donne  o.x3  -t- o.x1  ■+■  3x  4-3  = 0,  qui  admet  égale- 
ment deux  valeurs  infinies. 

Ainsi,  les  équations  proposées  admettent  d’abord  un  seul  sys- 
tème de  valeurs  finies,  y = — 2 , x = — 1 , puis  deux  systèmes 
de  valeurs,  finies  pour  y et  infinies  pour  x,  savoir:  [r  = 1 , 
* = »],  [X=  i,x=oo]. 

En  général , on  obtient  les  systèmes  de  valeurs  finies  rtour  l’une 
des  inconnues,  et  infinies  pour  l'autie,  d’après  l’inspection  des 
équations  proposées,  en  les  ordonnant  alternativeihent  par  rap- 
port à chaque  inconnue.  On  voit  alors  si  quelques-uns  des  coef- 
ficients de  l’inconnue  par  rapport  aux  puissances  de  laquelle  les 
polynômes  sont  ordonnés,  peuvent  être  annulés  pour  la  même 
valeur  de  l’autre  inconnue. 

C’est  ainsi  que  le  système  des  équations 

y3x3  — x — 3 = o,  yx* — '3/jj+  \ = o, 

• » 

outre  les  solutions  ordinaires  en  nombres  finis,  admet  les  deux- 
couples  [4=0,  x = 00],  [x  = o,  y = x]  (*). 

Jusqu’à  présent  nous  avons  supposé  qu’en  appliquant  la  mé- 
thode d’élimination  avec  toutes  ses  modifications  (n°  3i>8),  on 
soit  conduit  à un  reste  final  fonction  de  y.  Mais  il  n’en  est 
pas  toujours  ainsi  ; et  la  dernière  division  que  comporte  le  pro- 
cédé donne  quelquefois  lieu,  soit  à un  reste  numérique , soit  à 
un  reste  nul. 

Examinons  ces  deux  cas  successivement. 

5G7.  Premier  cas.  — Reste  numérique  et  différent  de  o. 

(*)  C'est  surtout  dans  la  Géométrie  anal) tique  à deux  dimensions  que  la 
considération  de  ccs  sortes  de  solutions  infinies  est  importante.  Elles  corres- 
pondent , soit  II  des  branches  de  courbes  qui  se  rencontrent  à l'inQui,  soit 
à des  courbes  qui  ont  des  asymptotes  communes. 

jllg.  B.,  9'  éd.  37 
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(1)  yx1  — (y*  — > 3 y — I )*  -t-  y — O, 

(2)  x ’ — y'  3 = o. 

La  première  division  donne  pour  quotient  xy,  et  pour  reste 

■v  -t-y. 

Dans  la  seconde,  le  quotient  est  x — y,  et  le  reste,  -+-  3. 

Ce  résultat  prouve  que  les  deux  équations  sont  incompatibles, 
c’est-à-dire  qu’elles  n'admettent  aucune  solution  en  nombres 
finis. 

Et  en  effet,  corcpne,  en  appliquant  aux  deux  polynômes  pro- 
posés, le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur,  on  obtient  un 
reste  numérique  avant  aucunc-substitution  particulière  faite  pour  j , 
il  s’ensuit  que  le  même  procédé , appliqué  aux  deux  polynômes 
en  x qui  résulteraient  de  la  substitution,  pour»-,  d’une  valeur  par- 
ticulière quelconque , donnerait  lieu  au  même  reste  numérique  ; 
d’où  l'on  voit  qu’aucune  valeur  de  y ne  saurait  introduire  de  com- 
mun diviseur  en  x,  condition  qui  cependant  est  (n"  269)  insépa- 
rable de  toute  valeur  convenable  de  y. 

Dans  l’exemple  précédent,  l'incompatibilité  des  deux  équa- 
tions peut  aisément  être  mise  en  évidence  ; car  il  résulte  de  la 
première  operation,  que  l’équation  (1)  peut  être  mise  sous  la 
forme 

(x:  — 3)_yx  -+-  x -4-  y = o , 
équation  qui,  eu  egard  à l’équation  (a),  sc  réduit  à 
x -h y — o; 

d'où  l’on  déduit  ( x-hy ) (x — y),  ou  x’  — y1  — o. 

Or  ce  dernier  résultat  est  évidemment  contradictoire  avec 

x’  — > ’ 3 = o , 

tant  que  x et  y sont  des  quantités  finies. 

y.  B.  — Il  est  important  d’observer  que,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  il  11’y  a incompatibilité  entre  les  équations  propo- 
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secs,  qu'autant  qu'il  n’y  a pas  eu  de  facteur  en  y supprimé  dans 
les  differents  restes.  Car  on  sait  qu'en  général , à ces  facteurs  sup- 
primés correspondent  des  couples  des  valeurs  finies  pour  x et 
pour  j,  dont  il  faut  tenir  compte  à la  fin  de  l'operation. 

368.  Second  cas.  — Reste  nul.  . 

SEPTIÈME  EXEMPLE. 

( i ) x’  — (3/  -H  5)x"  4-  (3/3  -i- 1 o/  -t-  6)x  — fi  — 5r’  — 6y  = o, 
(a)  x3 — 5rx’-t-(8r’ — t)x  — ^fi-hy  = o. 

En  appliquant  à ces  deux  équations  le  procédé  ordinaire , on 
obtient  successivement  les  deux  restes 

(3)  (a/  — 5)x3  — (5fi  — icy-  — 7)x  + 3fi  — 5/’—  7/, 

( fi—  1 ofi-y  35rJ—  5o/-h  24)*— /*-+• 1 ojr*—  35 />-+-  5o/*— 24^  , 

ou  (4)  (fi  — tofi  -+•  35j3  — 5qr  -+-  24  ) (x  —y). 

Supprimant,  dans  ce  dernier  reste,  le  facteur  en  y quis’y  trouve 
en  évidence , puis  divisant  (3)  par  x-^-y,  on  obtient  un  quotient 
exact  et  égal  à 

(5)  (ar  — 5)*—  3/’+5/-t-7; 

ce  qui  prouve  que  (x — y)  est  diviseur  commun  aux  premiers 
membres  de  (1)  et  de  (2). 

En  effet , la  division  étant  essayée,  on  reconnaît  que  ces  équa- 
tions peuvent  cire  mises  sous  la  forme 

[x1  — (iy  4-  5)  x -t-  f -t-  5/  4-  6]  (x  — /)  = o , 

(x3— 4y*-t-4.r’—  0 (■*— r)=°» 

et  qu’ainsi  elles  sont  indéterminées.  Elles  rentrent  dans  le  cas  qui 
a été  examiné  (n°  268). 

Si  l’on  supprime  le  facteur  x — y qui  les  rend  indéterminées , et 
qu’on  pose 

x3  — (2/  4-  5)x  -t -y7  -4-  5/4-  6 = o, 
x3  — 4/x  4-  4j3  — * i = o, 

on  peut  demander  les  solutions  (en  nombre  limité)  communes  à 

37. 
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ces  nouvelles  équations,  lesquelles  .solutions  appartiennent  éga- 
lement aux  équations  proposées.  Or,  je  dis  que,  pour  obtenir 
l’équation  finale  et  le  reste  du  premier  degré  en  x,  qui  correspon- 
dent aux  nouvelles  équations,  on  peut  faire  usage  des  calculs 
précédents. 

Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance  d’une  manière 
générale  , appelons  A et  B les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions proposées  ; et  soient  A=A'.  D,  B = B'.  D,  D étant 
un  facteur  commun  en  x et/,  ou  bien  en  x seulement. 

En  appliquant  d’abord  aux  deux  polynômes  le  procédé  ordi- 
naire, on  trouvera  une  première  série  de  quotients,  et  une  pre- 
mière série  de  restes,  lesquels  restes  contiendront  également  le 
facteur  commun.  Mais  si  l’on  supprime  ce  facteur  dans  A et  dans  B, 
qu’on  veuille  ensuite  agir  sur  les  polynômes  résultants  A'  et  B',  on 
retrouvera  nécessairement  tes  memes  quotients,  et  des  restes  qui  ne 
différeront  de  ceux  de  la  première  série  d’opérations,  qu’en  ce 
qu’ils  ne  contiendront  plus  le  facteur  commun.  Donc  le  dernier 
reste,  entre  autres,  de  la  seconde  série  d’opérations,  ne  différera 
du  dernier  reste  de  la  première  série  que  par  l’absence  du  fac- 
teur commun. 

Ainsi  déjà,  fe  premier  membre  de  l'équation  finale  qui  corres- 
pond h A'  = o , B'  = o , n’est  autre  chose  que  te  dernier  reste  de 
la  première  série  (^'opérations , débarrassé  du  facteur  commun  à 
A rf  a B j c’est  le  facteur  commun  en  y qui  existe  entre  les  coeffi- 
cients de  ce  reste. 

Dans  l’exemple  précédent,  ce  facteur  est 

y*  - 10/  + 35/’  — 5o/  4-  24. 

Quant  au  reste  du  premier  degré  en  x de  la  seconde  série  d’opéra- 
tions , il  doit  être  égal  à l’avant-dernier  reste  de  la  première  série , 
divisé  parle  facteur  commun  ; c’est  donc  le  dernier  quotient  (5)  de 
la  première  série , ou  bien 

(2/  — 5)  x — 3r’  4-5 y +7. 

L’équation  y*  — 1 0/  -+-  35/’ — 5oy-t-  24  =0,  étant  résolue 
d’après  la  méthode  des  racines  commensurables,  donne  pour 
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y=  i,  â,  3,  4- 

Substituant  alternativement  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste 
du  premier  degré  en  x , et  résolvant  ce  reste  égalé  à zéro,  ôn  trouve 
pour  les  valeurs  de  x correspondantes , 

x — 3,  5,  5,  7. 

HUITIÈME  EXEMPLE. 

(t)  x'  — (3>- — 1)  x:  -4-  (r1 — ijr)x-+-  r’  y—o, 

(2)  x3  — (vr  — t)  x’  — (y.  — 1 ) x -t-  1 = o. 

On  obtient  d’abord  pour  reste  du  second  degré , 

(3)  lyx'  — [y*—  y— \)x—  y1  — y + t*, 
et  pour  reste  dit  premier  degre , 

(/'  — 5/’  -j-ay—  j)  x-hy'  — Sr’-t-  V — 1 », 

ou  (4)  (r‘  — Sr'-f-  v—  »}(*-<- «)• 

• • T<; 

Supprimant  le  facteur  en  y qui  se  trouve  dans  (4) , puis  divisant 
(3)  par  (x  H-  1),  on  obtient  un  quotient  exact  et  égal  à 

v 

(5;  lyx—  y>  — y-4-  1 ; 

d’oit  l’on  peut  conclure  que  x -4-  1 est  diviseur  commun  des  deux 
proposées . 

Ces  équations  débarrassées  du  facteur  (x-4-1)  se  rédui- 
sant à 

x'  — 3 yx  -4 -y*  -t -y  = o, 
x * — xy  -4-1  — o ; 

et  la  question  est  râinenée  à trouver  les  solutions  communes  à 
ccs  nouvelles  équations. 

Or,  en  appliquant  la  règle  qui  a été  établie  plus  haut,  on  trouve 
pour  équation  finale 

yi  — 5 y-  -4-2 y — t =0, 
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[c’est  le  facteur  en  y qui  se  trouve  dans  (4)],  et  pour  l'équation 
du  premier  degré  en  x correspondante , le  reste  (5)  égalé  à zéro , 
c’est-à-dire 

iyx  — y'  — y -t-  i = o. 

La  première  de  ces  deux  équations  n’admettant  pas  de  racines 
commensurables , il  faudrait  y appliquer  la  méthode  des  racines 
incommensurables;  après  quoi  l’on  substituerait  chacune  des  va- 
leurs de  y obtenues  dans  la  seconde  équation  , laquelle  donnerait 
alors  les  valeurs  de  x correspondantes. 

569.  Pour  compléter  la  théorie  de  l'élimination  entre  deux 
équations , il  nous  reste  à examiner  le  cas  où , les  premiers 
membres  des  équations  proposées  étant  ordonnés  par  rapport  à 
l’inconnue  qu'on  veut  éliminer,  y par  exemple,  les  coefficients 
renferment  un  facteur  fonction  de  y (voyez  n°  387). 

Soient  toujours  A = o , B = o , les  équations  proposées  ; et 
supposons  en  premier  lieu  que  A seul  renferme  un  facteur  F, 
fonction  de  y ; en  sorte  que  l’on  ait  A = A'  X F. 

Comme  chacune  de  ces  valeurs  de  y tirées  de  F = o satisfait 
nécessairement  à A = o , quel  que  soit  x , il  s’ensuit  que , si  l'on 
substitue  successivement  ces  valeurs  dans  B = o , et  qu’on  déter- 
mine les  valeurs  de  x correspondantes  à chacune  de  ces  substi- 
tutions , on  obtiendra  autant  de  couples  de  valeurs  de  x et  de  y 
propres  à vérifier  simultanément  les  équations  A = o , B =r  o. 

En  d’autres  termes , le  système  des  équations  [A  = o , B = o) 
peut  être  remplacé  par  les  deux  systèmes 

[A'  = o,  B = o],  [F  = o,  B = o); 

en  sorte  que  si  l’on  appelle  Y = o l’équation  finale  correspon- 
dant au  système  [A'  = o . B = o] , l’équation 

Y X F = o 

est  l’équation  finale  correspondant  au  système  proposé,  en  ce  sens 
qu’elle  fournit  toutes  les  valeurs  convenables  de  y , et  n’en  donne 
pas  d’étrangères. 

(Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  que,  parmi  ces  valeurs  Aeyr,  se 
trouvent  comprises  reiles  auxquelles  il  correspond  des  valeurs  de 
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x infinies.  Ainsi , par  exemple  , dans  le  cas  où  un  facteur  y — G , 
appartenant  à F,  entrerait  dans  un  ou  plusieurs  des  premiers  coef- 
ficients de  B,  il  s’ensuivrait  que,  pour  cette  valeur  de  y,  on 
obtiendrait  une  ou  plusieurs  valeurs  infinies  de  x.  ) 

En  second  lieu  , soient  A = A'  X F,  I)  = B'XF', 
F et  F'  étant  premiers  entre  eux. 

On  démontrerait,  comme  ci-dessus,  que  le  système  des  équa- 
tions [A  = o , B = o]  peut  être  remplacé  par  les  trois  systèmes 

[A'  = o,  B'  = o],  [F  = o,B'  = o],  [F'  = o,  A'=o]. 

Ainsi  l’équation  Y X F X F'  = o est  l’equation  finale  qui  cor- 
respond aux  équations  proposées. 

Troisièmement  enfin  , soient  A = A'  X F,  B = B'  X F', 
F et  F'  ayant  un  facteur  commun , fonction  de  y. 

Appelons  y ce  facteur  commun  , et  f,f,  les  quotients  respectifs 
de  F,  F',  divisés  par  y.  Les  équations  proposées  sont  alors  de  la 
forme 

A'  X / X y = o,  B'  X /'  X y = o, 

et  peuvent  être  satisfaites  par  chacune  des  valeurs  de  y tirées  de 
y = o,  en  même  temps  que  par  une  valeur  quelconque  de  x; 
donc  elles  sont  indéterminées  (n°  5C8). 

Mais  si  l’on  supprime  ce  facteur  y qui  les  rend  indéterminées, 
on  obtient  les  nouvelles  équations 

A'  X / = o,  B'  x /'  — o, 

auxquelles  correspond  alors  l’équation  finale 
F X / X /'  = o 

(Y  = o étant  l’uquation  finale  relative  à A'  = o , B'  = ol. 

570.  Pions  terminerons  le  paragraphe  de  l’élimination  par  deux 
exemples  où  les  premiers  membres  des  équations  proposées  peuvent 
être  décomposés  a priori  en  facteurs,  les  uns  fonction  de  .r  où  de 
y seulement,  les  autres  fonction  de  x et  de  à la  fois,  auquel 
cas  la  détermination  des  roupies  devient  beaucoup  plus  facile  que 
par  la  méthode  générale.  ) 
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» NEUVIÈME  EXEMPLE. 

(y  — 0(T’  — *r  — y*  -+■  >)  = °* 

(x3  — !)(.*’  — xy  — a)  — o. 
Conformément  à ce  qui  a été  dit  dans  le  numéro  précédent , le 
système  peut  être  remplacé  par  les  quatre  suivants  : 


<■) 

y — 1=0, 

x"1 

— I =0, 

(a) 

y — 1=0, 

X‘ 

— xy  — a = 0, 

(3) 

x5  — 1 =0, 

X* 

— xy  — y!  4-  1 — 0, 

(4)  X1 

— xy  — y'  -h  1 ~ 

0, 

x’  — xy  — 2 = 0. 

Le  système  (i)  donne  d'abord  les  couples 


[y  = 4-  i,  x — 4-  i],  = + i,  * = — i]î 

le  système  (a)  y = i , x-  — x — 2 = 0; 
d’où  résultent  les  nouveaux  couples 


t y 

— •+*  1 9 x 

41 

II 

+ 

h 

II 

1 

le  système  (3)  x = 

± I, 

y’  ± y — a = 0; 

d’où 

[7  — + 1 » 

X = -f- 

+ 

II 

H 

Ci 

1 

II 

S 

et 

[y  = 4-2, 

.r  — 

ï 

11 

H 

1 

ir 

K 

Quant  au  système  (4) , comme  la  division  de  x'  — xy  — y ' -f-  1 
par  — xy—-}.  donne  pour  quotient  1 et  pour  reste  — y’  -+-  3, 
il  s'ensuit  que 

y-  — 3 = 0 

est  l’équation  finale  en  y qui  correspond  à ce  système.  ( Ici  le 
reste  qui  précède  immédiatement  le  reste  final  en  y est  du  second 
degré  en  x.  ) 

On  déduit  de  cette  équation  finale,  y = ± v'3, 

d’où , substituant  dans  le  reste  précédent , x1  riz  v/3.x  — a = o , 
ce  qui  dpnne  les  quatre  nouveaux  couples 

\y.  = 4-  v'3,  * = 7 V'3  ± 7 V " ]» 

f ,v  = — v'3,  jc  = — {V'3  ± v V' 1 ]• 
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Les  équations  proposées  admettent  donc  en  tout  ilouzc  couples 
dont  plusieurs  sont  identiques. 

DIXIÈME  EXEMPLE. 

(r*  — 6)(*’  — î)  = o,  . 

(ax  — 3y)  (x’  — y1)  = o. 

Ces  équations  reviennent  à celles-ci  : 

(yx  — 6)(x  — i)(x  -+-  i)  = o, 

(2X  — 3y)  (x  — y)  (x  -f-  y)  = o ; 

et,  en  combinant  successivement  chacun  des  trois  facteurs  de  la 
première  avec  chacun  des  trois  facteurs  de  la  seconde , on  obtien- 
dra neuf  systèmes  d'équations  dont  l’ensemble  peut  remplacer  le 
système  proposé. 

Combinons,  par  exemple,  les  trois  facteurs  de  la  première 
équation  avec  le  premier  facteur  de  la  seconde , ce  qui  donne  les 
systèmes 

(yx — 6 = o,  ix  — 3y=o),  (x — i = o,  2x — 3 y = o), 
(x -4-  i=o,  zx  — 3 y = o) ; 
on  trouve  pour  le  premier  système,  les  deux  couples 

[y  = 2,  x = 3],  [y  = — 2,  x = — 3]; 
puis,  pour  le  deuxième  et  le  troisième,  respectivement, 

O — f»  * = «]»  et  [r  — — i»  * = — ']■ 

Combinant  de  même  les  trois  facteurs  de  la  première  équation 
avec  le  deuxième , puis  avec  le  troisième  facteur  de  la  deuxième , 
on  obtient 

[ y = -+-  v'fc>,  x = 4- V’S],  [y=  — X = — yfë], 

[ÿ=H-i,  X=  + |],  [y=  — I,  x=  — i, 

[y=  + v/— 6»  ■*=  — V— fi]»  Lr=  — ^—6.  x = -+- y—- fi] i 

[ y—  ■+■ 1 > * = — ']»  0=  — x=+i], 

ce  qui  donne  encore  douze  solutions.  . . 

N.  B.  — On  voit,  d’après  les  deux  exemples  précédents,  com- 
ment on  peut  former  à priori  des  systèmes  d’équations  susceptibles 
d’admettre  des  solutions  données. 
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NOTE 

SUR  LES  POLYNOMES  RATIONNELS  ET  ENTIERS. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

Démonstration  du  théorème  énoncé  au  n°  280  (*). 

Tout  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier)  fui  divise  exactement  le 
produit  A X B de  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers , divise  tiéci-s- 
sairement  l’un  de  ces  polynômes. 

Ce  théorème  général  repose  sur  plusieurs  autres  propositions  qui  n’en 
sont  que  des  cas  particuliers,  et  que  nous  allons  démontrer  successive- 
ment. 

t.  Premier  cas.  — Soient  P un  nombre  premier,  A un  nombre  entier 
quelconque,  B un  polynôme  rationnel  et  entier,  mais  dépendant  d'une 
seule  lettre  «,  c’est-à-dire  tel  que  l’on  ail 

B = sa"  -+-  b'x"~'  -+-  fa*-1  -I-  . , . -+-  sa  -t-  I ; 

(a,  b,  c, t , étant  des  nombres  entiers  quelconques  positifs  ou  né- 
gatifs). 

Comme  le  produit  A x B devient  alors 

An.«"  -t-  AI>.a”-‘  -t-  Ac. a*-*-*-  ...  -t-  As.a-t-  Al, 

et  que  P divise,  par  hypothèse,  ce  produit,  il  s’ensuit  nécessairement 
(n°  30)  que  P doit  diviser  chacun  des  coefficients  An,  Ab,  Act. . .,  Aj,  A t; 
donc  il  (sut  ( Arith 19'  édit.,  n°  129)  que  P divise  A , ou  bien  chacun  des 
nombres  a,  b,c,...,  s,  I , et  par  conséquent  B. 

D’où  l’on  peut  conclure  que 

Tout  nombre  premier  P,  qui  divise  exactement  le  produit  A X B de  deux 
quantités  dont  Tune  A est  un  nombre  entier  quelconque , et  l'autre  B un  poly- 
nôme rationnel  et  entier  dépendant  d’une  seule  lettre  a , doit  diviser  A ou  B. 

2-  I H.i  zii.uk  cas.  — Soient  P un  nombre  premier,  A et  B deux  polynômes 


(*)  Celle  démonstration  e*l  dur  a M Lefrbure  de  Fourcy , examinateur  d .tdmiasion  à 
1 tûolr  l*ol\ Irrlini  iuc 
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rationnels  et  entiers  dépendant  de  la  seule  lettre  a,  c'est-à-dire  tels  que 
l'on  ait 

A = da"  -4-  -j-ra*-*  -f- -+-ra-H<, 

B = a1  oc"’  -t-  è'a"'-'-+- -hs'ot-ht' 

J,  tf  c',. .. , i',  étant  des  nombres  entiers). 

Désignons  par  A'  l'ensemble  des  termes  de  A,  dont  les  coefficients  ren- 
ferment le  facteur  P,  et  par  A"  l'ensemble  des  termes  dçnt  les  coefficients 
ne  sont  pas  divisibles  par  P;  il  en  résulte 

(1)  A = A'-f-A*. 

Soient  de  même  B'  et  Bff  les  deux  parties  de  B,  dont  l'une  a tousses 
coefficients  divisibles,  et  l'autre  ses  coefficients  non  divisibles  par  P;  on  a 
aussi 

(a)  B = B'  -f-  B". 

Multipliant  l'une  par  l'autre  les  égalités  (r)  et  (q),  on  obtient 

(3)  AB  = A'B'  -f- A"B'  -+-  A'B'  + A*Bff. 

Cela  posé,  puisque,  par  hypothèse,  Pdivise  chacun  des  coefficients  do  A' 
et  de  B',  il  s'ensuit  que  P divise  les  trois  premières  parties  du  second  mem- 
bre de  l'égalité  (3);  donc,  pour  que  Pdivise  le  produit  AB,  il  faut  néces- 
sairement qu'il  divise  la  quatrième  partie  A'B*.  Or,  je  dis  que  cette  der- 
nière division  est  impossible;  car  désignons  parÀ  *r,  k'atr’ , les  deux  termes 
de  A"  et  do  B",  affectés  du  plus  haut  exposant  de  «;  comme  leur  produit 
AA/.ar+r'  ne  peut  se  réduire  avec  les  autres  produits  partiels  qui  entrent 
dans  A'B*,  il  faut  nécessairement  (n°  30j,  pour  que  P divise  A"B",  qu'il 
divise  kk!  ; ce  qui  est  absurde,  puisque  le  nombre  P ne  divise  ni  k ni  k\ 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  l'absurdité  est  de  supposer  A*  on  ft*  égal 
ù o;  et  alors,  tous  les  termes  de  A ou  de  B étant  divisibles  par  P,  il  s'ensuit 
que  A ou  B doit  être  divisible  par  P,  pour  que  AxB  soit  lui-même  divi- 
sible par  P.  — Donc  * 

Tout  nombre  premier  P,  qui  divise  exactement  le  produit  Ax  B de  deux 
polynômes  rationnels  et  entiers,  doit  diviser  tous  les  coejjicients  de  l'un  de  ces 
polynômes , et  par  conséquent  ce  polynôme. 

5.  Troisième  cas.  — Soient  A un  nombre  entier  quelconque,  B un  poly- 
nôme rationnel  et  entier,  dépendant  de  la  seule  lettre  a , P un  polynôme  pre- 
mier, de  même  nature  que  B. 

Puisque,  par  hypothèse,  le  produit  AxB  est  divisible  par  P,  on  a l’é- 
galité 

CO  Ax  B = PxQ 

iQ  étant  une  quantité  entière,  uumérique  ou  algébrique). 

Décomposons  le  nombre  A dans  scs  facteurs  premiers;  et  soit 

A =//'/'.../<-> 
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{plusieurs  de  ces  facteurs  pouvant  être  égaux);  l'égalité  (i)  devient 


(a)  //'/'•••/(■)•  B = ïxQ; 

d'où,  divisant  les  deux  membres  par f, 

b=^9. 

Or,  le  premier  membre  île  celle-ci  élant  une  quantité  rationnelle  et  entière, 
il  doit  en  être  de  même  du  second  membre;  mais  f est  un  nombre  premier 
qui  ne  peut  diviser  P , puisque  1J  est  premier;  donc,  en  vertu  du  second  cas, 
f doit  diviser  Q,  et  Ton  aQ=/xQ' (Q'  étant  une  quantité  entière)  ; d'où , 
substituant  dans  l'égalité  (2) , ot  divisant  par /, 

(3)  /•  .]*.../<?).  B = PxQ'. 

Raisonnant  sur  celte  égalité  comme  sur  Pégulité  (2),  on  reconnaîtra  de  même 
que  Q'  ==/'  xQ"  (Q*  étant  une  quantité  entière);  d’où,  substituant  dans 
(3)  ot  divisant  par  f't 

( \ ) /'./■.../W.DaPxQ'i 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  après  avoir  supprimé  successivement  tous  Içs  fac- 
teurs fy  /(•),  on  parviendra  entift  à une  égalité  do  la  forme 

I)  = PxQ<*+'), 

Q(*+')  élant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique;  cequi  démon- 
tre que  B est  divisible  par  P.  — Ainsi , 

Tout  polynôme  premier  (rationnel  et  entier)  dépendant  d’une  seule  lettre  a , 
qui  divise  exactement  le  produit  d’un  nombre  entier  quelconque  A , par  un 
pohnôme  rationnel  et  entier  B dépendant  de  la  meme  lettre  a , doit  diviser  ce 
dernier  polynôme. 

Quatbièms  ca». — Soient  A,  B,  deux  polynômes  rationnels  et  entiers, 
dépendant  d'une  seule  lettre  a,  et  P un  polynôme  premier  de  même 
nature. 

Supposons  que  A ne  soit  pas  divisible  par  P,  et  admettons  d'ailleurs  que 
A soit  de  degré  plus  élevé  que  P;  divisons  alors  A par  P,  en  poussant  la 
division  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à un  reste  de  degré  moindre  que  P. 
Mais  afin  d'obtenir  au  quotient  des  coefficients  entiers,  multiplions  d'abord 
A par  un  nombre  convenable  m (ce  nombre  a généralement  pour  valeur  lp 
multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  coefficients  fractionnaires 
auxquels  on  serait  conduit  si  l'on  n'effectuait  pas  cette  préparation).  Dési- 
gnons enfin  par  Q le  quotient  de  la  division  , et  par  R le  reste;  nous  aurons 
l'égalité 

(1)  w.AiPxQ  + R* 
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(R  doit  être  suppose  différent  de  o,  car  autrement  il  s’ensuivrait  que  P di- 
viserait m.  A,  et  par  conséquent  A , en  vertu  du  troisième  cas , ce  qui  serait 
contre  la  supposition  ci-dessus.) 

Cela  pose,  multiplions  par  II,  et  divisons  par  P les  deux  membres  de  Pé- 
nalité (1);  il  vient 


«i.ixB 

P 


= BxQ  + 


B x R 
P ' 


Or,  P devant,  par  hypothèse , diviser  A'x  B,  et  par  conséquent  m.  A x B,  il 
faut  nécessairement  que  P divise  aussi  IIx  R ; et  si  U est  un  nombro  entier 
quelconque,  la  proposition  est  démontrée,  puisque  P, divisant  IlxR,  doit 
diviser  Ii,  en  vertu  du  troisième  ras. 

Mais  supposons  que  R soit  dépendant  de  a,  et  divisons  P par  R,  après 
avoir  toutefois  introduit  dans  P un  facteur  numérique  m' propre  à donner  au 
quotient  des  coefficients  entiers;  il  vient  encore 

(a)  ra’.P=BxQ'+R'. 

(R'  doit  être  différent  de  0 ; car  si  l'on  avait  R’  = o,  il  s’ensuivrait  que  lt 
diviserait  m\  P,  et  par  conséquent , quo  tous  les  facteurs  premiers  algé- 
briques de  R diviseraient  P,  ce  qui  est  impossible,  puisque  P est  pre- 
mier.) 

Multiplions  par  R et  divisons  par  P les  deux  membres  de  l’égalité  (a)  ; il 
vient 

, „ B X R X Q'  BxR' 
mB=  p~ * 


égalité  qui  prouve  que  la  divisibilité  do  BxR  par  P entraîne  celle  de  BxR’ 
par  P.  Si  R'  est  indcpendanldo  a,  la  proposition  est  démontrée,  puisque  P, 
divisant  B X R',  doit  diviser  B,  d’après  le  troisième  cas. 

Mais  supposons  R'  dépendant  de  a , et  continuons  de  diviser  P par  R',  par 
R*,...,  et  ainsi  de  suite  ; nous  parviendrons  bientôt  à un  reste  U (")  indé- 
pendant dea,  et  tel  que  B x R<“)  sera  divisible  par  P.  Donc  enfin  Blui-mémo 
est  divisible  par  P% 

(Dans  le  cas  oit  l’on  aurait  P de  degré  plus  élevé  que  A , on  diviserait  P 
par  A,  puis  P par  R,  B',  R”,  et  les  raisonnements  seraient  absolument  le» 
mêmes.) 

Ainsi,  — Lorsqu'un  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier),  dépendant 
d’une  seule  lettre  a , divise  exactement  le  produit  A X B de  deux  polynômes  ra- 
tionnels et  entiers  qui  ne  dépendent  que  de  la  meme  lettre  a , on  peut  en  conclure 
que  P divise  exactement  A ou  B. 

S.  11  est  maintenant  bien  facile  de  généraliser  la  proposition;  car,  en 
supposant  que  les  trois  polynômes  A,  B,  P,  puissent  renfermer  le»  deux 
lettres  a,  6,  on  aura  quatre  nouveaux  cas!  considérer,  savoir: 

i°...P  un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dépendant  do  la 
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«culc  lcllro  ai  A un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynAme  rationnel 
ut  entier  dépendant  de  la  sculo  lettre  a;  B un  polynAme  rationnel  et  entier 
renfermant  les  deux  lettres  a , 6 ; 

2°...Pun  nombra  premier  ou  un  polynAme  premier  dépendant  d'une 
seule  lettre  a ; A,  B,  deux  polynAmes  rationnels  et  entier*  renfermant  les 
deux  lettres  a , G ; 

3°. . . A un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynAme  rationnel  et  entier 
dépendant  d'une  seule  lettre  a;  B,  P,  deux  polynAmes  rationnels  cl  entiers 
renfermant  les  deux  lettres  a , G , mais  P un  polynAma  premier; 

4°.  ■ .Enfin  , A , B , P,  trois  polynAmes  renfermant  les  deux  lettres  a , 6 , 
mais  P un  polynAmo  premier. 

Si  l'on  applique  à chacune  de  ces  hypothèses  des  raisonnements  analo- 
gues à ceux  qui  ont  été  établis  aux  n0>  1 , 2,  5>  4,  on  parviendra  h cette 
nouvcllo  proposition,  que  . 

Tout  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deux  lettres 
a , G , qui  divise  le  produit  A X B de  deux  polynômes  renfermant  les  deux  memes 
lettres,  divise  nécessairement  l'un  des  polynômes. 

La  proposition  étant  reconnue  vraie  pour  le  ras  de  deux  lettres,  on  peut 
ensuite  l’étendre  au  cas  de  trois,  quatre,  etc.,  lettres;  donc  elle  est  vraie 
généralement. 

6.  On  en  déduit  immédiatement, 

I*.  Que  Tout  polynôme  premier  P qui  divise  A*,  doit  diviser  A , puisque  l'on  a 
A*  = A X A.  — De  même , P ne  peut  diviser  A* , A‘, . . . , A”,  sans  diviser  A. 

q°.  Que,  Si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A et  B sont  premiers 
entre  eux , il  en  est  de  me"me  de  leurs  puissances  Am  et  B*  ; 

Car  tout  facteur  premier  commun  h A”  et  B*,  devrait  aussi  diviser  A 
et  B,  ce  qui  serait  contre  l’hypothèse. 

7.  En  réfléchissant  sur  la  proposition  principale  et  sur  toutes  celles  qui 
constituent  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  polynAmes 
rationnels  et  entiers  ^on  peut  remarquer  qu’elles  ne  supposent  que  les  quatre 
premières  opérations  de  l’Algèbre.  Ainsi  nous  aurions  pu , à la  rigueur,  pla- 
cer cette  théorie  tout  entière  dans  le  premier  chapitre,  ce  qui  eût  semblé 
plus  naturel;  mais  les  raisonnements  étant  d'une  nature  un  peu  abstraite 
pour  les  commençants , il  nous  a paru  préférable  de  la  renvoyer  au  chapitre 
oit  l’on  en  fait  un  plus  fréquent  usage. 

SECONDE  PARTIE. 

» « 

Sur  la  décomposition  d’un  polynôme  rationnel  et  entier  en  ses 
facteurs  premiers. 

Clairault  est  le  premier  auteur  qui , dans  ses  Éléments  d‘ Algèbre , ait  traite 
celte  question;  sa  méthode,  peu  commode  dans  la  pratique,  manquant 
d’ailleurs  de  généralité,  nous  allons  en  exposer  une  autre  qui , outre  l’avan- 
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tage  de  s'appliquer  h toute  espèco  de  polynômes  rationnels  et  entier» , pré- 
sente encore  celui  de  su  lier  immédiatement  à la  méthode  des  racines  com- 
mensurahles  des  équations  numériques. 

Nous  démontrerons,  avant  tout,  un  nouveau  principe  sur  lequel  nous 
aurons  à nous  appuyer. 

8.  Ainsi  qu'on  l’a  vu  au  nu  S57,  toutes  les  fois  qu’une  fonction  entière  de  x 
peut  être  rendue  nulle  par  une  valeur  quelconque  r = a,  le  binôme  (x  — a) 
est  un  diviseur  relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit  maintenant  X un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  formo 

Ax«  4-  Br**—1  Cx"— * -I-  ...  4-  Mx  -+-  N, 


A , B , C , . . . , M , N étant  des  quantités  entières,  numériques  ou  algébriques. 

Admettons  qu’une  valeur  rationnelle,  mais  fractionnaire,  x = ? ( qu’on 

6 


peut  toujours  supposer  irréductible),  jouisse  de  la  propriété  dd  rendre  nul 
le  polynôme  X : je  dis  que  ce  polynôme  est  aussi  exactement  divisible  par 
(Sx  — oc),  le  mot  divisible  étant  pris  ici  dans  le  sens  de  la  division  algé- 
brique ordinaire  (n°  230}- 

effet,  il  résulte  d'abord  de  ce  qui  a été  dit  au  n°238,  que  le  quotient 


de  la  division  de  X par  ^x  — est  exact,  etégal  à 

Ax—  + /a.|  + B)  x— • 4-  (A.~  4-  B.g  4-  C)  x— • 4-  . .. 
+ r-|=t.  4-  • • • 4-  m)  i 


en  sorte  que , si  l'on  appelle  Q ce  quotient , on  a 

0)  x = (x  - 1)  Q. 


Q étant  un  polynôme  de  forme  fractionnaire , mais  dont  tous  les  dénomina- 
teurs sont  facteurs  de  €"-‘. 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  l'cgalité  (i)  par  6”*;  if  vient 
X.C"  = (Sx  — a).Q.  S”-1  ; et  il  est  évident  que  Q.6"-1  peut  être  considéré 

X.ç- 


romme  un  polynôme  rationnel  et  entier,  ainsi  que  sa  valeur 


6x  — a 


Mais 


£x — a est  un  polynôme  premier  qui  ne  peut  diviser  le  facteur  S",  puisque 
ce  facteur  est  indépendant  de  x;  donc  (note,  n°  3)  X lui-même  est  divisible 
par  6r  — a ; et  l’on  a 


(*)  X 4-  («X  - x)0', 

tj'  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier;  C.  Q.  F.  I). 
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JV.  II.  — Comme  l'égalité  (i)  revient  à X = (6*  — «)^,  on  obtient,  en  la 
comparant  avec  l’égalité  (a),  . 

? = Q',  d’où  Q = Q’.S, 

ce  qui  démontre  que  le  quotient  Q,  supposé  de  forme  fractionnaire,  se  ré- 
duit lui-même  à un  polynôme  entier,  et  tel  que  6 est  facteur  commun  à 
tous  ses  coefficients. 

C’est  sur  ce  principe  que  s’appuie  la  détermination  des  facteurs  du  pre- 
mier degré  de  la  forme  (nix-t-  n)  pour  les  équations  numériques.  [Vojn  les 
exercices  donnés  n°  525.  ) 

9.  Passons  actuellement  à la  recherche  des  facteurs  premiers  d’un  poly- 
nôme rationnel  et  entier. 

Considétyms,  en  premier  lieu , un  polynôme  de  la  forme 
(l)  a-  -h  Pa"-'  ■+•  Q««-’  H-  . ..  + Ta  -t-  U , 

P,  Q, . . . , T,  U désignant  des  quantités  algébriques  entières. 

11  est  facile  de  démontrer,  comme  on  l’a  fait  au  u°  518,  qu’aucune  expres- 
sion rationnelle  fractionnaire  (qu’on  peut  toujours  supposer  irréductible), 

substituée  i la  place  de  a,  ne  peut  rendre  nul  la  polynôme  proposé. 
Supposons  eu  elfet  qu’on  puisse  avoir 


si  l’on  multiplie  par  et  qu’on  transposo  tous  les  termes  à l'exception 
du  premier,  il  vient 

=•—  Pa--*  - Q«— *6  — ...  — TaS— * — C6--’, 

égalité  évidemment  absurde;  car  le  second  membre  est  un  polynôme  ra- 
tionnel et  entier,  tandis  que  le  premier  est  essentiellement  fractionnaire 
(note,  ft°  6). 

Soit,  en  second  lieu  , un  polynôme  rationnel  et  entier,  tel  que 
Aam  -t-  Ma  N. 

Égalons  ce  polynôme  à o,  et  posons  (n°  26o)  a = ^ ; on  trouve,  après  la 

A 

disparition  des  dénominateurs, 

a'm  B. a''"-1  H- G.  A fl'"»-*  -f-  U.A’  .a'"-*  -+•  . . . -f-  N . A.'"-’  = O, 
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équation  <lont  lo  premier  membre  est  de  môme  forme  que  le  polynôme  (1), 
et  qui,  siiclle  admet  des  valeurs  rationnelles  pour  té,  ne  peut  en  admettre 
que  d'entières. 

Désignons  par/»,  /»',  /»*,. . . , les. différentes  racines  entières  de  cette  équa- 
tion; les  racines  correspondantes  de  l'équation 

* % *.  * 
Au»  -+-  Jlfl"»-1  4-.  ..-h  Mu  -h  .N  =s  o. 

n n1  n* 

seront  —,  —,  — Or,  parmi  celles-ci,  les  unes  peuvent  être  entières 
A A A . • * 

..  * ■ t ** 

et  représentées  par  a,  a',...  , les  uniras  fractionnaires  et  Exprimées  par 

6 fa'  . , • 

-,  (C  et  y,  €'  et  */ , . . . étant  premiers  entre  eux). 

Par  conséquent,  les  diviseurs  rationnels  et  entiers  du  pvemier  degré  par 
rapport  à a,  du  polynôme  proposé,  seront  ^ 

■y*.  # 

« — «;  « -a',...,  et  /a  — /a— • 

* <•  v t - * « 

Par  ce  moyen',  la  recherche  desMiviseur*  entiers  du  premier  degré  par 
rapport  à l’une  des  lettres  qui  entrent  dans  an  polynôme  donné,  se  trouve 
ramenée  à la  recherche  des. facteurs  de  la  forme  K étant  une  quantité 

entière,’'  positive  ou  négative,  numérique  ou  algébrique;  et  pour  obtenir 
ces  facteurs,  il  suffit  de  savoir  résoudre  en  quantités  entières  une  équation 
de  la  forme 

a"*  -h  Pa"*-*  -H .Qu"-*  -H. . ,+  Ta  + Û = o, 

P,  Q,...,  T , U étant  des  quantités  algébriques  entières?  f 

La  méthode  établie  précédemment  (n°  520)  pour  rcsqpdre  en  nombres  en-, 
tiers  une  équation  numérique  de  môme  forme,  est  applicable  en  tous  points 
à la  question  dont  nous  nous  occupons  ici.'  Il  suflft  donc  de  se  reporter  à ce 
numéro,  pour  se  former  une  idée  de  la  marche  qu’il  faut  suivre  à l’égard 
d’un  polynôme  rationnel  cl  entier,  quelque  compliqué  qu’il  soit.  Nous  nous 
bornerons  ù quelques  remarques  générales. 


10-  Première  remarque.  — L’application  de  la  méthode  supposant  que  lo 
dernier  terme  du  polynôme  ordonné  est  décomposé  en  ses  facteurs  pre- 
miers, if  semble,  au  premier  abord,  que  nous  fassions  une  pétition  de 
principe ; mais  observons , i°  que  cq  dernier  terme  est  plus  simple  que  le 
polynôme  proposé;  3°  que , dans  fous  les  cas,  il  renferme  une  lettre  de 
moins  qüe  ce  polynôme. 

Ainsi  d’abord,  quand  le  polynôme  ne  renferme  qu’une  seule  lettre , le 
dernier  terme  est  numérique;  or,  on  sait  déjà  trbuver  tous  les  diviseurs 
d’un  nombre. 

Si  le  polynôme  renferme  deux  lettres,  et  qu'on  l’ordonne  par  rapport  à 
l’une  d’elles , le  dernier  terme  n’est  plus  fonction  que  d’une  seule  lettre;  et 
l’on  est  censé  savoir  déterminer  tous  les  diviseurs  entiers  d'un  polynôme 
d’une  seule  lettre. 

Alg.  B.,  9'  èd.  38 


\ 


Digitized  by  Google 


SOTK. 


5g4 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  terme  n’en  renferme 
que  deux  ; et  ainsi  do  suite. 

11.  Seconde  remarque.  — Lorsque,  dan»  le  polynôme  propose,  le  coeffi- 
cient c|o  ta  plu»  haute  puissance  de  la  lettre  principale  est  différent  de 
l'unité,  comme  il  faut  avoir, recours  à la  transformation  du  nu  2G;ï  pour 
rendre  ce  coefficient  égal  à i,  et  que  cette  opération  donne  lieu , en  général, 
à de  nouveaux  coefficients  très-compliqués,  il  convient  d’appliquer  d'abord 
la  méthode  au  polynôme  lui-même,  de  la  manière  indiquée  au  n°  324  Par 
ce  moyen  ; ou  obtient  tous  les  fdttcurt  premiers  de  la  forme  (a  — a)  ; après 
quoi  l'on  divise  le  polynôme  proposé  par  le  produit  de  tous  ces  facteurs; 
cl  la  question  se  réduit  & déterminer  tous  les  facteurs,  tels  que  (-/a  — 6),  du 
polynôme-quotient. 

12.  Troisième  remarque. Dans  ta  même  circonstance,  il  convient  encore 
de  s'assurer  si  les  coefficients  des  diverses  puissances  Be  1a  lettre  principale 
n'auraient  pas  un  conynun  divjaeui*(n£ 447),  parçc  que,  s’il  en  existait  un, 
on  le  supprimerait,  et  l’on  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  résultant  de 
cette  suppression. 

Le  facteur  supprime  pourrait  lui-même  être  un  polynôme  décoin posable; 
et  se»  facteurs  preôriers  seraient  les  facteurs  indépendants  de  la  lettre  prin- 
cipale. 

13.  Quatrième  et  dernière  remarque.  — Toutes  les  fois  que  le  dernier 
terme  renferme  comme  facteurs  des  monômes  littéraux  , tels  que  A,  i*,..., 
c,c* il  est  ■ plus  simple  de  substituer  immédiatement  ces  quantités 
prises  avec  le  signe  + , pois  avec  le  signe  — , dans  le  polynôme,  parce  que 
le  résultatde  cette  substitution  est  un  polynôme  tout  développé. 

Celles  de  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  nul  le  po- 
lynôme, sont  reconnues  raçines.  C’est  ta  même  règle  que  pour-t-  i et  — i 
par  rapport  aux  équations  numériques. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  ces  différentes  remarques. 


PREMIER  EXEMPLE. 

t 

14.  in4  -f  a'b  -f.  a*A’  + ab'  — b* 

Egalons  ce  polynôme  à o,  après  l'avoir  ordonne  ; il  vient 
(l)  ta  -f-  ha*  b*a*  b* a — A*  = q. 

Conformément  à ta  remarque  du  n°  II,  cherchons  d'abord  les  diviseurs 
tels  que  a — a. 

Or,  les  diviseurs  de  h*  étant  A,  A1,  A*,  é4,  il  faudrait  essayer  ces  diviseurs 
tant  avec  le  signe  -H  qu'avec  le  signe  — , et , pour  cela , les  substituer  au  lieu 
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flilii3"*  * éqi,ation  (')*  ro,“>  «onimu  le  polynôme  propose  est  homogène 
{Algèbre,  n°  H),  il  est  évident  que  A',  substitué  à la  place  de  a , donnerait 
pour  3a‘  un  terme  do  plus  haut  degré  que  tous  les  autres,  «I  qui  , par  con- 
séquent, ne  pourrait  être  détruit.  Même  raisonnement  par  rapport  4 A*  et 
, * . Ainsi , l’on  ne  doit  essayer  que  les  diviseurs  -4-  b et  — b. 

Or,  le  dernier  seul  donne , par  sa  substitution , 

ai*  — A*  H-  A*  — b‘  — A*  _ Q. 

donc  -Aest  racine  de  l’équation;  et  par  conséquent u — ; — A)  ou  (a-t-A’ 
esi  diviseur  du  polynôme  proposé. 

Divisant  ce  polynôme  par  a -t-  A , et  égalant  le  quotient  i o,  on  trouve 


W 


an*  - Aa’  -+-  aA’a  — A*  = o. 


On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coefficient  de  a1,  en  posant 

U = -,  puis  opérer  sur  l’équation  résultante  comme  sur  la  proposée;  mais 

si  l’on  rapproche  le  premier  et  le  troisième  terme  de  l’équation  (a),  puis  le 
deuxième  et  le  quatrième,  on  reconnaît  qu’elle  revient  â 

aa(a»  -+-  A>)  — A(a*  -h  A*)  = o,  on  (aa  — A)  (a*  -h  b’)  = o. 

Donc  enfin  le  polynôme  proposé  est  égal  à 

(a  -h  b)  — b)  {a9  h-  **); 

ce  qui  donne  deux  facteurs  du  premier  degré  et  un  facteur  du  second  degré. 

tiî.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  le  polynômo  est  homo- 

S., ' ft  COm,,,,se  de  deux  lellrcs  seulement,  on  peut  ramener  la  résolution 
de  1 équation  à celle  d’une  équation  numérique.  • 

Soit,  en  eflet,  l’équation  générale 

Aa-  -t-  BAa— * -t-  CA*a— » + . . . + MA— 'a  -t-  NA» 

A,  B,  C, . . . 1 M,  N étant  des  nombres  entiers. 

Si  l’on  pose  ? = *,  d’où  a = bx,  il  vient 

AA-r-  -+-  BA-ar— * +.  CA-a—  + ...  + Mi„x  + = Q 

ou  supprimant , pour  le  moment , le  facteur  h », 

Ax-  ■+-  Br— ‘ Cr—  + .,.  + Mx  + N = ,, 

équation  numérique  qu’il  ne  s’agit  plus  que  de  résoudre  en  nombres  com- 
mensurables.  ( «s  valeurs,  étant  substituée,  dans  la  relation  a = Lx,  donne- 
ront les  valeur,  correspondante,  de  a,  et,  par  suite,  le.  diviseurs  de  la 
torme  a — a , ou  ye  — 6. 

38. 


o. 
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Ainsi , soit  fait  <l*ns  l'équation  (i)  du  n»  14,  «=  br,  T,unl 


b‘(ix‘  4 x*  -+-  r*  t - r)  — •«. 

Le  facteur  entre  parenthèse»  étant  égalé  à Mro  et  soumis  à la  méthode  des 
racines  commensurible» , on  trouve  les  deux  facteurs  (*  + >),  (« ’ “ et’ 
par  suite , le  facteur  (*•  4-  .)  i d'où  , aubrtitnant  dans  l’équat.on  (3)  et  rem 
plaçant  x par  sa  râleur  tirée  de  la  relation  a — bx, 

la  -t-  b)  (au  - *•)(<>’  4-  b')  = o. 


UKI'XIF.ME  FXF.UPLE. 

40.  1-  c)o*  - (k‘  - 34r)a*  4-  [b'  - **«  - hc')a -b'c+b'c'  =0. 

Le  dernier  terme , - b'e  4-  b'c',  rerient  à b’e(-b+e)i  ce  qui  donne 
pour  les  diriseurs  simples,  , 

4,  Ci  _ 4 4-  c,  h — c,  — c,  —b. 

On  ne  doit  d’ailleurs  essayer  que  ces  diriseurs , puisque  le  polynôme  est 
homogène;  car  b'  6a  4e,  par  exemple,  mi»  à la  place  de  a dans  l’cqualion  , 
donnerait  4*  ou  4V,  quantité  d’un  degré  supérieur  à toute#  le#  outres,  et 
qui,  par  conséquent,  ne  pourrait  pas  être  détruite. 

En  faisant  successivement  a = b,  — b,c,  — c,  on  reconnaît  que  b seul 
vérifie  l’équation.  Ainsi  déjà  (a  - b)  est  un  des  diviseur»  cherches. 

Il  reste  maintenant  à appliquer  la  méthode  du  n»  MO  aux  deux  facteur» 
— ■ 4 4 c , 4 — c. 

- b 4-  c, 

■ * 4 4»c 

4-  b’  — bc' 

_ 4’  — bc 

— ib'  4-  ">bc 
4-  ib 

4 4 — r 

— I . 

Considérons  d’abord  le  facteur  (-  b 4 c).  Après  avoir  divisé  le  dernier 
terme  par  ce  facteur,  ce  qui  donne4  b'c  pour  quotiont,  on  ajoute  à ce  quo- 
tient le  coefficient  do  a',  ot  l’on  obtient  pour  sorhme,  b'  — bc' . 

Divisant  b'  — bc'  par  — 44  c,  on  a pour  nouveau  quotient ,—  b'  — 4c, 
qui , ajouté  au  coefficient  de  a’ , donne  pour  somme , 

— ai* -4  aie. 

Divisant ai*  4 aèr  par  — l4f,  on  obtient  4 a»  , quotient  qui , ajouté 
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au  coelliCiont  de  a* 9 donne  pour  somme, 

-+-  A — Ci 

Divisant  enfin  -+-  A — c par — A-j-c,  on  trouve  pour  quotient,  — i . Donc 
— b-\-c  est  racine. 

En  appliquant  la  méthode  au  second  diviseur  (A  — e),  on  obtient  pour  la 
première  somme,  A*  — iAV — Ac1,  quantité  qui  n'est  pas  divisible  par  A — c. 
Ainsi  A — c doit  être  rejetc. 

Il  résulte  de  là  que  les  seuls  diviseurs  entiers,  ut  du  premier  degré,,  du 
polynôme  propose,  sont  ( a — A)  et  (a-t-A  — c).  Divisant  ce  polynôme  parle 
produit  ( a — A)  (a  A — c)  ou  a*  — ac  — A*  -+-  bc,  on  a pour  quotient , 
a*  — ba  bc  . 

Ainsi  le  polynôme  propose  revient  à 

(a  — A)  (a  -h  A — c)  («*  — ba  Ar) . 


TROISIEME  E1EMPIK. 

ik  '2a*  (A  3c)  a* — (^A'  — 2bc  — r*)a* — a . A*  -f-  3Afe)  a 
j -|-64‘  — 44'e-a»V  = o.  • 

Le  dernier  terme  revient  ii  a4*  (34*  — ibe  — c*);  or,  il  est  aise  de  reconnaître 
que  rhypothèse  A = c rend  nul  le  facteur  entre  parenthèses  ; ifonc  cç  dernier 
terme  est  divisible  par  A— c,  et  Ton  trouve 

6A*  — - 4è'c  — aA*c*  = aA*  (A  — c)  (3A  -+-  cj.  . 

V . • _ 

Eu  appliquant  la  méthode  à chacun  des  diviseurs  simples 

A,  A — c,  3A-t-c,  — ib  — c,  — A + f,  — A, 
ou 

*.*$,  *i(A  — c) , 'i(3A  c) , — 2(3A-hc),  — a(A  — c),  — aA, 
on  reconnaît  que  (A  — c)  seul  satisfait  à toutes  les  conditions.  Ainsi  Ton  a 
a = A — c , d'où  « — A -4-  c = o . 

Divisant  le  polynôme  propose  par  a — A -h  r , on  obtient  pour  quotient 
(a)  ja*  -t-  (3$  ■+■  c)fl*  — jb*a  — 6A'  — aA*c. 

Posons,  dans  ce  nouveau  polynôme,  a = 
il  vient 

(3)  a ' » -+-  (3A  -h  r)a  ' * — 8A*fl  ' — a4A«  — 8A’t 
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Or,  le  dernier  terme  revient  à 

— 84*(34-t-c)  ; 

ce  qui  donne  pour  les  diviseurs  simples , abstraction  faite  du  facteur  8, 

4,  34  + c,  4,  — 34—  c. 

L'application  de  la  méthode  aux  doux  diviseurs  34-t-c, — 34 — c,  fait 
reconnaître  que  — (34-t-c)  est  racine  de  l’équation  (3),  et  par  conséquent 

que  a — — ~~  est  racine  de  l’équation  (a).  Donc  (la -h 34-t-c)  est  di- 

viseur du  premier  membre  de  cette  équation  (n°  8). 

En  effectuant  Indivision,  011  obtient  pour  quotient, 

a*  — 34*. 

Donc  enfin,  le  polynôme  propose  peut  se  mettre  sons  la  forme 
a — 4-t-e)  (a* -+-  34 c)  (a* — a4*). 

18.  Ces  exemples  su fli sent  pour  mettre  au  fait  de  la  recherche  des  facteurs 
du  premier  degré  d’un  polynôme  rationnel  et  entier.  Ouantaux  diviseurs  du 
second  degré  ou  des  degrés  supérieurs,  Il  faudrait  employer  une  méthode 
analogue  à celle  qui  a été  établie  an  n°  526- 

Au  reste,  il  arrive  souvent,  dans  les  applications  particulières,  que 
quelques-unes  des  leitres  qui  entrent  dans  ies  polynômes  n'y  sont  éle- 
vées qu'à  la  seconde  puissance;  et,  dans  ce  cas,  la  détermination  des  fac- 
teurs ne  dépend  que  de  la  résolution  d'une  équation  du  second  degré. 

Reprenons  l'exemple  traité  n°  16,  et  observons  que  la  lettre  c n'entre 
qu'à  1a  seconde  puissance  dans  le  polynôme. 

En  l'ordonnant  par  rapport  à celte  lettre,  on  obtient 

(è*  — ab)c * — (**  -f-  ab'  — 3 a'b  -4-  a*  ) c -f-  ab*  — a'b'  — a'b  -h  a*  = o; 

et  il  suffirait  de  résoudre  cette  équation  par  rapportât*,  puis  d'effectuer 
toutes  les  opérations  et  simplifications  auxquelles  on  serait  conduit;  mais  , 
avant  tout,  il  convient  de  s’assurer  s’il  n'existerait  pas  un  diviseur  com- 
mun à tous  les  coefficients. 

Or,  le  coefficient  b*  — ah  revient  à b [b  — a),  et  il  est  aisé  do  reconnaître 
que  l'hypothèse  b — a = o,  ou  à = <j  , anéantit  les  deux  autres  coefficients  ; 
donc  ( b — a)  est  diviseur  commun.  En  supprimant  ce  factenr  dans  le  poly- 
nôme, on  trouve  pour  quotient, 

bc ' — ( à*  -H  -îab  — a*  )c  -+-  ab'  — a*  = o; 
d'où  l'on  déduit  immédiatement 

b*  -f-  la  h — a*  . /(i'-h’JflA — a')'  a*  — ah1 

< = 3 ±V ps J— • 
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ou,  réduisant  sous  le  radical  au  dénominateur  ji',  développant  le»  calcul», 
ut  «trayant  la  racine  carrée , 

^ A*  ?ab  — a*  ± ( A1  -+-  a*) 

d'où  c — b — a — o ; 
d'où  d-oi+a’so. 

Ainsi,  les  diviseurs  du  polygone  proposé  sont 

b — a,  c — b — a,  cb  — aè-f-a*, 

ou  a — b , a -h  b — c , . a*  — ab  •+■  bc , 

comme  on  l'avait  déjà  reconnu  au  n°  16. 

Le  troisième  exemple  (n°  17)  peut  être  traite  de  la  même  manière;  car 
la  lettre  c n 'entre  également  dans  le  polynôme  qu'à  la  seconde  puissance. 
On  serait  conduit  à supprimer  d'abord  le  facteur  (<**  — aè*),  commun  à 
tous  les  coefficients. 

19  Noua  traiteront  encore  un  exemple  assez  remarquable  qu'un  ren - 
contre  dans  la  Géométrie  analytique. 

Soit  l'équation 

(j'i  — ex)’  — («  * — c*)  y 1 — a ' (x  — c)*  =u. 

Comme,  après  le  développement  dn  premier  membre,  les  deux  lettres  a 
et  c n’y  entrent  qu’à  la  seconde  puissance,  on  peut  ordonner  indifférem- 
ment par  rapport  & l’une  ou  par  rapport  à l'autre. 

Ordonnons,  par  exemple,  suivant  la  lettre  c;  il  vient 

, ,j*  -t-  JC1  — U*  ) c*  — -U  -+-  **  — «’  ) C -\-y 4 ■+-  (ax*  — a*  ) y ’ -t-  x‘  — a G ’ = o, 

équation  que  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à c.  Mais  vérifions  auparavant 
si  .r’-t-x’  — a1,  qui  est  facteur  commun  aux  deux  premiers  coefficients  , ne 
diviserait  pas  également  le  coefficient  de  c°.  Or,  en  essayant  la  division  , on 
trpuve  pour  quotient  exact, .r’-t-x*. 

Donc  l’équation  peut  se  mettre  soua  la  forme 

{y‘-t- x’  — a*,'  (c1  — aex -t-r* -t-x*  ) = o, 

ou  bien  ( / 1 x*  — a ’ ) [ y 1 H-  (x  — c)*  ] = o ; 

t I 

c'est-à-dire  que  le  premier  membre  est  üccomposable  dans  le  produit  de 
deux  facteurs  rationnels  du  second  degn-,  que  l'on  doit  d'ailleurs  regarder 
comme  des  facteurs  premiers. 

Si  l'on  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  à la  lettre  x,  on  ne  pourrait 


.2  b 

..  _ aè*  mb 

Donc,  i°...  e = : ^zb+a: 

AK 


2°. 


lab  — la’  _ ab  — - a* 
aè  “ b ’ 
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appliquer  la  méthode  du  n°  9,  puisqu'elle  ne  donne  que  les  facteurs  ra- 
tionnels du  premier  degré,  et  que,  par  le  fait,  le  polynôme  n'est  déeom- 
posable  qu'en  des  facteurs  premiers  du  second  degré.  Mais  en  ordonnant 
par  rapport  à y,  on  obtiendrait  une  équation  du  quatrième  degré,  réso- 
luble à la  manière  de  celles  du  second. 

N.  B.  *—  L'équation  que  nous  renions  de  traiter  est  celle  du  ueu  géomé- 
trique des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  d'une  ellipse  sur  la 
tangente  considérée  dans  toutes  ses  positions. 

90.  Enfin,  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  rationnels  peut 
être  fort  utile  dans  l'élimirtation  j car  on  a ru  (n°  570)  que,  quand  on  est 
parvenu  & décomposer  les  premiers  membres  des  deux  équations  en  leurs 
facteurs  simples,  la  détermination  des  systèmes  de  valeurs  propres  à véri- 
fier ces  deux  équations  se  réduit*  il  celle  des  systèmes  qui  correspondent 
aux  combinaisons  deux  à deux  de  ces  facteurs  égalés  h zéro. 
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CHAPITRE  IX. 

Complément  de  la  théorie  des  Équations. 


Ce  chapitre  et  le  suivant  ont  pour  objet  des  théories  moins 
indispensables,  à la  vérité,  que, les  théories  exposces  dans  les  cha- 
pitres précédents,  mais  qui  neanmoins  doivent  servir  à compléter 
l'ensemble  des  principes  de  l’Analyse  algébrique.  Le  neuvième 
peut  être  regarde  comme  le  complément  de  la  théorie  des  équa- 
tions. 

b 

§ Ier.  — Rechercha  des  Racines  imaginaires. 

37  t.  Observations  préliminaires.  — Nous  avons  donne,  dans 
le  huitième  chapitre , des  méthodes  pour  déterminer  les  racines 
réelles , commensurables  ou  incommensurables  , d’une  équation 
numérique.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  recherche 
des  racines  imaginaires.  Au  premier  abord , cette  recherche  peut 
paraître  superflue  ; car  ces  racines,  étant  des  symboles  purement 
algébriques,  ne  sauraient  résoudre  la  question  dont  l'équation  est 
la  traduction  algébrique.  Cependant , comme  nous  l’avons  déjà 
dit , l’emploi  de  ces  expressions  dans  la  haute  analyse  est  d’un 
usage  très-fréquent , et  conduit  quelquefois  à des  résultats  d’une 
grande  importance;  c’est  pourquoi  nous  tâcherons  de  donner 
une  idée  du  travail  des  plus  célèbres  géomètres  sur  cette  partie. 

372.  Commençons  par. observer  que,  quand  une  équation  a 
des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines  imaginaires, 
on  ne  peut,  comme  pour  les  racines  commensurables,  la  débar- 
rasser d’abord  de  ses  racines  incommensurables;  car  les  méthodes 
ne  donnent  ces  racines  que  par  approximation  , et  si  l’on  divisait 
l'équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  correspondants,  on 
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obtiendrait  pour  quotient  un  polynôme  dont  les  coefficients  ne 
seraient  que  des  nombres  approches.  Le  calcul  des  racines  de 
l’équation  résultante  n'offrirait  donc  plus  alors  aucune  certitude. 

Ainsi  nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  les 
équations  proposées  renferment  à la  fois,  et  des  racines  incom- 
mensurables, et  des  racines  imaginaires,  à moins  que  toutes 
leurs  racines  ne  soient  imaginaires. 

.Nous  avons  déjà  reconnu  (n°  515)  qu’une  équation  dont  les 
coefficients  sont  réels , ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires  qu’en 
nombre  pair.  Or,  les  analystes  sont  parvenus  à un  résultat  plus  po- 
sitif encore , qui  consiste  en  ce  que  les  racines  imaginaires  de  toute 
équation  à coefficients  réels  sont  toutes  de  la  forme  de  celles  du 
second  degré , c’est-à-dire  de  la  forme  a ± b \/  — 1 , a et  b dési- 
gnant des  quantités  réelles , eommensurables  ou  incommensu- 
rables. 

575.  Avant  de  passer  à la  démonstration  de  cette  proposition 
importante,  nous  ferons  voir  que,  si- une  telle  équation  a une  ra- 
cine de  la  forme  a •+■  b \J  — t , elle  en  a nécessairement  une  autre 
de  la  forme  a — b \j  — 1,  ae/b  étant  les  mêmes  dans  ces  deux 
expressions.  % 

Pour  démontrer  ce  lemme,  considérons  l’équation 

■e*  -I-  Vxm~'  -H  Qx*~  ’ -I-  . . . + Tr  + U = o , 

P,  Q,...,  T,  U étant  des  quantités  réelles  quelconques;  et 
supposons  que  cette  équation  soit  satisfaite  par  une  expression 
telle  que  a b ij  — 1 , on  aura  l’égalité  vérifiée 

{x-+-b)/ — i)"-t-P(a-4-é^ — — l)-(-U  = o. 

Développant  les  calculs  et  se  rappelant  que  les  diverses  puissances 
de  y — 1 sont  alternativement  (n°  170) 

V^— — 1 , — v/"— ï » +1  i /— « > — , -M  | .... 

on  obtiendra  une  expression  composée  de  deux  parties  bien  dis- 
tinctes , savoir  : une  partie  réelle , provenant  de  toutes  les  puis- 
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sanccs  de  degré  pair  de  b y1  — i , combinées  avec  les  puissances 
«*,  am  2,  a"-4, ...  de  a , et  les  coefficients  P , Q , R , . . . ; puis 
une  partie  imaginaire,  provenant  de  toutes  les  puissances  de  degré 

impair  de  b \J  — i , combinées  avec  les  puissances  a"-1,  a *_>, 

de  a , et  les  coefficients  P , Q , R , . . . . 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  M et  N y 1 — i , l’égalité  ci- 
dessus  se  réduira  à M + N y/' — i = o , équation  qui  ne  peut  évi- 
demment subsister  qu’autant  que  l’on  a séparément 

M = o , et  N = o. 

Actuellement,  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée, 
au  lieu  de  a b \J  — i , on  substitue  a — 4 y — i , ce  qui 
donne 

(fl — b\j  — i)”-HP(fl  — b\J  — t)"~  ' -+- . . .-+-T(fl  — *y/ — 

il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  de  ce  développement  ne  différera 
du  précédent,  qaen-ce  que  tous  les  termes  affectés  des  puissances 
impaires  de  b \J  — 1 1 auront  changé  de  signe;  car  ( — b \J . — t)“ 
est  égal  à(-t-  b y/  — i)1";  mais  ( — b \J  -+-  i)’"*"'  est  égal  à 
— b ^ — i ) : " + ' (n°  189);  donc  ce  résultat  sera  nécessairement 
M — N y / — I,  M et  N désignant  ici  les  mêmes  quantités  que 
dans  le  résultat  du  premier  développement.  Or,  on  a vu  tout  à 
l’heure  que  l’on  doit  avoir  séparément  M — o et  N = o ; ainsi 
l’égalité  M — N y/  — i = o est  elle-même  satisfaite  ; par  consé- 
quent , si  a q-  b ^ — i est  une  racine  de  la  proposée,  a — b y1  — i 
est  nécessairement  une  autre  racine. 

Passons  maintenant  à la  démonstration  du  théorème  sur  la 
forme  des  racines  imaginaires. 

374.  Cette  proposition  est  évidemment  une  conséquence  du  théo- 
rème dont  voici  l’énoncé,  théorème  que  l’on  peut  regarder  comme 
un  des  plus  beaux  de  l’analyse , et  que  l’on  doit  à l’illustre  Laplace  : 

Toute  équation  de  degré  pair,  dont  les  coefficients  sont  réels , 
est  décomposable  en  facteurs  réels  du  second  degré , c'est-à-dire 
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en  facteurs  de  la  forme  x’,-1-  px  -+-  q , x7  4-  p 'x  -+- 1/ 
dans  lesquels  p , q , p',  q\. . . désignent  des  quantités  rcelles 
quelconques-,  car  ceci  étant  admis,  les  facteurs  x7  -+■  px  -|-  q , 
x7  -H  p' x ■+■  q' , . . égales  à o,  donnent  lieu  à des  racines 
qui , si  elles  sont  imaginaires , ne  peuvent  être  que  de  la  forme 
a ifc  b y — i ; et  réciproquement. 

Tâchons  donede  démontrer  ce  desnier  théorème. 

Soit  une  équation  X = o de  degré  pair  m , à coefficients  réels. 
Appelons  a,  b,  c,  ...  ses  différentes  racines;  les  facteurs  du 
second  degré  correspondants  seront 

x- — (a-t-b)x-é-ab  , x7 — (fl-(-c)x-(-nc  , x1 — ( b -+-c)x-\-bc.. . . 

Cela  posé,  nous  allons  d'abord  faire  voir  que  l’u/i  de  ces  facteurs 
au  moins , a ses  coefficients  réels. 

En  effet , supposons , en  premier  lieu  , que  m soit  une  seule  fois 
divisible  par  2 , c’est-à-dire  que  l’on  ait  m = zn , n étant  un  nom- 
bre impair. 

On  peut  toujours  ( rr  299  ) former  une  équation  en  1,  dont  les 
racines  soient  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée , telles 
que  a+4  + kab  , a -(-  c -t-  kac , . . . , k étant  un  nombre  entier 
tout  à fait  arbitraire.  Concevons  cette  équation  formée , et  dé- 
signons-la  par  Z = o ; son  degré  est  égal  au  noqibre  des 
combinaisons , deux  à deux  , des  racines  a,  b , c, . . c’est-n-dire 

à m . - - ou  «(h;  — 1 ) ; or  « est , par  hypothèse , impair , et 

il  en  est  de  même  de  (m  — 1 ) ; donc  l’éqüation  Z = o est  de  de- 
gré inq>air  : ainsi  ( n°  512)  cette  équation  a au  moins  une  racine 
réelle,  et  cette  racine  est  la  valeur  de  l’une  des  combinaisons 
a S-  b -k-'kab,  a -J-  c -f-  kac,. . . . 

Maintenant  attribuons  à k une  seconde,  une  troisième,  . . . 
valeur;  nous  formerons  ainsi  autant  d’équations  U = 0,  Z"  = o ,..., 
qui  auront  chacune  au  moins  une  racine  réelle.  11  pourra  d’abord 
se  faire  que  la  . racine  réelle  de  chacune  de  ces  équations  appar- 
tienne à nne  combinaison  composée  de  deux  lettres  différen- 
tes de  celles  qui  entrent  dans  les  combinaisons  précédentes  ; 


Digitized  by  Google 


KF.S  RAC1NFS  I M AGIXAIRKS.  6o5 

mais  comme  le  nombre  de  ces  combinaisons  est  limité  et  égal 

à m.  — — — - (qu’on  peut  désigner  par  p ),  il  est  clair  qu’après 

avoir  attribué  à X,  [p  -+-  i } valeurs,  et  formé  [p  i ) équa- 
tions Z = o , Z'  = o , Z"  = o . . , deux  de  ces  équations  seront 
telles , que  la  racine  réelle  de  chacune  appartiendra  à une  combi- 
naison composée  des  deux  mêmes  lettres  ; ainsi  l’on  peut  suppo- 
ser, par  exemple,  que  l’on  ait  troilvé,  en  désignait  par  a et  a' 
ces  deux  racines  réelles , 

a -f-  b kab  = «,  a -4-  b -f-  k'ab  — a'. 

De  ces  deux  équations  on  déduit  par  l’élimination  : 


a -f-  b = 


ces  valeurs  sont  nécessairement  des  quantités  réelles  et  finies  ; donc 
il  est  démontré  que  Tun , au  moins, desfacteurs,  x1 — [a-\-b)x-\-ab, 
de  la  proposée , est  réel. 

Soit,  en  second  lieu,  01  = z'.n',  n'  étant  impair.  Formons  en- 
core une  équation  Z =o,  dont  les  racines  soient  des  combi- 
naisons de  la  forme  a ■+■  b -f-  kab  : cette  équation  sera  du  de- 
gré m — - ou  2 n'  ( m — i ) ; or,  n'  et  [m  — i)  étant  des  nombres 


impairs,  ce  degré  sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  2;  donc, 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d’être  dit , l’équation  Z = o aura , au 
moins , un  facteur  réel  tlu  second  degré.  Ce  facteur , égalé  à q , 
donnera  lieu  à deux  valeurs  de  s de  la  forme  adtë  y — 1 
( 6 pouvant  être  o , ce  qui  arriverait  si  les  deux  valeurs  de  z étaient 
réelles).  Considérons  seulement  la  première  racine,  et  supposons 
qu’elle  appartienne  à la  combinaison  a -h  b -h  kab. 

D’après  les  raisonnements  précédents , rien  n’empêche  de  sup- 
poser encore  qu’une  autre  équation  Z'  = o,  formée  de  la  même 
manière , ait  une  racine  de  la  forme  a!  -t-  6'  y — 1 , appartenant 
à la  combinaison  a + i + k'ab , composée  des  deux  mêmes  let- 
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\a-^- b-J^k  ab—x  -(-6  v/ — i 
très  ; en  sorte  que  I on  ait  a la  lois  { , __ 

| a -+-  b+k'ab— y — i 

d'où  l'on  déduit 

a—af-U  «— S'JV^Ï  , X*'— X'a-t-(*€'— X'gJ  v ^7 

ab=  , 0-4-6= X? 


Ces  expressions  sont  de  la  forme  r s y — i et  r'  -+-  / ^ — i ; 
ainsi  la  proposée  a au  moins  un  facteur  du  second  degre , tel 
que  x’  — (r  '-f-i  ' J — i jx+r-fi  — t ; et  si  l’on  égale  ce 
facteur  à o , on  obtient 

r'-ht'J  — ï , . / / t*  ■+■  J J — iV  , x 

x=  ^ ±y  { T ) ~'r+s  y/-.). 

La  quantité  sous  le  radical , étant  développée  , donne  un  résultat 

de  la  forme  r"  -Kr"  ^ — i ; mais  l’expression  V r"  -1-  s"  — t 
se  réduit  elle  - même  ( n°  121)  à une  autre  de  la  forme 
r”  4-  r*.y  — i ; d’où  l’on  peut  conclure  que  la  première  des 
deux  valeurs  de  * ci-des6us  est  aussi  de  Ja  forme  p -H  q y/  — i ; 
et,  d’après  le  lemmc  démontré  au  n°  573 , il  faut  qu’elle  en  ait  une 
autre  telle  que  p — q y/  — i . 

Or,  si  l’on  multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs  x — (p-¥q  y / — i) 
et  x — ( p — q <J  - — t ;,  on  obtient  pour  produit  (x  — />)’  - f- 
ou  x’  — ipx  -+-  p7  -+■  q ’,  polynôme  du  second  degré  en  x , dont 
les  coefficients  sont  réels.  Ainsi , il  est  encore  -démontré  que,  dans 
le  cas  de  m — Y équation  a au  moins  un  facteur  réel  du  se- 

cond degré. 

Soit , en  troisième  lieu  , m = 2 n"  étant  impair;  on  peut 
former  une  équation  Z = o analogue  aux  précédentes,  dont  le 

degré  m — - ou  2 1 . n"  ( m — i ) sera  deux  fois  divisible  par  2 , 

et  qui,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d’étre  dit,  aura  au  inoips  un  fac- 
teur réel  du  second  degré;  d’où,  en  répétant  les  mêmes  raison- 
nements que  dans  la  seconde  partie  de  la  démonstration , l’or» 
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pourra  conclure  que  la  proposée  elle-même  a au  moins  un  facteur 
réel  du  second  degré. 

Même  raisonnement  dans  l'hypothèse  où  l'on  aurait 
, m = i'  ,n“\  m = zi.n'y 

Donc  enfin , toute  équation  de  degré  pair  quelconque  a au  moins 
un  facteur  réel  du  second  degré. 

Conséquence.  — Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équation 
de  degré  pair  est  décomposablc  dans  te  produit  d’autant  de  fac- 
teurs réels  du  second  degré , qu’il  y a d'unités  dans  — ou  dans  la 
moitié  de  son  degré. 

En  effet,  puisqu’une  équation  de  degré  pair  a au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier  membre 
par  ce  facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation  de  degré 
pair , à coefficients  réels,  qui  aura  encore  au  moins  un  facteur  réel 
du  second  degré , par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre 
de  cette  seconde  équation  ; et  ainsi  de  suite.  Donc , le  premier 
membre  de  la  proposée  pourra  être  regardé  comme  le  produit  d’au- 
tant de  facteurs  réels  du  second  degré,  qu’il  y a d'unités  dans  la 
moitié  de  son  degré. 

Si  l’équation  était  de  degré  impair,  comme , en  vertu  du  théo- 
rème n°  512  , elle  aurait  au  moins  une  racine  réelle , on  pourrait 
l’en  débarrasser;  et  l’équation  résultante  serait  décomposable  en 
facteurs  réels  du  second  degré. 

D'où  l’on  peut  conclure,  en  dernière  analyse,  le  théorème  énoncé 
n°  372 , savoir,  que  les  racines  imaginaires  d'une  équation  vont 
par  couples  , et  sont  toutes  de  la  forme  a zfc  b \/  — i. 

575.  Détermination  des  racines  imaginaires  des  équations. 

La  forme  des- racines  imaginaires  d’une  équation  étant  connue, 
nous  pouvons  procéder  à leur  recherche. 

Soit  xm  -(-  Px--'  Qxm~ ' -h  .. . -t-  ,Tx  -t-  U = o 

une  équation  renfermant  des  racines  réelles  incommensurables  et 
des  racines  imaginaires. 
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Désignons  par  p -4-  q \j  — ,1  l’une  de  ces  dernières  ; il  vient, 
par  la  substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée , 

{p+q  — 1 T +V(p-î-q  V — 1 1”*— '-t-  - . • -+-T (/>-Hy  V — 1 )-hU=o. 
Or,  si  l’on  développe  les  calculs,  et  qu’on  appelle  M l’ensemble 
des  termes  réels , S / — 1 l’ensemble  des  termes  imaginaires , 
l’égalité  ci-dessus  revient  àM  + N^  — 1=0,  équation  qui  ne 
peut  exister  à moins  que  l’on  n’ait  séparément 

M = o et  N = 0. 

Observons  actuellement  que  ces  équations  renferment  les  deux 
indéterminées  p et  q , combinées  avac  les  coefficients  de  la  pro- 
posée. Si  donc  on  cherche  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p et  de  q, 
».N  NOMBRES  RÉELS  COMMKNSU RABLES  T)U  INCOMMENSURABLES  , pro- 
pres à vérifier  ces  deux  équations , et  qu’on  les  substitue  dans  l’ex- 
pression p ■+•  q ^ — r 1 , on  obtiendra  ainsi  successivement  toutes 
les  racines  imaginaires  de  la  proposée. 

Telle  est  la  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines  imagi- 
naires. Nous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qui  peuvent 
faciliter  cette  recherche , et  qui  sont  d’ailleurs  assez  importantes 
en  elles-mêmes. 

57G.  Supposons  que  , pour  obtenir  les  racines  réelles  incom- 
mensurables d’une  équation  X = 0 , on  ait  été  obligé  (n°  541  ) de 
former  l’équation  aux  carrés  des  différences,  Z = o,  et  voyons 
le  parti  qu’on  en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a , b , c , . . . les  racines  réelles  de  X = o , et 
par  pz!tzq  ^ — ' 1 , p'  ± q'  — 1 , . . . les  racines  imaginaires  ; 
prenons  d’ailleurs  successivement  les  différences  entre  toutes  ces 
racines  considérées  deux  à deux.  On  en  obtient  de  quatre  espèces, 
savoir  : 

i°.  Les  différences  entre  deux  racines  réelles , telles  que 
a — b,  a — c,  b — c,...; 

2°.  Les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées , 

P-hq  — (p  — q'J—t)  = ?q  v—-' . 29"  <j—i; 

3°.  Les  différences  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima- 
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{•inaire,  n — p — q^ — i , a — p + q\l — »»  b — />'  — q'  \i — t{ 
4°.  Enfin,  les  différences  entre  deux  racines  imaginaires  non 

conjuguées , p —p'  + {q—q')<J—i,  p —p'  — iq—q') V^— "i 
Or,  pour  peu  qu’on  jette  les  yeux  sur  ces  différences,  on  reconnaît 

([ue  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  essentiellement  po- 
sitifs ; les  carrés  des  secondes  différences  sont  — 4'/:>  — 4'/,V--> 
c’est-à-dire  des  quantités  réelles,  mais  essentiellement  négatives. 
Quant  aux  carrés  des  deux  autres  espèces,  ce  sont  généralement 
des  expressions  imaginaires. 

Ainsi,  en  supposant  déjà  formée  l’équation  Z=ro,  les  racines 
reelles  et  négatives  de  cette  équation  sont,  en  général  ÿ les  carrés 
des  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  — a,  — 6,  — ’f,--.  ces  racine^,  que  l'on  peut 
obtenir,  soit  par  la  méthode  des  racines  commcnsurables , soit  par 
la  méthode  des  racines  incommensurables  ; on  a 

ci,  ••[  ■ 

■ 4/»  = 6, 

...  •:  i.  •>  \ r.  .1 

d’où  l'on  déduit 


q'  = ±?-yG,  q" 


■ ’ ’ t . • . ■ - • • .•  ••  l ; ' 

Connaissant  les  valeurs  de  q , q7,  q", . . . , on  obtiendra  celles  de 

p,p',  p en  substituant  zt  - y? , • . . à la  place  de  q, 

dans  les  ét/ua  fions  M =o,  N =ro,  que  l’on  a établies  dans  le  numéro 
précédent,  et  qui  acquerront,  pour  chaque  substitution,  un  com- 
mun diviseur  en  p,  lequel,  égalé  à o,  donnera  les  valeurs  de 

P.  P a P"»-- 

A la  vérité,  ce  moyen  est  en  défaut  lorsque  l’une  des  racines 
réelles  de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelle  p,  p’,. . . 
de  l’une  de  ces  racines  imaginaires;  car  dans  le  cas  de  a—  p,  par 
exemple,  les  deux.différcnces  <i — p — q ^ — r,  a, — p-bqy  — ï, 
se  réduisent  à — q \f — i,  et  q \j  — i,  dont  les  carrés  sônt  égaux 
à — q1-,  il  est  encore  en  défaut  lorsque  les  parties  réelles  des  deux 
racines  imaginaires  non  conjuguées  sont  identiques;  car,  par 
Alg.  B.,  cf  éd.  3<) 


•( 
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exemple,  p — p'  réduit  les  différences 

r—p'  + (q  — q')  y —t , p — p'  — (y  — y ')  y'^ï, 

Hs— 2,7  V— 1 *•*  — t ,y— y')/— î. 

dont  les  carrés  sont  égaux  à — (y  — y 
D’où  l’on  voit  que  l’équation  Z = o peut  quelquefois  avoir  de» 
racines  négatives  qui  ne  représentent  pas  les  valeurs  de  — 4y '» 
— 4y’,...  ; mais  fl  est  toujours  possible  de  reconnaître  si  une  racine 

négative  telle  que  — a'  est  une  valeur  convenable , h ce  que,  si 

>:  k>  cil  \ 1 ■ i 

Von  substitue  J»'  dans  M et  N,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 

. 2 

\,»  j p f 

polynômes  en  p,  résultant  de  cette  substitution,  aient  un  diviseur 
commun  ; toute  valeur  qui  ne  satisfera  pas  à cette  condition  devra 
être  rejetée  comme  provenant  de  l’une  des  circonstances  dont  nous 
venons  de  parler. 

Nous  observerons  encore  que,  dans  ces  mêmes  circonstances, 
l’cquation  Z = o devrait  avoir  des  racines  égales,  puisque , comme 
nous  l’avons  reconnu  plus  haut,  dans  l’hypothèse  de  a = p,  deux 
carrés  au  moins  se  réduisent  à — y5  ; et  dans  l’hypothèse  Aep  —p 
deux  carrés  au  moins  se  réduisent* à — (y  — y')’»  ainsi  l’on  pour- 
rait, par  la  méthode  des  racines  égales,  débarrasser  l’équation 
Z = o des  valeurs  différentes  de  — 4?%  — 4ÿ,j*  — (? — y')%e,c- 
Quoi  qu’il  en  soit,  on  conçoit  combien  la  méthode  pour  décou- 
vrir les  racines  imaginaires  d’une  équation  doit  être  pénible  et 
laborieuse  tontes  les  fois  que  l’équation  est  d’un  degré  supérieur 
au  troisième. 

§ II.  — Résolution  complète  de  l'équation  à deux 

tenues. 

577.  On  appelle  ainsi  toute  équation  qui  ne  renferme  qu’une 
seule  puissance  de  l’inconnue,  avec  des  quantités  toutes  connues. 

Il  résulte  de  là  que  toute  équation  à deux  termes  peut  être  ra- 
menée à la  forme  . 

x"  zt  p—o, 
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p étant  un  nombre  absolu  ; et  si  l’on  pose  x —y  \ p, 

il  vient  pymztlp  = o,  d’où  /":fci=o; 

ainsi , c’est  de  la  résolution  de  cette  dernière  équation  que  dépend 
celle  de  toutes  les  équations  à deux  termes. 

Comme  réquation  ym — 1=0  revient  à /*  = i,  on 

voit  que  tout  se  réduit  à trouver  pour  y,  les  expressions  numé- 
riques ou  algébriques  qui , élevées  à la  m1'"*  puissance,  peuvent 
produire  l'unité.  C’est  pour  cette  raison  que  les  racines  de  l’équa- 
tion /" — 1=0  sont  appelées  les  racines  de  l’unité. 

Les  racines  de  l'équation /*‘-f-i  = o,  ou /■= — i,  sont  dites 
les  racines  de  l'unité  négative. 

Nous  avons  déjà  résolu  (n°*  167  et  290)  plusieurs  espèces  d’é- 
quations à deux  termes.  Nous  nous  proposons  actuellement  de  les 
résoudre  toutes  complètement,  quel  que  soit  leur  degré;  mais, 
auparavant,  il  est  bon  de  faire  quelques  remarques  sur  la  nature 
de  leurs  racines. 

578.  Premièrement.  — L’équation  ym — i=o  a une  seule 
racine  réelle  si  m est  impair,  et  deux  racines  réelles  si  m est  pair. 

Soit  d’abord  m un  nombre  impair.  Comme  l’équation  n’a  qu'une 
variation  de  signe , elle  n'admet  (n°  318)  qu’une  seule  racine  posi- 
tive qui  est  -f-  i . Il  est  d'ailleurs  évident  qu’aucun  nombre  négatif 
ne  peut  y satisfaire. 

Lorsque  m est  pair,  -+-  i et  — î vérifient  l’équation  et  sont  les 
seuls  nombres  qui  puissent  y satisfaire  ; car  elle  ne  présente  qu'une 
variation  de  signe,  soit  dans  son  état  actuel,  soit  lorsqu’on  y 
change  / en  — y. 

Deuxièmement.  — L’équation/"  + iroa  une  seule  racine 
réelle  si  m est  impair;  et  toutes  ses  racines  sont  imaginaires  si  w est 
pair. 

D'abord  , quel  que  soit  m,  l’équation  n’offrant  pas  de  variations , 
ne  peut  avoir  aucune  racine  positive. 

Ensuite,  quand  m est  pair,  le  changement  de  / en  — y ne  pro- 
duit encore  aucune  variation  ; ainsi , dans  ce  cas , l'équation  n’ad- 
met ni  racine  positive,  ni  racine  négative. 

3y. 
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Mais  si  m est  impair,  l’équation  est  satisfaite  par  y — — i ; el 
c’est  la  seule  racine  négative , puisque  le  changement  de  y en  — y 
ne  produit  qu'«»e  variation. 

Troistkmfmfnt.  — Les  racines  de  l'équation  ym  — i — o,  ou  de 
l’équation  ya  i =o,  sont  toutes  inégales;  car  le  polynôme  dé- 
rivé du  premier  membre  étant  mym~',  cette  expression  n’a  aucun 
diviseur  Commun  avec  y"  — i ou  ym- (-  i . 

579.  QuATniinr.Mr.NT.  — i°.  Si  a désigne  une  quelconque  îles 
racines  imaginaires  de  l'équation  ym  — i = o,  on  a également  «/' 
pour  racine  de  cette  équation  ( p étant  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif). 

Car,  puisque  a vérifie  l'équation , on  a l’égalité 

<*"=  i, 

iVoù  • (a")  F = l , 

égalité  que  l’on  peut  transformer  ainsi , 

(«')"=*•» 

d’où  l’on  voit  que  a.r  est  aussi  racine  de  f équation.  Donc , a étant 
une  des  racines  imaginaires  de  l'équation  ym — 1=0,  l’on  a 
également  pour  racines, 

“%  «’>  a',...,  a"",  a-’,  a-1,.... 

IV.  H.  — Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement 
les  unes  dans  les  autres;  autrement,  l’équation  aurait  plus  de  m 
racines.  Ft  en  effet,  soit,  par  exemple,  l’équation 

ï'—  ■ — o; 

si  u est  une  racine  imaginaire,  on  a l’égalité 

a*  — l=o,  d’où  a1  = 1 ; 

donc  afi  = a5  X a = « , a!  = al  X = a-;  et  ainsi  de  suite. 

a".  Si  a désigne  une  quelconque  des  racines  imaginaires  île 
l’équation  y ”•  — ■ = o,  a?  est  aussi  racine  lorsque  p est  un  nombre 
impair  quelconque,  positif  ou  négatif. 
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En  effet , de  l'équation  a"  = — i on  déduit  ~ — i,  puis- 
que, par  hypothèse , p est  impair;  or  cette  égalité  revient  h 

(«/>)-=  — i; 

donc  a.r  est  racine  de  la  même  équation. 

Ainsi,  a',  a1,  a5,...,  a- ',  a- a-1,... 
sont  des  racines  de  l’équation  j""  4-  i = o. 

Résolution  de  l'équation  y“ — 1=0. 

580.  Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigonumcLrique 
que  nous  allons  d'abord  faire  connaître. 

Si  l’on  multiplie  entre  elles  les  deux  Expressions 

cos  a -+-  sin/r.  'J  — i et  cos  A 4-  sin  A . ^ — 1, 

on  a pour  produit, 

coscr.cos  A -I-  (sin  a .cos  A 4-  sin  A.eosa }.V  — 1 — sin  a . sin  b ; 

donc  , à cause  des  formules 

cos(a  -+-  b)  = eus  a.  cos  A — sin  a . sin  b, 
sin  (a  4-  b)  = sin  a.  cos  A -I-  sinA.cosa, 

il  vient  (cos  a 4-  sina . y — ■ ) (cos  A -+-  sin  A .\J  — 1 ) 

= cos  (a  4-  A)  4-  sin  («  4-  A) .y  — 1. 

Soit  a+'b  — d',  et  multiplions  cos<?'4-  sin  a' . \j  — 1 par 
cosc  -H  sine . ^ — 1 ; on  trouvera  de  même 

(cosa'  4-  sinu'. ^ — 1)  (cosc  4- sine. y — 1 1 
= cos  («'  -+-  c)  4-  sin  (a'  -+-  c).  y/  — 1, 

et,  par  conséquent, 

(cos  fl  4-  sin  a . y/  — 1 ) (cos  A 4-  sin  A . (cosc  4-  sine,  y — 1 ) 

= cos  (a  4-  A 4-  c)  4-  sin  («  4-  A 4-  c) . ^ — 1 . 

:•  cirotr  W aitHiti.'i  sb  1;  î ïlnsy-iq  wml* 

En  général , soit  un  nombre  m d’arcs  n, A,r,  , />;  ou  a evi- 
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déminent  le  résultat  suivant 


(cosa  -H  sina.^—ï)  (cost  sinfi. ^ — i)...(cos/>  -+-  sin/>. y'  — Q 
= cos  (a  -+-  b -+-  c -t- . . . -h  p)  ■+■  sii n (a  H-  b 4-  c -4- .. . . + p) . \J  — » - 

Supposons  maintenant  n = b — c . . . — P'i  H en  résulte 
a -h  b -hc  -h. . .-h  p = ma;  d’où 

( i ) (cos  a -+-  sin  a . y f^t  ) ■ = cos  ma  -t-  sin  ma  — 

Cette  formule  étant  vraie  quel  que  soit  l’arc  a , on  peut  rem- 
placer a par  — a ; et  si  l’on  se  rappelle  que  cos  (—  a)  = cos  a, 
sin  (— a)  = — sin  a,  if  en  résulte  cette  nouvelle  formule 

(2)  (cos fl  — sinfl , ^ —1  )"  = cos  ma  — sin  /na . y/  — « • 

On  sait  encore  que  277  désignant  une  circonférence  de  cercle  , 
1 le  rayon , et  X un  nombre  entier  quelconque , on  a 


(3)  cos  2/ir  = 1 et  sin  2X77  = o. 

581 . Cela  posé , il  résulte  évidemment  des  formules  ( i ).(»).  (3). 

f eos  — ± »in  — • y/^V  = erttaXir  t sin  a**  1; 

\ m m J 

d’où  l’on  voit  que , quel  que  soit  le  nombre  entier  X , l’expression 

cos  "îtl  ±sin  — y/ ^7  jouit  de  la  propriété  d’étre  une  racine 
m m 

de  l’unité,  c’est-à-dire  de  satisfaire  à l’équation/” — 1=0. 
pour  obtenir  les  différentes  racines,  il  ne  s’agit  que  d’attri- 
buer à X les  valeurs -o,  1,  2,  3, . . . , puis  de  calculer,  au  moyen 
des  Tables  trigonométrie ues , les  valeurs  correspondantes  de 

2X71  , . 2X77 

cos  et  de  sm . 

m m 

Discussion.  — Puisque  X désigne  un  nombre  entier  tout  à faitar- 


cqs  2X77  sin  2X77 


•V  — » 


bitraire , il  semble  que  l’expression  Y ■■ 

doive  présenter  une  infinité  de  valeurs  ; mais  nous  allons  voir 
qu’elle  ne  fournit  réellement  que  m valeurs  differentes. 
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Donnons  d’abord  à k toutes  les  valeurs  eatières  comprises  de- 
puis o jusqu’à  ' inclusivement  si  m est  impair,  et  depuis  o 

jusqu’à  ™ aussi  inclusivement  si  m est  pair;  it  viendra,  par  ces 
substitutions,  pour 


k = o, 
k=  i, 

k *=  2, 

k = 3, 


y — cos  o ± sin  o . \j  — i = i , 

2ir  . . 2 T.  , 

y = cos  — rtsin  — -v  — i , 

m m 

4*  . • 4 77  — 

Y = cos  ± stn  — . y — i» 
m ni 

Ô7T  , . 6ir  I 

y — cos — dt  san  — . v — î , 
m m 


i 


enfin , si  m est  impair, 


k — 


[m  — i )jr  , . (m — l)jr  , 

• = cos — ■ — zfcsin — .y — i. 


et  si  m est  pair, 


k=” 

2 


: COStt  : 


Ce  tableau  donne  toutes  les  racines  de  l'équation. 

En  effet,  i°.  Lorsque  m est  impair,  chacune  des  valeurs 

k=  i , 2,  3,...,  — — — , fournissant  deux  racines  pour  y,  le 
nombre  total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement  2.  — ' ou 


(ni — i)  racines;  d’ailleurs  k — o donne  la  racine  i;  ainsi  le 

nombre  des  racines  fournies  par  k = o,  j,  2,3,...,  — -, 

2 

est  m.  Toutes  ces  racines  sont  essentiellement  différentes , car  les 

2ir  tsv  (m  — i)n 

arcs  o,  — , —, - — . et 


m m r m 

circonférence),  ont  au  moins  des  cosinus  differents. 


, étant  moindres  que  rr  (ou  la  demi 

à i,  rie»i, 


t 
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2".  Lorsque  m est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes , / = o et 

ê=  — , fournissent  les  deux  racines -I-  i et — i;  d’ailleurs,  les 

2 

valeurs  intermédiaires  k =?  i,  2,  3*  • • • * — t^j,  donnent 

chacune  deux  racines  ; donc  le  nombre  total  des  racines  qui  cor- 

(m  \ m 

— — > I , — » est  exprime  par 

j + j f ™ , ou  par  m ; et  ces  racines  sont  essentiellement 

différentes,  par  la  meme  raison  que  ci-dessus. 

On  voit  d’ailleurs  que,  [»ur  une  même  valeur  de  k , autre  que 

k = o si  m est  impair,  autre  que  k — o,  k = -,  si  m est  pair,  les 

deux  racines  imaginaires  qu’on  obtient,  sont  conjuguées  (n”  573). 

En  outre,  ces  deux  racines  sont  réciproques  l’une  de  l’autre 
(n°  299),  puisque  l’on  a pour  leur  produit 


( aX'7t  . ikis  I — — \ / 

cos H sin  - V — 1 ce 

l m m ! 


t.kic 


\ 


: tOS1. 


2 kn 


• sin3. 


2/- 


m m 

Il  nous  reste  maintenant  à faine  voir  qu’en  attribuant  à k de 

m — 1 m . 

nouvelles  valeurs  plus  grandes  que  — - — , ou  -,  on  retombera 
sur  les  mêmes  racines. 

, , m — 1 

Soit  d’abord  m un  nombre  impair;  et  supposons*  = — (-« , 

n étant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Il  vient 


Y = COS 

(m  -+-  2/1  — 1 ) jt 
m 

zt  sin 

( m 2/1  — 1 ) it 

m 

✓=7; 

y — cos 

H-:*] 

± sin 

or  je  dis  que  res  valeurs  sont  identiques  avec  celles  qui  correspon- 
du — 1 . , m — 2«  + 1 

dent  à k = — (n  — 1),  on 
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En  effet , cette  dernière  valeur  de  k donne 

(ni — 2/14-1)*  . . (m — -2/14-1)*  , 

y = cas  !—  ± sin  v — . V— 1 , 

m ni 

ou  bien 

mais  on  sait  »|ue , pour  deux  arcs  * 4- a et  * — a,  l'on  a 


cos  (*  4-  a)  = cos  (*  — a) 

et  sin  ( * 

'4-a)  = — sin  (* 

d’où  l’on  conclut 

["  , (2/1 — l)*'j 

I 

1=  “1 

r (2//-i)*| 

•”  * | 

m 

L « J 

sin  | 

i = - 1 

r (an— i)*  i 

L « J 

L"  « J 

Donc,  les  deux  racines  qui  correspondent  à k = — — - 4-  n sont 


identiques  avec  celles  qui  correspondent  à k z= 


m — 1 


* 0*  1 ) : l*'i 

seule  différence  consiste  en  ce  qu’on  trouve  les  deux  racines  dans 
un  ordre  inverse. 

Si  m est  pair,  soit  encore  fait  k = — 4-  n ; il  en  résulte 

H-  2n7!  1 . nm  4-  2/1*  , 

y=  cos ± sin . 1/— 1 . 

m v > 

ou  bien  r = cos  ^*4-  ^21 I ^ ± *in  +.  ?2lj  , . 

. , _ m m 

tnaisjpour  A =r n , on  avait  déjà  obtenu 

y = cos (*  _ 2^)  ;£ sin  („  _ 
donc , à cause  de  cos  ^*4-  —'j  — cos  ^*  — — ^ , 
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6l8 

. . / 2»7?\  . / 3«7?\ 

et  de  sin  I *-  H ) — — suit? 1 , 

\ m 1 \ "‘J 

les  valeurs  de  /,  correspondant  à k = ~ 4-  n , sont  identiques 

avec  celles  qui  correspondent  à k — ™ — n. 

Donc  enfin , le  tableau  des  valeurs  que  l’on  a obtenues  pour 

X = o , 1 , 2 , 3 , . . . , — ou  — , renferme  toutes  les  racines  de 

2 2 

— 1=0,  quel  que  soit  m. 


Relations  entre  les  racines  de  l’équation  y*  — 1 =0. 

585».  En  jetant  les  yeux  sur  le  tableau  des  valeurs  de  y qui 
correspondent  aux  diverses  hypothèses  k — o,  t,  2,  3,...,  et 
en  se  rappelant  la  formule 

(cos  a 4-  sin  n.  sf—ij"  — cos  ma  4-  sin  ma.  ^ — 1, 
on  voit  que 


4t?  . iis  , / 2it  . 21c  . 1 V 

cos  - — (-  sin  — . y — 1 = 1 cos h sin  — .y  — 1 I , 

m m \ m m J 

• * ^ 

6k  . 6t7  / / 27T  . 27T  / V 

cos h sin  — . v — 1 — ( cos  — -4-  sin  — . y — i I > 

m m \ m m ] 


m — 1 

cos ir- 


. m — 1 — 

- sin  ■ 7c . y — 


/ 2x  . 27:  1 \ * 

= 1 cos h sin  — . y — » I 

\ m m / 


si  /;i  est  impair  ; et 


cos  7?  4-  sin  n . ^ — 1 


(27?  . 27?  \ 1 

cos 1-  sin — . y — 1 

m m J 


si  m est  pair. 


Donc , si  l’on  désigne  par  a la  première  racine  imaginaire 


27?  . 27?  , 

ros (-  sin  — . y — 1 , 

ni  m 
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toutes  les  racines  du  tableau  déjà  cité,  correspondant  au  signe  su- 
périeur, peuvent  être  représentées  par 

m —1  m 

a.",  a‘,  a3,  a3, . . a ’ ou  a1} 

quant  aux  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  nous  avons 
vu  qu’elles  sont  les  réciproques  des  précédentes  j ainsi  l'on  a pour 
les  nouvelles , 

iii  1 1 


«> 


D’où  l’on  peut  conclure  enfin  que , a désignant  la  première  ra- 
cine imaginaire , toutes  les  racines  de  l'équation  ym  — 1=0 
peuvent  être  représentées  par 


m — 1 

a1,  a%  a?,.  . a.  1 ou 


série  dans  laquelle  les  exposants  ne  sont  autre  chose  que  les 
nombres  entiers  compris  depuis  o jusqu’à  m — 1 . 

385.  — Remarque  importante.  — Cette  propriété  dont  jouit 
l’une  des  racines  imaginaires  , de  reproduire  toutes  les  autres  par 
ses  diverses  puissances , n’appartient  généralement  qu’à  la  pre- 
mière racine , cos  — 4-  sin  — . y]  — 1 , ou  à sa  conjuguée 
m ■ m 


cos  — — sin  — . yCTT.  On  a bien-prouvé  (n°  379)  que , a étant 

une  racine  imaginaire  quelconque , a?  est  aussi  une  racine  de  l’é- 
quation ; mais  il  n'est  pas  toujours  vrai  de  dire  qu’en  donnant  à p 
des  valeurs  entières  convenables , on  pourra,  avec  cette  racine  a , 
reproduire  toutes  les  autres. 

Soit,  pat  exemple,  l’équation  y" — 1 = 0,  qui,  pouvant  se 
mettre  sous  la  forme  (jr3  — 1)  ( j3  4-  1 ) = o , donne 


7 = 1 et  y = 


— 1 ±V* — 3 


!±y/- 

?.°  y—  — 1 et  /= — 


comme  les  trois  premières  racines  proviennent  de  y1  — i = o , si 
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..  ...  . — i -+-  — 3 

I on  désigne  par  a la  racine  , on  a 

,1=  (llL-LO)^  - 1 - J-*.,  a*  = a1  X “ = <*  î 

*s  — X — a5,  a*  = (*’.)’  = 

d’où  l’on  voit  que  les  trois  premières  racines  seulement  sont 
produites  par  les  puissances  de  — 

Mais  il  n’en  est  pas  de  même  de  — — - ; car  on  trouve 


(^)=-  c- 

c 


*4"  V ‘ — ^ 


J 
V=jy 


4- yr=_3 


i 4-  vr— 3 ( i 4-  v — 3y  _ f 
4-  \J — 3\*  — I — \]  — 3 / 1 4-  yj  — 3\'  I — — 3 


3 /« 

2 1 2 ' \ 1 ) 


Ainsi,  toutes  les  racines  sont  produites  par  les  puissances  o,  1, 

2 , 3 , 4 > 5, ...  de  là  racine  -■  ^ ; et  cela  tient  à ce  que 

2 

cette  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 

2ir  . iv  

cos h sin  — . . y — i , 

m m 

qui  devient , dans  ce  cas , rds  ^ + sin  ^ ^ — i . 

En  effet , on  a cos  ^ = sin  ^ = sin  g ; mais  le  sinus  du 

sixième  de  v , ou  du  douzième  de  la  circonférence,  est  la  moitié 
de  la  corde  qui  en  soutend  le  sixième , et  par  conséquent , est  égal 
à la  moitié  flu  ravon  ; donc 


cos  ^ ou  sin 


ing=î’  A'oh  ”nI  = \A-l=î^; 


ce  qui  donne  enfin  - -f-  ~ y 3 . y’  — * i , ou  — 
première  racine. 


-,  pour  la 


Digitized  by  Google 


llÉSOLUTIOX  DE  L’ÉQUATION  Ym  -f-  f “ O.  6l  I 

N.  R.  — Cette  exception  a lien  pour  toutes  les  équations  de  la 
forme  yM — 1=0,  ou  (jr*  — i)(y"-h  i ) = o , et  plus  géné- 
ralement pour  toutes  les  équations  à deux  termes  dont  le  degre 
n’est  pas  un  nombre  premier. 

Résolution  de  l’équation  ym  i = o. 

504.  Comme  on  a 

cos  (îi  +ijiti  — i , sin  [il.  -f-  i ) jr  = o , 
on  peut  conclure  des  formules  (i)  et (2),  établies  au  nu  500, 


(2/  -4-  l)tr 


: sin 


’ii  -4-  1 )ir 


.ycrr]- 


L m m 

— cos  (2*4-  «)ir  dtsin(2*  -h  i)rr  . ^ — 1 = — 1 ; 

d’où  l’on  voit  que  l’expression 

(%k  -+-  l)ir  . (2X  -4-  i)jr  . 

cos — ZC.  Sin  5 — .y'  — 1 

m ni 

peut  être  prise  pour  la  racine  miim“  de  — 1 , ou  pour  l’expres- 
sion générale  d’une  racine  de  la  proposée;  et  l’on  obtiendra 
les  diverses  racines  en  attribuant  à k la  série  des  valeurs  o, 
1 , 2t  3t.  . . . • 

Donnons  à k toutes  les  valeurs  comprises  depuis  o jusqu’à 

m — 1 . , . ...  m m — 2 . 

— - — si  m est  impair,  et  depuis  o jusqu  a — — 1 , ou  — - — si 

m est  pair  ; on  obtiendra  successivement,  pour 


k = o , . . . . y — 00s  — rt  sin  — . J — 1 , 
m m 


3>r 


3ir 


k = 1 , . . . . y — cos  — ± sin — . y — 
m m 

5jt  . 5u 


. . r=cos — dtsin  — . v — i» 
m m 


/ - 


m — 1 


/ = 


2 

ni  — 2 


,...  y — cos  k rbsinir.^  — 1 = — 1, 


• .r  = co*(--j)±»in  (--;)  • vr 
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Ü22  RÉSOLUTION  UE  l’ÉQUATIO»  jr"  ■+■  I = O. 

Je  dis  que  ce  tableau  renferme  toutes  les  racines  de  l’équation 
y"  4-  I = o. 

• • , ni  — I 

En  effet,  lorsque  m est  impair,  comme  la  valeur  k = 

i 2 

ne  donne  que  la  racine  — î,  mais  que  toutes  les  autres,  o,  i , a , ... , 

m — i m — î*  , , , ...  . 

i ou , en  donnent  deux  chacune,  il  s ensuit  que 

2 2 

le  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs  est 

t " 

2 (m  — 3) 

i -H  2 H ! -,  ou  m. 

2 


Si  m est  pair,  chaque  valeur  de  i depuis  o jusqu'à 


m — 2 


donne  deux  racines  ; ainsi , le  nombre  total  des  racines  fournies 
(m  — 2\ 

est  2-4-2  I — - — J,  ou  m. 

On  démontrerait  d'ailleurs,  comme  on  l’a  fait  pour  y " — i = o, 
qu'en  donnant  à k des  valeurs  plus  grandes  que  — — — si  m est 


impair,  et  que”'  ~ si  m est  pair,  on  doit  retrouver  les  mêmes 
racines;  donc,  etc. 

388.  On  voit  encore  , d’après  l’inspection  de  ce  tableau,  que, 

si  a désigné  la  première  racine  imaginaire , ou  cos- — h sin  — y — i , 

ni  ni 

toutes  les  racines  qui  correspondent  au  signe  supérieur  sont  expri- 
mees  par  a1,  a3,  a3, . . . , a", 

OU  a',  a3,  a3,  . . . , a*-1 , 

suivant  que  m est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair.  D’ail- 
leurs, les  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur,  étant  les 
réciproques  des  précédentes,  ont  pour  valeurs , 


I 

ô3 


— ou 
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nu , à cause  de  a“  = — i , d’où  a3*  = i , 

a*-1,  a3"1-3 , a'm~i a"  ou 

Donc  enfin  toutes  les  racines  de  l’équation  y"  4-  i = o sont , 
dans  l’hypothèse  de  m impair , 

a',  a>,  as,  a’,  ...,  a"-1,  a",  «■+>,  ....  a’""’,  a'"~‘  ; 

Ct  dans  l’hypothèse  où  m est  un  nombre  pair , 
a',  aJ , a1,  a’,...,  a*-1,  a-+',...,  a*"-3 , a3*-' . 

N.  B.  — Pour  plus  de  généralité , nous  avons  établi  des  for- 
mules pour  résoudre  l’équation  y"  -f-  i = o quel  que  soit  m ; 
mais  quand  m est  impair , on  peut  changery  en  — y , ce  qui  donne 
r-  i = o ; et  l’on  voit  que , dans  ce  cas  , les  racines  de  l’équa- 
tion y"  -+-  i = o sont  égales  aux  racines  de  l’équation  y"  — i — o , 

prises  en  signes  contraires. 

•a  _ ", 

580.  Scolic  général.  — En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d’être 

dit  sur  les  équations  à deux  termes , on  peut  en  conclure  qu’{</< 
radical  quelconque  a toujours  autant  de  valeurs  qu’il  y a d’unités 
dans  son  indice.  Ces  valeurs  sont  égales  à la  racine  arithmétique 
de  la  quantité  sous  le  signe,  considérée  avec  sa  valeur  absolue , et 
multipliée  alternativement  par  chacune  des  racines  de  -+-  i ou 
de  — i . 

Ainsi,  lorsque  l’on  a deux  radicaux  à multiplier  l’un  par  l’autre, 
le  produit  est  susceptible  d’autant  de  valeurs  différentes  qu’il  y a 
d'unités  dans  le  produit  des  deux  indices , à moins  que  les  degrés 
des  deux  radicaux  ne  soient  égaux;  car  alors  plusieurs  valeurs  de- 
viennent identiques. 

Soit,  par  exemple,  y a à multiplier  par  \[b.  Désignons  par  p et 
q leurs  valeurs  arithmétiques  ; on  a ( n°  582  ) pour  le  premier  ra- 
dical   afp  , ap  , cép  , 

et  pour  le  second,. ..  at°q  , a.q  , a'q\ 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  chacun  des 
termes  de  la  seconde  , on  obtient 

a.°pq  , upq  , a ’pq  , 

<xpq  , tx'pq , a?pq  , 
u’pq,  (épq , x'/u/  , 


Digitized  by  Google 
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expressions  qui  se  réduisent  à trois  differentes , pq,  apq,  et  o.'pq, 
si  l’on  observe  que  l'on  a a’  =r  i,  et  a*  = a. 

II  en  est  de  même  lorsque  les  deux  indices  ont  un  facteur 
commun.  Le  nombre  des  valeurs  différentes  du  produit  est  alors 
égal  au  plus  simple  multiple  commun  des  deux  indices. 

Ces  observations  complètent  ce  que  nous  avons  «lit  dans  le 
sixième  chapitre  ( n°  167  ) sur  la  multiplicité  des  valeurs  d’un 
radical.  • 


Équation  trinôme , .r1*  H-  pxm  -h  q —o. 


387.  On  appelle  ainsi  toutes  les  équations  qui  ne  renferment 
que  deux  exposants  de  l'inconnue , dont  l'un  est  double  de  l'autre, 
et  des  quantités  toutes  connues. 

Ces  équations  peuvent  toujours , par  la  transposition  et  par  lu 
réduction,  être  ramenées  à la  forme  ci-dessus;  et  leur  resolution 
dépend  uniquement  de  celle  de  l'équation  du  second  degré  et  de 
l’équation  à deux  termes. 

En  effet , soit  posé  xm  — y,  il  en  résulte 


y'  + py  — q,  d’où 


donc 


m 


ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  val 
l’une  des  racines  mUmu  d.e 

et  l’une  des  racines  m'**"  de 

par  chacune  des  racines  m‘imn  de 
Soit , par  exemple , l’équation 
en  |>osant  x1  = y,  on  trouve 
d’où  l’on  déduit  y — 216 


de  x , il  suffit  de  multiplier 


I. 


x*  — qxs  = 45i44  1 
y ’ — 7 y — 45 1 44  » 

et  y — — 209. 
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Donc 

1°  .r1=?.i6;  d’où  jr=6,  x=6.*,  -r=6.a’; 

>.°  jr''= — 209:  d’où  r— — \Zzog, -r= — ac.y^.og,  xr= — oéyAsog, 

x désignant  la  première  racine  cubique  imaginaire  de  l’unité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à l’extraction  de 
la  racine  m,ime  d’une  quantité  en  partie  rationnelle  et  err  partie 
irrationnelle  du  second  degré.  Nous  avons  déjà  (n"  1181  traite 
un  cas  particulier  de  cette  question , celui  de  la  racine  carrée; 
et  nous  aurions  maintenant  à considérer  le  cas  général  d’une  racine 
de  degre  quelconque.  Mais. cette  opération  offrant  peu  duplica- 
tions dans  l’Analyse  algébrique,  nous  nous  dispenserons  de  la  dé- 
velopper ici , en  renvoyant  pour  cet  objet  aux  éditions  précé- 
dentes de  notre  ouvrage. 

§ 111.  — Résolution  des  é<juat.iohs  générales  de  degré 
supérieur  au  second. 

Nous  avons  maintenant  une  tâche  importante  à remplir,  c'est 
de  faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux  pro- 
blème de  la  résolution  des  équations  générales  de  tous  les  degrés. 
Ce  problème , qui  a longtemps  occupe  les  mathématiciens  les  plus 
célèbres,  a pour  but:  étant  donnée  une  équation  générale  et  com- 
plète, d’obtenir  les  expressions  de  ses  racines  au  moyen  d’un 
nombn’  limité  d'opérations  algébriques  effectuées  sur  les  coeffi- 
cients. Jusqu’à  présent , la  question  n’a  été  résolue  que  pour  les 
quatre  premiers  degrés  ; et  l’Ôn  doute  si  jamais  on  pourra  parve- 
nir à une  résolution  complète  pour  tous  les  degrés. 

Quoi  qu’il  en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  plus 
simple  de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  jes  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré  ; ensuite  nous  ferons  connaître 
d'autres  méthodes  susceptibles  de  s’appliquér  avec  plus  de  succès 
aux  équations  d’un  degré  supérieur. 


Alg.  B.,oféd. 


4o 
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/•quations  ilu  troisic/ne  ilegre. 

588.  D’abord,  on  peut  supposer  (n°  280)  l’équation  privée  de 
son  second  terme , et  ramenée  à la  forme 

(i)  x3  -4-  px  + q = o. 

Faisons  dans  cette  équation  , (2)  x =:  y 4-  s, 

c’est-àrdire  supposons  x égal  à la  somme  de  deux  autres  inconnues 
( cette  forme  que  nous  donnons  à la  valeur  de  x peut  être  motivée 
sur  ce  que,  dans  l’équation  générale  du  second  degré,  la  valeur 
de  x se  compose  aussi  de  deux  parties, distinctes). 

On  obtient , en  élevant  l'équation  (2)  au  cube , 

= y*  4-  3 r’z  4-  3/*’  4-  z3  =jr*  4-  z3  4-  3yz(y-h  z), 

ou  bien,  x3  = y3  4-  z3  4^  3yz.x, 

et  transposant,  x1  — 3/z.x  — y’  — z3  = o. 


Pour  que  cette  équation  s’accorde  avec  l’equation  (1),  il  faut  et 
il  suffit  que  l’on  ait 


P — — 3yz, 

9 = - / t-  ■*, 


d’où 


(3)  yz  = 

(4)  .y1  4-  z3  = 


p 

3’ 

7- 


Dèsque  ces  deux. conditions  seront  satisfaites,  les  valeurs  de  y 
et  de  z seront  telles,  que  leur  somme  exprimera  la  valeur  de  x, 
propre  à vérifier  l'équation  (1).  Tâchons  donc  de  déterminer  > 
et  z d’après  ces  deux  conditions. 

L’équation  (3) , élevée  au  cube , donne  r'z3  = — — ; 

27 

mais  on  a déjà  y*  4-  a3  = — q ; 


donc  (n°  tH)  les  quantités  y3  et  z3  sont  liées  entre  elles  par 
l’équation  du  second  degré 


(5) 


t'  P-  qt — ==  o, 

27 
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ue  l'équation  ou  troisième  degré.  G?.'} 

dont  le  second  terme  a pour  coefficient  la  somme  donnée,  — //, 
prise  en  signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit 

aussi  donné,  — 

Cette  équation  est  appelée  i.a  réduite,  de  l’équation  du  troisième 
degré,  parce  que  c’est  de  sa  résolution  que  dépend  celle  de  la 
proposée. 


L'équation  (5)  donnant  / 


il  vient  ys.= 


? 

2 


z> 


d’où , à cause  de  la  relation  x =z  y -+-  z , 


expression  qui  renferme  implicitement  les  trois  racines. 

En  effet,  désignons  par  m et  n ce  que  deviennent  respective- 
ment les  deux  radicaux  cubiques  quand  on  y remplace  p et  </  par 
leurs  valeurs  correspondant  à l’équation  ( 1 ) ; puis  observons  : 
i°.  Que  les  équations  y3  = m5,  z*  — n’,  donnent  (n°  586) 

y = m , y — a/n,  y — a’m , et  z=n,z  = an,  z — a'n 

( 1 , a , a’,  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité  ) ; 

20.  Que  le  produit  des  deux  valeurs  de  y et  de  z,  dont  la 

somme  exprime  la  valeur  de  x , doit  être  égal  h — % , d’après  la 

relation  (3). 

Il  en  résulte  évidemment  qu’on  obtiendra  toutes  les  racines  de 
l'équation  (1)  en  combinant  deux  n deux  les  six  valeurs  ci-dessus 
de  y et  de  z , et,  ne  prenant  toutefois  que  les  combinaisons  qui 

donnent  un  produit  égal  à — ^ . 

40. 
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Or,  on  a en  premier  lieu, 

S 


/TlX 


"fWH  x sJ-l-s/j+v, 

s 

-v'F 


— il  — El  — —P  . 

4 4 27  3 ’ 


donc 


x = m n 


forme  la  première  racine. 


En  second  lieu , am  X a*»  — a3m«  — m»  = — 


3’ 


donc 


x — a/fl  4-  a1/? 


donne  une  seconde  racine. 


Enfin , a ’m  x «u»  = a3/n/i  = mn  — — ^ ; 


donc 


x “ aVn  -+-  an  exprime  une  troisième  racine. 


Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  ( comme  on  peut 
s’en  assurer  aisément  ) la  condition  que  le  produit  soit  égal 

à — E j ainsi  elles  doivént  être  rejetées , et  l'on  a pour  les  trois 

racines  de  la  proposée  , 

x = /n  , x = a/n  X a‘n  y x — alm  -+-  an. 

N.  JB.  — On  parvient  encore  aux  deux  dernières  valeurs  de  x 
en  divisant  le  premier  membre  de  l’équation  (1)  par  x — m — n. 
Mais  auparavant  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  ce  pre- 
mier membre.  Comme  on  a , en  vertu  des  équations  (3),  (4),  et 
des  deux  équations / = m,  z = n , 


mn  — — ~ 


3’ 


mJ  4-n’  = — q , 


il  en  résulte  p = — 3/nn,  7 — — m1  — n3; 

d’où , substituant  ces  valeurs  de  p et  de  q dans  le  premier  membre 
de  la  proposée , 

x3  — 3 mn . x — m3  — n 3 , 
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expression  qui , divisée  par  x — m — n , donne 

x*  = [m  -+-  n)  x -+•  m7  — mn  + n7. 

Égalons  ce  quotient  à o,  et  résolvons;  il  vient,  toute  réduc- 
tion faite, 


m-\-n  m — n 


1 — x- 


m ■+-  n m — n 


^ — 3 > 


valeur  dont  il  est  facile  de  prouver  l’identité  avec 
x — a.m  -f-  a7n , x = a’»/  a « , 


en  se  rappelant  ( n°  167  ) que 

— i -f-  y/  — 3 


-.-sT 


DISC&SSION. 

• » ' • 

Les  quantités  m et  n renfermant,  dans  leui%  expressions, 
le  radical  y/  y — ’ on  conçoit  quèl^  réalltébu  {'imaginante 
des  trois  racines  dépend  princfpalement  du  signe  de  la  quantité 

ci1  nJ  ...  , 

—, — h — . On  est  donc  conduit  à faire  les  hypothèses  suivantes: 

4 *7 

* I 

n 7 P1  . p*.  01*  P*  ^ 

4 =7  4 ?-7  4 27 

Kxaminons  successivement  ces  fro/j  hy|H>thcscs. 

a7  p‘ 

589 i°. . . . Jy-  — > o. 

4 27 


Dans  ce  cas,  comme  les  deux  racines  de  la  réduite  (5)  sont 
réelles  et  inégales,  il  s'ensuit  que  les  quantités  m et  n sont  aussi 
réelles  et  essentiellement  différentes  l’une  de  l’autre. 
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Ainsi  la  première  valeur  x = m.-\-  n , 
s » 


est  réelle. 

Les  deux  autres , x ■ 


m -f-  n , m — « 


V-3, 


sont  imaginaires;  car  elles  renferment  y — 3,  et  d’après  1 hypo- 
thèse , m — « est  réel  et  différent  de  o. 

Quant  au  signe  de  la  racine  réelle  , le  principe  établi  n°  312  sur 
les  équations  de  degré  impair  prouve  que  cette  racine  est  positive 
si  q est  négatif , et  négative  si  q est  positif  ; ce  dont  il  est  d ailleurs 
facile  de  se  repdre  compte  par  la  discussion  de  la  première  valeur 
de  x ci-dessus. 

’f  P1 

390 2° 4-  -+-  £-  = o. 

4 jn 

Dans  ce  nouveau  cas,  les  racines  de. la  réduite  se  réduisant 
l’une  et  ('autre  à — - , les  valeurs  de  m et  de  n sont  réelles  et 


égales  chacune  à y/  — - ; ce  qui  donne  pour  la  première  valeur 
de  x, 


V 

2' 


Pour  les  deux  autres , comme  on  a m 


il  en  résulte  m — n = o , et 


='=V-l- 

* 3 

* _ / 9. 

m \f  2 * 


ainsi  ces  valeurs  sont  égalés , et  se  réduisent  chacune  à 


3 
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c'est-à-dire  que  leurs  valeurs  numériques  sont  chacune  moitié  «le 
la  première. 

Donc,  en  supposant  le  dernier  terme  q positif,  l'équation  (i) 

3 t 

a une  racine  réelle  négative  , — 2 y/| , et  deux  racines  positives 

3 _ 

égalés,  y/?. 

Le  contraire  a lieu  quand  le  dernier  terme  est  négatif  ; c’est- 
à-dire  qu’elle  a une  seule  racine  positive  et  deux  racines  négatives 
égales. 

591  ....  3"....  — h — <T  o . Cas  irréductible. 

4 


Cette  condition,  qui  exige  nécessairement  qui'  />  soit  négatif, 
donne  pour  la  réduite  deux  racines  imaginaires  ; et  la  première, 
valeur  de  x se  présente  sous  la  forme 

1 1 ^ __ 

x = m + n ==V  M -+-  N -h  V M — N /—  1 • 

D'après  cela  , il  semble  au  premier  abord  que  cetje  valeur  de  x 
doive  être  imaginaire,  aussi  bien  que  les  deux  autres  qui  renfer- 
ment déjà  dans  leHr  expression  le  symbole  y/—  1 . L’éqnation  (1) 
aurait  donNses  trois  racines  imaginaires;  ce  qui  serait  en  contra- 
diction avec  le  premier  théorème  du  n°  314. 

Mais  on  peut  démontrer  que,  dans  les  expressions  des  trois  ra- 
cines, les  imaginaires  s’entre-détruisent , et  que  les  trois  racines 
sont  réelles. 

En  effet,  si,  en  admettant  (n“  174)  l’exactitude  de  la  formule 
du  binôme  dans  le- cas  de  l’exposant  fractionnaire  , on  pose 

m — ^ dans  (a  -+-  b t/  — iT  (nn  373) , 

3 • 

on  trouve  \ M -H  NV  — 1 = **  Q'  V — 1 » 

3 

\ M — = P-Qv'-i. 
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cc  qui  donne  m -+-  n = V M -+-  N’y  — t -I-  \ M — IV  — i = 2P  $ 
ainsi  la  première  valeur  de  x est  reelle , et  se  réduit  à 

X = 3.P. 

• ‘ • | 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a 


m -+-  n = 2P , m — n — 2Q  \j  — 1 , 
on  obtient , en  substituant  dans  l'expression 


m - 1-  n , m — n 


x = — P ih Q V — 1 . y — 3 = — PrjiQ^3  (n“  170). 

Ainsi  les  trois  valeurs  de  x sont  réelles. 

Le  dernier  cas  qiie  nous  venons  d’examiner,  et  sur  lequel  les 
analystes  se  sont  beaucoup  exerces,  porte  le  nom  de  cas  irré- 
ductible , parce  que , malgré  la  réalité  bien  prouvée  des  trois 
racines,  les  formules  obtenues  précédemment  ne  peuvent  être 
d’aucune  utilité  pour  leur  détermination.  En  effet , on  vient  de 
voir  que  l’on  ne  saurait  debarrasser  ces  formules,  des  imaginaires 
qu’elles  renferment,  qu’en  réduisant  la  première  valeur  de  x en 
une  suite  infinie ,’ rarement  convergente  ; et  ;il  est  impossible  , 
lors  même  que  la  sérié  est  convergente , d’obtenir  .les  expres- 
sions exactes  des  trois  racines.  On  est  donc  forcé,  dans  ce  cas , 
d’avoir  retoups,  pour  les  applications , aux  méthodes  de  la  réso- 
lution des  équations  numériques. 


592.  Au  reste,  la  condition  de  réalité  des  trois  racines  de 


IVquation 


,r3  px  ■+-  q — o , - 


est  une  conséquence  très-simple  du  théorème  de  M.  Sturni 
(n"  547). 

Si  l’on  applique  à cette  équation  la  règle  établie  dansre  numéro, 
on  trouve  pour  les  fonctions  X , X , , X , , X , , 

\i=xZx'!-\- p,  \,=z — 2/>x-3i /,•  X.,— — 4/,*'277î- 
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Cela  pose , pour  que  l'équation  ait  ses  trois  racines  réelles, 
il  faut  et  il  suffit  qu'en  substituant  successivement  — oo  et 
-+-  oo  dans  les  premiers  termes  de  ces  fonctions , on  obtienne 
3 variations  par  la  première  substitution , et  3 permanences  par 
la  seconde,  c’est-à-dire  qu’on  doit  avoir  l’une  des  deux  com- 
binaisons 


— — ou  — H-  — 


dont  la  dernière  est  la  seule  admissible , puisque  l’équation  est 
de  degré  impair. 

Or,  il  est  évident  que  les  deux  premières  fonctions  X , X , , 
donnent  respectivement.  — -I-  et  -t-  -H,  par  la  substitution 
de  — oc  et  de  oc,  sans  qu’il  en  résulte  aucune  condition  pour 
p et  q. 

Mais  pour  que  X^  X„  donnent  également h et  H — H , on 

voit  qu’il  faut,  i°  que  p soit  négatif;  2"  que  l’on  ait  — 4f“ — 279’ 
positif,  ou  4 p1  -+-  279,’  négatif,  condition  qui  renferme  implicite- 
ment la  première. 

Ainsi , la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  réalité  des 
irais  racines,  est 

2-Jÿ'<0,  0U'^-|-|-<O. 

Dans  le  cas  particulier  de  4 P3  -4-  279'  = o , comme  on  a alors 
X,  = o,  il  faut.nécessairement  (n°  347)  que  la  proposée  ait  deux 
racines  égalés  qu’on  obtiendra  en  annulant  X,,  ou  posant 

",  - — 1 p x — 3^  = o;  d’où  x=  — — . 

2 p • 


Mais  la  relation  supposée  donne 


=-Vf  ' 


d'où  substituant  dans  la  valeur  de  x et  réduisant , 

-vî 
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Ainsi  deux • des  trois  valeurs  de  x sont 
sième  est  d'ailleurs  nécessairement 


J w 

égales  à La  troi- 

3 

— 2 ^2*  P*'*8^110  P^■^ua,'0,1 


est  privée  de  second  terme. 

Lorsque  l'on  a \p>  4-  27  q1  o,  une.  seule  racine  est  réelle, 
et  les  deux  autres  sont  imaginaires. 

Tous  ces  résultats  s’accordent  avec  ce  qui  a été  dit  dans  les 
n°‘  587  et  suivants. 


Équatiài}  (lu  quatrième  degré. 

t 

595.  Soit  (1)  . x‘  4- px1  + ji+r  = o 

l’équation  à résoudre.  (Nous  supposerons  encore  l’equation  privée 
de  second  terme.) 

En  se  laissant  conduire  par  l’analogie , oft  peut  être  tenté  de 
faire  xy  4-  z,  c’est-à-dire  x égal  à la  somme  de  deux  autres  in- 
connues; c’est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a suivie,  en  em- 
ployant ensuite  plusieurs  artifices  d’analyse  pour  tirer  parti  de  sa 
méthode.  Mais  les  calculs  qui  se  rattachent  à cette  méthode  sont 
très-compliqués;  et  l’on  parvient  beaucoup  plus  promptement  aux 
expressions  de  l'inconnue  pur  l’introduction  de  trois  indéterminées. 

Soit  donc  fait  dans  l'équation,  (2)  x = y -h  1 4-  u ; 

il  vient,  par  l'élévation  au  carre, 

x’=  y*  4-  z’  4-  u-  4-  2(yz-hyu  4-  zu), 
ou  x!  — (y1  4-  1 1 -1-  u')=  a (yz  -hyu  4-  zù)  ; 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation, 
l’on  obtient 


x‘  — a(y’I-f-  *J4-  u^x1 4-(/!  4-  4- «’) 1 =4(j'1  ^,4-.y,«,4-*^K,) 

4-8/z«(/4-z4-«), 


ou , remplaçant  y 4-  z 4-  « par  x,  et  transposant , 

x'  — 2 (yJ  4-  s’  4-  (t’)x!  — 8/snx  4-  (_>■’  4-  »!  4-  «’)’ 

— 4 ( X1  *’  4-  f*  *’  -t- 


o. 
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Or,  pour  que  cette  équation  s’accorde  avec  la  proposée,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait 

i"  (3)  p — — 2 (/’  + s’  + u’),  d’où  y*  -+-  z1  -f-  u'  = — 

2°  rz=  (/*  — — t—  «*)  * — «’), 

d'où  (4)  y1  z’ -+- /’ u1  ■+•  z’  a’  = ^ — g-^-; 


3“  (5)  q — — 8 y z u,  d’où  yzu  — — g. 

Telles  sont  les  équations  de  condition  qui  peuvent  servir  à dé- 
terminer les  valeurs/,  z,  u,  dont  la  somme  formera  d’ailleurs  la 
valeur  de  x.  Or,  l’équation  (5),  élevée  au  carré , 


d’où  l'on  voit  que  les  carrés  y*,  z1,  u',  sont  tels,  que  leur  somme 
est  égale  à un  nombre  donné,  — ^ , la  somme  de  leurs  produits 

* P * Ar 

deux  à deux  , égale  à un  autre  nombre  donné  g — , et  enfin 

. * Q 3 

le  produit  de  ces  trois  carrés , égal  à g , . 

Donc,  en  vertu  des  relations  qui  existent  (n°  248)  entre  les 
coefficients  et  les  racines  de  l’équation  du  troisième  degré,  la  dé- 
termination des  s3,  u',  ne  dépend  plus  que  de  la  résolution  de 
l’équation  du  troisième  degre  • . 

ta  4-  - f*  -h'  - t — = o. 

2 16  64 

Si,  pour  faire  évanouir  les  dénominateurs,  on  pose  r=^,  il 
vient  (6)  P 4-  a psa  4-  ( p ' — 4 r)s  — q = o. 


Telle  est  la  réduite  de  l'equation  du  quatrième  degré. 

Désignons  par  s',  s",  s”',  les  trois  racines  de  l’équation  (6)  que 
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l’on  sait  maintenant  résoudre;  il  en  résulte 


r = ± y,  z = =h  , u — ± Jy Is"-, 


et , comme  on  a d’ailleurs  x— jr  -1-  t + «,  il  faut  combiner  ces 
valeurs  par  addition  , ce  qui  donnera,  en  apparence  , huit  valeurs 
différentes.  Mais  si  l’on  observe  que  l’on  a , pour  une  des  équa- 


tions de  condition , yztt 


1 

8’ 


on  ne  doit  tenir  compte  que  des  combinaisons  telles  que  le  produit 
des  trois  valeurs  de  y,  z et  u,  soit  positif  si  q est  négatif , et  négatif 
si  i y est  positif. 

D’après  cela , le  nombre  de  solutions  est  évidemment  réduit  à 
quatre,  savoir  : 

i°.  Lorsque  q est  négatif,  auquel  cas  la  proposée  est 


x*  -f-  px1  — qx  r — o , 

x — r+-  ïV'5'  ■+■  T yp*  "I- 

x = + y - * s/7  - y, 

*=-W?  + y - ¥/?, 

x = — y — y -+-  iV*"î 

dans  ce  cas,  les  trois  radicaux  doivent  être  positifs,  ou  l 'un  po- 
sitif et  les  tien. r autres  négatifs. 

2°.  Lorsque  q est  positif,  ou  que  la  proposée  est 

t ‘ » 

x'  -+-  px ■ H-  qx  -+-  r = o , 

# 

x = - y --y.-  y, 

x = - y/  y?  -+-  y, 

* = + y - y + y, 

* = + y + y - y-, 

( trois  radicaux  négatifs,  ou  un  négatif  et  deux  positifs). 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des  coef- 
ficients de  la  proposée,  il  faudrait  remplacer  s\  s",  s ”,  par  leurs 
valeurs  tirées  de  la  réduite;  mais  les  formules  que  l’on  obtien- 
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tirait  seraient,  comme  on  peut  en  juger,  extrêmement  compli- 
quées. 

Discussion. 

39i.  La  réalité  ou  l’imaginarité  des  racines  de  la  proposée 
dépend  essentiellement  de  la  nature  des  racines  de  la  réduite; 
ainsi  l’on  est  conduit  à établir  les  hypothèses  suivantes  : 

1°.  La  RÉDUIT*  PEUT  AVOIR  SES  TROIS  RACINES  RÉELLES.  Mais 

alors,  comme  son  dernier  terme  — q 1 est  essentiellement  négatif , 
iljs’ensuit  que  ces  trois  racines  sont  positives,  ou  bien  que  l’une 
est  positive  et  les  deux  autres  négatives  n"  318'. 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives , les  quatre  racines 
de  la  proposée  sont  nécessairement  réelles. 

Si  l’une  d’elles  seulement,  s'  par  exemple,  est  positive,  les. 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires , à moins  que  l’on 
ne  suppose  les  deux  racines  négatives,  s",  r",  de  la  réduite  (fi), 
égales  entre  elles , auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8)Tse  réduisent  à 

x = | </?—  J7,  — iV?,  j*/?. 

ou  bien  x = iy'?  — \/s",  — 7 V#  4-^,  7 'P,  7 V^i  . 

c’est-à-dire  que  , dans  ce  cas  particulier,  les  deux  premières  racines 
sont  imaginaires , et  les  deux  autres  sont  réelles  et  égales. 

20.  La  réduite  peut  avoir  un*  seule  racine  réelle.  Soit  s' 
cette  racine,  qui  est  nécessairement  positive  (pqisque  le  dernier 
terme — q1  est  négatif);  comme  les  deux  autres  racines  s"  et  s" 
sont  imaginaires,  si  l’une  est  de  la  forme  a -h  b \J — 1,  l’autre 
est  nécessairement  (n°  373)  de  la  forme  a — b — 1 ; or  , on  a 
(n°ISt) 

y a -+-  b y'—  1 = /n-4-yj  J — 1,  y a — b — 1 = m — n \j ■ — 1 ; 

d’où  i/a-+-b y/ — 1 -h  \'a  — b \J — 1=2  m, 

y a -f-  b y/ — 1 — \f  a — b \j  — 1—  2 n y — 1 ; 
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Jonc , quel  que  soit  le  signe  de  q dans  la  proposée  , les  deux  pre- 
mières racines  sont  n!ellcs  et  les  deux  autres  imaginaires  ; car  dans 
les  formules  (7)  et  (8) , les  expressions  des  deux  premières  racines 
renferment  et  \!sm  avec  le  même  signe;  tandis  que  dans  les 
expressions  des  deux  dernières,  ces  deux  radicaux  sont  affectés  de 
signes  contraires. 

En  récapitulant , on  voit  que  l'équation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  ses  quatre  racines  réelles  a la- fois  ou  imaginaires  h la  fois, 
ou  bien  avoir  deux  racines  réelles  et  feux  racines  imaginaires . 
(Ce  résultat  est  conforme  au  principe  établi  n"  Si 3.  ) 

Méthode  de  résolution  des  équations  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré  par  les  fonctions  symétriques. 

De  toutes  les  méthodes  que  les  analystes  ont  essayées  pour 
résoudre  les  équations  algébriques,  celle  qui  est  fondée  sur  la 
théorie  des  fonctions  symétriques , et  que  l’on  doit  à Lagrange  , 
est  sans  contredit  la  plus  féconde  et  la  plus  élégante,  quoiqu’elle 
entraîne  dans  des  calculs  assez  longs;  mais  du  moins  on  se  forme 
aisément  une  idée  de  la  manière  dont  elle  peut  être  appliquée  aux 
équations  d’un  degré  supérieur  au  quatrième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode , nous  allons  d'abord 
l'appliquer  à l'équation  du  second  degré. 

Equation  du  second  degré. 

391$.  Soit  x'  \-px  -f -q  — o l’équation  proposée. 

Appelons  a et  b ses  deux  racines;  on  a déjà (n° 248),  entre  ces 
racines  et  les  coefficients , les  relations 

a -+-  b — — p,  ab  — q. 

Si  l’on  pouvait  former  entre  a et  b une  autre  relation  du  pre- 
mier degre , l’on  aurait , pour  déterminer  ces  deux  quantités  , deux 
équations  du  premier  degre  ; et  la  question  n’offrirait  pjus  aucune 
difficulté. 

Désignons  donc  par  la  -f-  mb  la  fonction  de  a et  b qui  doit 
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entrer  dans  la  composition  de  cette  relation  inconnue  ; et  posons 

la  -f-  mb  = . z , 

I , m , i étant  des  quantités  qu’il  s'agit  de  déterminer. 

Comme  Ib  -+-  ma  donne , par  l’échange  des  lettres  n et  b , 
deux  combinaisons  différentes , la  -t-  mb  et  Ib  -f-  ma  , il  s’ensuit 
(n®  287)  que  l’équation  qui  donnera  la  valeur  de  z doit  être  du 
second  degré , et  de  la  forme 

(l)  [*  — [la  mb))  [z  — [Ib  ma))  — o; 

et  puisque  cette  équation  est  du  second  degré,  il  faut  du  moins 
tâcher  d’obtenir  qu’elle  ne  soit  qu'à  deux  termes,  ou  de  la  forme 
z1  — A , parce  qu’alors  une  simple  extraction  de  racine  suffira 
pour  la  résoudre. 

Or,  pour  qu’elle  se  réduise  à cette  forme  , il  faut  et  il  suffit  que 
les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition  Ib  -+■  ma  = — [la  -4-  mb); 

il  en  résulte  [l  + m)  [a  -f-  b)  = o ; 

mais  on  ne  peut  avoir  a -+-  b — o,  puisque  le  coefficient  du  se- 
cond terme  de  la  proposée  est  différent  de  o ; on  a donc  néces- 
sairement 

/ -f-  m — o,  d’où  l — — m. 

D’ailleurs , la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l’objet 
que  l’on  s’était  proposé  ; ainsi  m reste  indéterminé , et  l’on  peut 
faire,  pour  plus  de  simplicité,  m = i , ce  qui  donne  ! — — i« 
L’équation  (1)  devient  alors 

[s  -I-  [a  — 6)]  [*  — [a  — ù)]  = o ; 

ou,  réduisant,  (2)  z2  — a7 — b'--t-2ab  — o. 

Observons  maintenant  que  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
donne  (n®  292  ) 

S , = a b = — /> , S,  — — pS  1 — o.q  — pl  — 2 q , ah  — q. 


1 
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Substituant  ce»  valeurs  de  a 1 -t-  b ■ et  de  aatdàns  l'équation  (?)  j 
on  obtient  pour  cette  réduite, 

s"  — p 1 -H  4*7  — ° » d'où  s = di  y //>’  — 4*7- 

( Si  la  première  valeur  de  z représente  a — b , la  seconde  ex- 
prime celle  de  b — a.  ) 

Combinant  enlin  l’équation  u -+-  "b  =r  — p 

avec  la  relation  a — b = y/ p'  — 4 7» 

on  en  déduit  o = — - -h  - p1  — iq , l>  = — V /'1  — 4 7 » 

2 2 , 2 2 


ou  bien  æ 


C.  Q.  F.  T. 


Équation  du  troisième  degré, 

590.  Soit  j ‘ -f-  px  +f/  = o d’équation  à résoudre. 

Puisque  le  second  terme  manque  dans  cette  équation  , on  a 
déjà  entre  a , b , c , la  relation  «r-t-é-t-c=:o;si  donc  nous 
pouvions  former  deux  autres  équations  du  premier  degré  en 
a,  b , c,  les  valeurs  de  ces  quantités  pourraient  être  aisément  dé- 
terminées. 

Désignons  par  la  -+-  mb  -t-  ne  une  des  fonctions  qui  doivent 
entrer  dans  la  composition  des  équations  qu’il  s’agit  d’ «bleuir  , 
et  posons  (1)  la  - f-  mb  -f-  ne  ■=.  z. 

Comme  cette  fonction  donne  six  combinaisons  différentes  par 
l’échange  des  lettres  a,  b , c,  les  unes  dans  les  autres , savoir  : 

la  -t-  mb  -t-  ne,  Ib  A-  ma  ■+■  ne, 

la  -t-  me  -+-  nb , et  Ib  ■+■  me  -f-  na , 

le  -t-  ma  -t - nb,  le  -f-  mb  -+•  na , 

l’équation  d’où  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré  ; or, 

pour  qu’une. équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d’après  les 
principes  déjà  établis , il  faut  (n°  589)  qu’elle  ne  renferme  que  les 
exposants  G et  3;  c’est-à-dire  qu’elle  soit  de  la  (orme 

(2)  zc  -t-  A z1  -|-0  = o. 
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Tâchons  donc  de  déterminer  les  relations  qui  existent  entre  les 
six  racines  de  cette  dernière  équation , afin  d’en  déduire  celles  qui 
doivent  exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  a',  u",  les  deux  racines  que  l’on  obtient  immédia- 
tement en  posant  s3  = « ; 


d’où 


u'  + Au-(-B  = n, 


appelons  en  outre  i , a , a3,  les  trois  racines  cubiques  de  i ; on  a 


i°  ...  z = u ’ , z = ai/',  z = a3«'; 
2°  ...  z ==  a",  z — au",  z — a1  u"-. 


ainsi,  en  prenant  la  4- rnb  4-  ne  = z',  et  la  4-  me.  4-  nb  — z" 
pour  les  deux  combinaisons  principales , si  l’on  veut  exprimer  que 
les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  uneéquation  de  la  forme  (2), 
il  faut  et  il  suffit  que  l’on  ait  les  relations 


i°  le  - f-  ma  4-  nb  — a [la  •+-  mb  4-  ne), 

Ib  4-  me  4-  na  = a3  ( la  4-  mb  4-  ne  ) ; 

2°  Ib  4-  ma  4-  ne  = a.  (la  4-  me  4-  nb), 

le  4-  mb  4-  na  =r  a1  (la  4-  me  4-  nb). 

( Il  est  à remarquer  que  l’on  ne  doit  pas  égaler  indifférem- 
ment une  quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons  au  pro- 
duit de  a , ou  de  a3,  par  la  principale;  mais  il  faut  avoir  soin 
que,  dans  la  combinaison  prise  pour  le  premier  membre  de- 
là relation , aucune  des  lettres  a , b , c ne  soit  affectée  d’un 
coefficient  égal  à celui  dont  elle  est  affectée  dans  le  second  mem- 
bre ; autrement , on  serait  conduit  h des  relations  qui  implique- 
raient contradiction.  ) 

Les  quatre  relations  précédentes  peuvent  être  transformées 
ainsi  : 


( / — an  )c  4 - (m  — al  )a  4-  (« 

( / — a 3 m)b  4-  (/»  — a 3/i)c  4-  (n 

(/  — an) A 4-  (m  — a l)a  4-  [n 

( / — a : m)c  4-  (»/  — a ‘ n)b  4-  (n 

Alg.  B.,  9'  éil. 


am)b  = o j 
a‘l)a  = o, 
am)c  = o , 
a 3 / )n  = o; 
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et  ces  conditions  seront  évidemment  satisfaites  si  l’on  a sépa- 
rément 

l = oui,  m — al,  n = a/n, 

l = a’m,  m = a'n,  n = a’/. 

Or  celles-ci  se  réduisent  à deux  essentiellement  différentes, 
savoir  : m = al  et  n = a 1 / ; 

en  effet , on  a a3  = t ; d’où  a = — , et  a 1 = - ; 

a3  a 

donc  m = al  revient  à m = — d’où  / = a’/n  ; 

a 

de  même , n — %'1  revient  à n = d*bù  l — an-, 

a 

enfin  , les  mêmes  relations , m — ad,  n = a1  /,  divisées  l'une  par 
mi,,.  t 

l’autre,  donnent  — ~ ; d où  m — ~ n = a 3 n cl  n — a /«. 

n a.  a 

Donc  , il  suffit  de  considérer  les  deux  relations 
m = al  et  n = a’f. 

Comme  ces  relations  donnent  »?  et  n en  fonction  de  /,  et  que  / 
reste  indéterminé,  on  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité, 

l=l,  ce  qui  donne  m = a , n =s  a'; 

en  sorte  que  les  trois  valeurs  de  l,  m,  n,  ne  sont  autre  chose  que 
les  racines  cubiques  de  l’unité. 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  deux  expressions 

la  4-  rnb  -4-  ne  = z',  la  me  -t-  nb  = z"\ 

il  vient  a -h  ab  4-  a?c  — z’,  a 4-  ac  4- a 3b  = z". 

On  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons , et  former  ensuite  l’équation  en  z ; mais  ob- 
servons que , vu  la  forme  (a)  qu-’elle  doit  avoir , ses  six  racines 
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sont  comprises  dans  les  deux  équations 

a*  = i'3  = («  + «S  + «V)3,  ï3  = z"3=z  (a  -f-  ar  -f-  a36)3, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  l'équation  unique 

[s1  — (fl  -t-  a b -h  a’c)3]  [ï3  — (a  -h  sec  -h  a3ô)3]  — o. 

.Effectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coefficients  du  produit 
à ceux  de  l’équation  (2),  on  trouve 

A — — [(fl  ab  -+-  a3c)3  -h  (a  ■+■  ac  -+-  a3ù)3] , 

B = (a  -f-  ab  -f-  a3c)*  . (fl  -t-  ac  -f-  a34)*. 

Si  l’on  remonte  à la  composition  primitive  de  l'équation  en  2 , 
on  reconnaît  que  cette  équation  est  symétrique  en  a , b,  c ; ainsi 
les  coefficients  A et  B peuvent  (n°  2915)  s’exprimer  au  moyen  des 
coefficients  de  la  proposée;  et  la  difficulté  consiste  à évaluer  les 
diverses  fonctions  symétriques  dont  A et  B se  composent. 

Avant  d’aller  plus  loin  , rappelons-nous  que  1,  a,  a3,  étant  les 
racines  de  l'équation  y 3 — 1=0,  l’on  a 

«*  = l,  a‘  = a3.a  = a,  a4  = a3,  a“  = | . 

et  1 -f-a-f-a3  = o;  d’où  a-f-a*= — 1 . 

Cela  posé , développons  les  valeurs  de  A et  B;  il  vient 

l °. . . A = — [?.Tfl3  3 (a  -1-  a3)  T a1  b 1 2 abc\ , 

ou  A = — (2T fl3  — 3Tfl3è  -H  12  abc). 

Or,  les  formules  des  n°*  292  et  suivants,  appliquées  à l’équa- 
tion ar3  -h  px  -4-  7 = o,  donnent 

S,— o,  S,= — PS, — 2Q= — o.p,  Sj= — PS, — QS,—  3R= — 3</; 

d’où  Ta3é=S2S, — S.,  = — S,  = 3 7; 

d’ailleurs  on  a abc  = — 7 ; 

donc  A = — ( — 67  — 97 — 127)  = 277. 

2°. . . B = [(n  ab  -t-  a3c)  (o  ac  -f-  a3i)]3; 
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mais  (a  -4-  <xb  -+-  aV)  (a  -t  ac  -y~  »’*)  = Ta’  + («  + a3)  Tn<> 

= Ta3  — T ab  ; 

d’ailleurs  , on  a Ta’  — S,  = — 2 p,  T ab  = p~, 
ainsi  B = ( — 3/>)3  = — i^p*', 

donc  enfin , l’on  obtient  pour  l’équation  en  z , 
z‘  -y-  iqqz1  — 27/»’  = o. 

Cette  équation  donne  d’abord 

oubien  *’=V(-f±V^T“H^); 

d’où  l’on  tire,  pour  les  valeurs  de  z'  et  de  z", 

a’  = 3yO/+v/j+^,  *"=3 

Ces  valeurs  étant  connues , pour  obtenir  celles  de  a,  b,c,  il  suf- 
fit de  combiner  les  trois  équations. 

a -4-  ab  -+-  a3c  = z', 
a •+■  z?b  -t-  ac  = z", 
a -y-  b -y-  c = o, 

dont  la  dernière  exprime , comme  nous  l’avons  déjà  vu , que  la 
proposée  est  privée  de  second  terme. 

D’abord , l’addition  de  ces  trois  équations  donne  , en  vertu  de 

la  relation  i+a+a’  = o,  3a  = z'  -f-  z’ , 

z!  -y- z 

d’où  l’on  déduit  a — — ^ — > 

ou,  remplaçant  z!  et  z'  par  les  valeurs  ci-dessus , 

•^-ïVV’^v'  Vfly 

c’est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n°  580. 
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Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par  ci,  la  seconde 
par  a1,  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équation  ; l’on 
obtient 

a z'  -{-  ofz" 

3c  =r  stz'  4-  a’ï",  d’où  c — = = <zm  4-  a’//, 


ni  et  n désignant  toujours  (n"  586)  les  deux  radicaux 

Enfin , multiplions  la  première  par  a’  et  la  seconde  par  a , puis 
ajoutons;  il  vient 

t y? Z»  CüZ> 

3 b — aV  -t-  az",  d’où  b =z  - - = u‘m  4-  eut. 

Ce  sont  encore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode. 

Équation  ilu  quatrième  degré. 

597.  Soit  x‘  -t- p*’  -t-  qx  4-  r = o l’équation  à résoudre. 

Comme  on  a déjà  la  relation  «4-  A + c + rf=o,  il  faut  tâcher 
d’obtenir  trois  autres  relations  du  premier  degré  en  a,  b,  c,  d. 

Désignons  par  ha  -|-  Ib  4-  me  -f-  ad  l’une  de  ces  fonctions  dont 
il  s’agit  de  trouver  la  valeur.  Puisque,  en 'permutant  les  lettres 
a,  b,  c,  d,  de  toutes  les  manières  possibles,  on  pourrait  (n°  148) 
former  aj  combinaisons  différentes,  il  s’ensuit  que  la  réduite  en  z 
serait  du  vingt-quatrième  degré  ; ainsi  nous  devrions  faire  en  sorte 
de  la  ramener  il  la  forme 

à"  -f-  As,K  -t-  Bz*  4-  C = o , 

pour  qu’elle  fût  résoluble  à la  manière  de  celles  du  troisième.  Mais 
d’abord  il  est  possible,  à l’aide  de  quelques  artifices  d’analyse,  d’a- 
baisscr  son  degré. 

En  effet,/,  /,  ni,  n étant  des  indéterminées , on  réduit  le  nom- 
bre des  combinaisons  à douze  par  la  supposition  de  h — l. 

Faisant  ensuite  ni  = n,  on  obtient  les  six  combinaisons 

l{a  + b)  4-  m [c  -f-  d),  l(c  -t-  d)  -f-  m{a  -f-  b), 

l{a  -t-  c)  -I-  m(b  4-  d),  et  l(b  + d)  4-  m(a  4-  c), 

l(a  -t-  d)  4-  m(b  4-  c ),  /(i  + f)4-  ni  ( a 4-  d)  ; 

toutes  les  autres  rentrent  évidemment  dans  celles-là. 
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Cela  posé , puisque  la  nouvelle  équation  en  z est  du  sixième 
degré,  il  faut  tâcher  de  la  ramener  à la  forme 

(2)  z“  -+-  Az>  -+-  Bz3  C = o ; 

ce  qui  exige  que  ses  racines  soient  égales  deux  à deux  et  de  signes 
contraires.  Or,  il  est  évident  que  l'on  satisfera  à cette  condition 
en  posant  l — — m = 1 j car  alors  les  combinaisons  précédentes 
deviendront 

a + b — (c-+-rf),  c -4-  d — (a  + b), 

a -h  c — ( b-\-d ),  et  b d — (a-f-c), 

a ■+-  d — (<i  c),  b -h  c — («  -4-  d). 

Observons  que  les  combinaisons  placées  sur  une  même  ligne 
horizontale , sont  égales  et  de  signes  contraires  ; donc , en  multi- 
pliant entre  eux  les  facteurs  du  premier  degré  en  z qui  corres- 
pondent à ces  valeurs , on  obtiendra  pour  la  réduite , 

[z3  — (n  -4-  b — c — r/)3]  X [z’ — (a  -f-c  — b — </}5] 

X [*’ — {a-hd — b — c)’]  = O. 

Cette  équation  étant  évidemment  symétrique  en  a,  b,  c,  d, 
ses  coefficients  j>euvent  s’exprimer  au  moyen  des  coefficients  de  la 
proposée  ; mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les 
considérations  suivantes  : 

D'abord  (a  -f-  b — c — d)' , développé,  revient  a 
(«  + 6 + c + rf)'  — 4(ac  ■+■  ad  -h  ôc-f-  bd  ); 

mais  on  a 

a b H-c  -(-</=  o , et  ub ac-k- ad  + bc-\- bd -\-cd— -, 

donc  — (a-t-è  — c — d)1  = 4/>  — ^{ob  -+■  cd\  ; 

on  trouverait  de  même 

— (n-4-c — b — d)J  r=  4p  — 4 {ac+bd), 

■ — ( a-+-d — b — c}3  ~ 4 P — 4 H — ^ c )• 

Ainsi , soit  pose  (3)  z3-4-4/'  = 4“> 
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l’équation  en  z se  change  en  celle-ci  : 

[u  — [a  b -|-  cd) ] [h  — [ac  -+-  6rf)}  [o  — [ad  -+-  6c)]  = o , 
équation  de  la  forme  u'  -+-  A'  a’  -+-  b’u  -+-  C'  = o , et  dont  il 

ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficients. 

Or  on  a,  i°...  A'  = — («6  ac  ad  -4-  6c  -t-  bd  4-  cd)  =r — p. 

2° B'  = ( ab  -f-  cd)(dc-+-  bd) («6-t-crf)  [ad  -+-  6c) 

-4-  [ac  -h  bd)  [ad  -+-  6c) , 

ou,  développant  et  employant  les  notations,  B'=Ta’6c; 
mais  la  formule  du  n°  294  , 

Ta"bi’cP  = ***(*V)*  2S"+¥ 

2 ’ 


devient,  dans  l’hypothèse  de  n — 2 et  p = 1 , 

T«>6c  = Sffl)»-2SA-(S,)»+aS, 

2 

d’ailleurs  la  proposée  étant  x‘  + px‘  -t-  ijx  -+-/•=:  o , 

on  a S,  = — P“  o,  S,  = — ?.Q  = — o.p,  S,  = — _3R  — — 3 </, 

s,  = — qs, — 4s  — 2 p*  — 4r> 

d’où  , substituant  dans  la  valeur  B'  = In'bc , 


B'  = Wbc=  = - 4,.  . 


3° C'= — ( ab-\-cd ) (ac-t-6</)  («rf-f-6c), 

et  en  développant , C'  = — (Ta’6’r’  -f-  abedyc.  T(/J). 
Or  la  formule  du  n"  294  , 

*i~  n t a M (S.)*—  3S-„S.4-aSM 

Ya*b*c*  = ^ , 

h 

devient , dans  le  cas  de  n = 2 , 
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d'ailleurs  on  a déjà  trouvé 

S,=o,  Sj  = — 2 p,  S,  = — 37,  S t—ip1  — 4 ri- 
d’où  S,  = — QS,  — RS,  — SS,  = — 2 p-  -+-  4 pr+  3r/'  2 pr 

= — o.p1  -f-  6/>r-i-  37  '. 

Donc 

0 

ou , en  réduisant , Ta’i’r’  = 7’  — 2 pr. 

On  a enfin  nbcd,  ou  le  dernier  terme  de  l’équation  , égal  à r , 
d’où  nbcd  X Ta1  = nbcd  X S,  = — 2 pr ; 

donc  C'  = — 7’  ipr  -+-  7.pr  — ^pr  — q1. 

Ainsi  l’équation  en  u devient 

«3  — pu ’ — 4 r«  -+-  4 Z3'"  — 7S  r=  o. 

Remplaçant  maintenant  u par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3), 

1 z1  -\-/Lp 

c'est-à-dire  par  — -f , ou  plutôt  par  z -+-/>,  afin  de  conserver 

4 

la  réduite  au  troisième  degré  et  "d’avoir  des  coefficients  plus  simples, 
on  obtient  finalement  pour  résultat , 

(4)  . Z3+  2/»*’  -+-(/>’  — 4r)*—  ^'=0, 

équation  identique  avec  la  réduite  obtenue  (n°  391)  d’après  la 
première  méthode. 

Si  l’on  désigne  par  z’ , z" , z ” , les  racines  de  cette  équation  , 
4z' , 4 z"  , 4*' , seront  nécessairement  les  carrés  des  trois  combi- 
naisons 

a b — c — d,  u -f-  c — b — d,  a -h  d — h—c, 

puisque  l’on  a remplacé  dans  l’équation  primitive  en  z,  z’  par  I\z. 
Ainsi  l’on  a pour  valeurs  de  ces  combinaisons  , 

a -h  b — c — d = ± 2 v'î' , 
n + r — h — d = z fc  2 y'z" , 
n d — b — c=±2  y/ z 
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Combinant  ces  trois  relations  avec  l’équation  déjà  établie , 
a -hb-hc-\-d— o, 
on  trouve  premièrement , par  leur  addition, 

4a  =±  2 yV  ± a y'*"  rh  2 

d’où  a =dh  - dt  - ^z"  zfc- 

2 2 2 

Secondement , ajoutant  la  première  et  la  quatrième,  puis  sous- 
trayant de  leur  somme  celle  des  deux  autres,  on  obtient 

46  = ±2 \[z 7 qz  2 y/z" qz  2 v^s"' , 
d’où  b = ± - v'z'q;  - v'?'’ - v^"7 ; 

on  trouverait  par  des  moyens  analogues, 

c^zp^'zt^'qz^ 

^ Vo- 
ulais il  se  présente  ici  une  difficulté  analogue  à celle  que  l’on  a 
rencontrée  dans  l’emploi  de  l’autre  méthode  : elle  est  relative  aux 
signes  dont  les  radicaux  doivent  être  affectés.  Pour  déterminer 
ces  signes,  il  suffit  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

a -h  b — c — d , a — t-  c — b — d , n 4-  d — b — c. 

Or  , en  les  multipliant,  on  obtient  pour  produit , . 

Ta5  — T a' b -+-  2 T abc, 

et  comme 

Ta5  = S,  = — 3^/ , T a'b  — S,S,  — S,  = 3 7 , T abc  = — 7 , 
il  en  réstdtc 

(n-t-6 — c — d)  (a-hc  — b — d)  (a  + d — b — c)  = — 87, 
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ce  qui  prouve  que  les  radicaux  y/?,  \Jz",  y /z",  doivent  être  af- 
fectés de  signes  tels  que  leur  produit  soit  positif  si  q est  négatif , 
et  négatif  si  q est  positif. 

On  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  valeurs  que  celles  qui  ont  été 
obtenues  par  la  première  méthode. 

398.  Scolic  général.  — En  appliquant  la  même  méthode  à 
l’équation  du  cinquième  degré , on  devrait  chercher  la  valeur  d’une 
fonction  de  la  forme  ha  -+-  X b + te  - 4-  nid  -+-  ne.  Comme  les  cinq 
lettres  a,  b,  c,d,  e,  fournissent  24x5  ou  120  permutations 
différentes  (n°  448),  il  s’ensuit  que  la  détermination  de  cette  fonc- 
tion dépendrait  d’une  équation  du  cent  vingtième  degré,  dont  il  fau- 
drait ensuite,  à l’aide  de  quelques  artifices  d’analyse,  faire  en  sorte 
d’abaisser  le  degré.  Mais  jusqu’ici  les  efforts  que  l’on  a tentés  pour 
obtenir  une  réduite  convenable  ont  été  infructueux  ; et  l’on  doute 
si  jamais  on  y pourra  parvenir,  à cause  de  la  longueur  et  de  la 
complication  des  calculs. 

Depuis  longtemps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  au  pro- 
blème de  la  résolution  générale  des  équations,  problème  qui  ne 
peut  être  d’aucune  utilité  dans  les  applications  numériques;  le 
seul  avantage  qu’offriraient  les  résultats , serait  de  confirmer  la 
proposition  hypothétique  (n°  23o):  Toute  équation  a au  moins  une 
racine. 
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CHAPITRE  X. 

Complément  (le  la  théorie  des  Suites. 


§ Ier.  — Des  séries  récurrentes. 


399.  Nous  avons  vu  (n°  183)  que  les  fractions  algébriques 

rationnelles  de  la  forme  ■ . " ,,  , . . . . donnent 

a'-hb'x  a'+i'i  + cV 

lieu  à des  séries  d’une  nature  particulière,  connues  sons  le  nom  de 
séries  récurrentes.  Or  on  peut  se  proposer,  sur  ces  sortes  de  séries, 
deux  questions  analogues  à celles  que  nous  avons  résolues  pour 
les  progressions  par  quotient,  qui  sont  d’ailleurs  elles-mêmes 
(n°  198)  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a pour  objet  de  déterminer  le  terme 
général  d'une  série  récurrente,  c’est-à-dire  une  expression  à l’aide 
de  laquelle , le  rang  d’un  terme  étant  donné , on  puisse  obtenir  la 
valeur  de  ce  terme  sans  être  obligé  de  former  d’abord  tous  ceux 
qui  précèdent. 

La  seconde  a pour  but  de  revenir  de  la  série  récurrente  à la  frac- 
tion génératrice , ou , ce  qui  est  la  meme  chose , de  déterminer  la 
somme  des  termes  de  la  série. 

Nous  supposerons  que  l’on  ait  revu  avec  attention  ce  qui  a été* 
dit  aux  n°*  183  et  184  sur  les  séries  récurrentes. 


Première  question.  — Détermination  du  terme  général. 

400.  Pour  passer  du  simple  au  composé,  considérons,  en  pre- 
mier lieu,  la  fraction  — - , qui , comme  on  sait , donne,  nais- 

a'  -t-  b1 x 1 

sance  à une  série  récurrente  du  premier  ordre. 
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On  a trouve  (n"  179) 


• n a a b'  a b'''  a 

a'  ri-  b'x  a'  a'  ' a'  X a'  ' a',X  a' 


or  cette  série  n’est  autre  chose  qu’une  progression  par  quotient 

dont  le  premier  terme  est  — , et  la  raison  — —x-,  dohe,  d’après  ce 
a a * 

qui  a été  dit  au  n°  I9U , le  terme  général  de  cette  série,  ou  le 

a t b'  N*- 1 
«"**  terme  , est  — . 1 x I 


401.  Soit  maintenant  la  fraction 


a ri-  bx 

7Tb‘x--riVx‘’(l"el  onPcut» 


pour  simplifier,  mettre  sous  la  forme 

a -f- 


(•) 


en  posant 


a ' -f-  6'x  -+-  x’  ’ 


b - «'  , V e. 

a,  ?=e,  -,  = «»  et  ^ = 6 • 


Désignons  par  x — p et  x — q les  deux  facteurs  du  trinôme 
x’  fi'x  -t-  a.'  ; et  concevons  qu’on  ait  pu  décomposer  l’expres- 
sion (i)  dans  la  somme  des  deux  fractions  simples 

A B 

x — p x — q 

Comme  chacune  d’elles  donne  lieu  à une  série  récurrente  du 
premier  ordre,  si  l’on  forme  ces  deux  séries  séparément,  ainsi 
que  le  terme  général  de  chacune  d’elles , la  somme  des  deux 
termes  sera  le  terme  général  de  la  série  du  second  ordre;  donc 
la  difficulté  consiste  à déterminer  A et  B de  manière  qu’on  ait 
l’identité 

a ri-  tr  A B 

a -+-  Ç'x  x;  x — p x — q 

Or,  si  l’on  réduit  les  deux  termes  du  second  membre  au  même 
dénominateur,  il  viendra,  à cause  de  a'-t-S'x-f-x’  — (x — p)(x — q , 

a -t-  6x  = A (x  — q)  -f-  B (x  — p)  ~ (A  -4-  B)  x — ( \q  -f-  B p)  ; 
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tuais  cette  équation  doit  exister  quelle  que  soit  lu  valeur  de  x; 
ainsi  (n°  i80)  l’on  a séparément  A 4-  B = S,  Ai/  4-  B/;  = — *; 
d’où  l’on  déduit 

A = + a,  B = + 8. 

P — H P — 7 

A et  B étant  déterminés , si  l’on  compare  les  deux  fractions 
, à la  fraction  - / . , , pour  laquelle  le  terme 


x — p x — q'  x'  4-  b'x 

• » (l  ( b*  1 

general  est  (n°  598)  -4 — -p.xj  > v<ent,  pour  le  ternie  gé- 
néral de  la  série  qui  correspond  à l’expression  (t) , 

-MH"- “(H"  on 

expression  dans  laquelle  il  ne  s’agirait  plus  que  de  remplacer  A et 
B par  leurs  valeurs  obtenues  ci-dessus. 


Soit , pour  exemple , 


3 — ix 


3 4-  2X  — x1  ’ — 3— + 

l'équation  x’ — ax  — 3 = o étant  résolue , donne  x=3,  x=  — i ; 
d’où  x1  — 2X  — 3=(x  — 3)(x-f-  t). 


— 3 -t-  2X 


B 


, on  obtient , 


Si  l’on  pose  — -,  

— 3 — ax— t-x’  x — 3 x-t-i 

en  chassant  les  dénominateurs  et  en  réduisant, 

— 3 4-  2X  = (A  B)  x -t-  A — 3B  ; 

d’où  A+B  = 2,A  — 3B  = — 3 ; ce  qui  donne  A = 7,  B = 

4 4 


Donc,  en  vertu  de  la  formule  — ( — 4-  — Ix"- 1 le  l< 

\P"  </*/ 

3 aj 

ncral  du  développement  de  s est 

3 4-  2X  — X7 

~ [4  • *=■•  + \-  r-Tp]^1- 


TITIO 
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Soit 


nKTF.RMIHATIOX  DU  TKRMf  CKXtRAL 

= i ; cette  expression  devient — ^ — 0x°, 


ou-t-  i . 


n = 2 . . 

+ 

IfO 

1 

ou 

-fx’ 

n = 3.. 

ÎV. 

ou 

1 1 . 

-h  — -r, 

Il  ; 

5 

V4-31 

••  ~ (p;  + 

4/ 

lh 

QU 

9 

27 

On  a donc,  pour  le  développement  lui-mème, 


3 — xr 


4 


3 -+-  xr  — x 2 ' 3 


il  34 

X! — X ' .... 

9 


résultat  qu’il  est  facile  de  vérifier  par  la  réduction  en  série  d’après 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  le  principal  avan- 
tage qu'on  retire  de  la  détermination  du  terme  général , c’est  de 
pouvoir  obtenir  un  terme  de  rang  quelconque  sans  passer  par 
tous  les  termes  intermédiaires. 

402.  Cas  particuliers.  — iu.  La  méthode  précédente  est  en 
defaut  lorsque  les  deux  racines  du  trinôme  x’  -+-  ê'x  -1-  a! 
sont  égales  ; car  alors  les  valeurs  de  A et  de  B deviennent 
— f-  ot  Go  + a 

S. et , c’est-à-dire  infinies;  et  en  effet,  on  con- 


çoit  que  la  somme  des  deux  fractions 


ne  peut 


x — p x — p 

reproduire  une  fraction  dont  le  dénominateur  est  du  second 
degré  en  x. 

Mais  observons  que  , dans  ee  cas  , la  fraction , devenant  alors 


(») 


(x  —Py  ’ 


j>eut  se  mettre  sous  la  forme 


(x  — Py 


Sx 
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ou  bien  encore  — 

(*  — P)' 

expression  qui  se  réduit  à 


6(*~  P) 

Ax—p y ix—py' 

a -{-tp  6 

{x—pY  x—p 


Or  la  seconde  partie  de  cette  expression  donne  lieu  à une 
série  récurrente  du  premier  ordre , qui  a (nn  599  ) pour  terme 

général,  — ^-^^x"-'. 

Quant  à la  première  , elle  revient  à 

a -4-  €/>  / x\~~1 

(«  + 6 p){p  — *)-,>  °u  —p~ - • y — - j » 


mais,  en  développant  ce  second  facteur  par  la  formule  du  bi- 
nôme, on  a 


n désignant  le  rang  d’un  terme  quelconque  ; donc  le  terme  génê* 
ral  correspondant  à la  première  parue  est 


a -+-6/J  »x’“' 


ou 


«(a  -+-  €/>) 

p"  + < 


Ainsi , le  terme  général  qui  correspond  à la  proposée  (2)  est 
■6/») 


L pn*'  p* J 


nx  ( n — 1 ) 6» 
ou  — . x* 


405.  — 20.  Les  cas  où  les  deux  racines  p et  q sont  imaginaires  , 
semblent  aussi  faire  exception  à la  méthode  du  n°  400,  puisque  l’ex- 
pression du  terme  général  renferme  les  quantités  p et  q , et  qu’a- 
lors  cette  expression  doit  être  elle-même  compliquée  d’imaginaires. 
Mais  il  est  facile  de  s’assurer  que  les  imaginaires  se  réduisent  et 
disparaissent  tout  à fait. 

F.n  effet,  si  l’on  remplace  dans  — + -5;^  x"-',  A et  B par 
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leurs  valeurs  trouvées  au  n”  599 , il  vient 

(6?  -+-  «)/>”—  (6/>  -fra)y" 

Pm9m(p  — <l)  ‘ X ’ 

expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

f a(^'‘  — 9*)  , e(/>— g"-')  "1  x„_ , 

— ?)  p*~'<i*~'(p—q)  J 

Cela  pose,  si  l’on  a p r s y/  — i , 

on  a aussi  nécessairement  q ~ r — r y*  — i ; 
d'où  pq  =:  r'-hs’,  p"  qm~  (r1  -+-  s’’)’,  p*~'q’~ ' = (r1 
/»  — q = zs\  — i , p” — qn=  (r-+-f  ^ — i )* — (r — s y/ — i)"=  2*  V — ' 
( en  développant  par  la  formule  du  binôme  et  réduisant  ) ; 
enfin  p'-'  — q*~'  = aX-'  — i • 

Le  terme  général  devient  donc 

2a X . yf— i 26X' . y/—  i 

(/•■'-t-r3)*.2j^ — i (r1 +JT1)"-' . 2.v  ^ — i 

«X  6X'  1 , 

expression  tout  à fait  débarrassée  d'imaginaires. 

Remarr/ttc.  — En  réfléchissant  sur  la  marche  que  l’on  a suivie 
pour  la  détermination  du  terme  général  relatif  à une  série  récurrente 
du  second  ordre , on  aperçoit  facilement  que  la  question  est  ra- 
menée à ta  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions 
simples  dont  les  dénominateurs  soient  les  facteurs  du  premier 
degré  , du  dénominateur  de  la  fraction  proposée. 

Cette  question  incidente  étant  d’une  très-grande  importance 
dans  la  haute  analyse  , nous  en  donnerons  encore  la  solution  pour 
une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  troisième 
degré  en  x. 
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Décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples. 

7.  — f-  -f-  «yx2 

404.  Soit  — — ; ■ la  fraction  proposée  : 

a'+È'ü+yi'- f-x’  ^ K 

et  désignons  par  x — p,  x — q,  x — r,  les  trois  facteurs  du  déno- 
minateur, que  nous  supposons  d'abord  réels  et  inégaux. 


Posons  ( i ) 


a -t-  6 jt  -f-  yx1  A B 

a'-|-  G'x-h  y'rM-  x1  x — p x — q 


A,  B,  C étant  des  quantités  qu’il  s’agit  de  déterminer. 
Réduisons  au  même  dénominateur,  et  observons  que 


J ■+■  6'  x -t-  f x'  -t-  x3  = (x  — p)  (x  — q)  (x  — r)  ; 

il  vient 

i 4 A(x—  l)(x~  r)  \ 

(2)  Ja4-6x-+-7X3=  | -h  B(x  — p)(x—  r) 

( ( 4-  C(x  — p){x  — q)  ) 


C 


On  pourrait,  comme  dans  le  n"  400,  effectuer  les  calculs, 
puis  comparer  les  deux  membres  terme  à terme,  ce  qui  donnerait 
entre  A,  B,  C,  trois  relations  desquelles  on  déduirait  ensuite 
les  valeurs  de  ces  quantités  ; mais  , par  une  considération  par- 
ticulière , on  parvient  plus  simplement  à la  détermination  de  ces 
valeurs. 

Comme  les  équations  (i)  et  (a)  doivent  exister  quelle  que  soit 
la  valeur  de  x , et  que  , de  plus  , A , B , C , sont  indépendants 
de  x,  il  s’ensuit  que  si,  pour  une  valeur  particulière  attribuée 
à cette  lettre , on  parvient  à déterminer  des  valeurs  correspon- 
dantes pour  A , B , C , ces  valeurs  conviendront  également  aux 
équations  (i)  et  (2).  Or,  si  l’on  fait  successivement  dans  l’équation 
[i)fx=p,  x=q,  x = r,  il  vient 


i°.  pour  x = p,  a -4-  Zp  + yp’  = A (p — q)(p — r) , 


ce  qui  donne 

2".  pour  x — q, 

3°.  pour  x — r, 
A! g.  B.,  çf  éd. 


a -4-  &p  -f-  yp 1 

{p  —1  )(p—n’ 

a -f-  6<y  -4-  yq‘ 

(7  —pH'l-r)' 

('—  r)(r—  '/)’ 
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403.  Cas  particuliers.  — i°.  Supposons  p — q — r ; la  décom- 
position précédente  ne  peut  plus  avoir  lieu , car  les  coefficients 
A , B , C , deviennent  infinis. 

Mais  en  suivant  une  marche  analogue  à celle  du  n°  409 , on 
peut  poser 

a 6x  + yx1 A B C 

(x—pY  ~ (x—p y + (x—Py  + x — p ’ 

et  essayer  de  déterminer  A,  B,  C,  d’après  cette  décomposition. 
Pour  cela , chassons  les  dénominateurs  ; il  vient 

a -4-  6x  -4-  yx’  — A -4-  B (x  — p)  + C(x  — />)’. 

Soit  d'abord'  x-p-,  il  en  résulte  A = a -H  6/>  -4-  -/p1  ; et  l'équa- 
tion devient , quand  on  y met  cette  valeur  de  A , 

6 (x  — P)  -f"  7 (x ’ — P1  ) = B (*  — P)  + C (x  — p)', 
ou , divisant  par  le  facteur  commun  (x  — p), 

e -+-  7 (x  4-  p)  = B -t-  C (x  — p). 

Faisons  de  nouveau  x = p ; on  trouve 

B — 6 -f-  27 p ; 

d’où,  remplaçant,  dans  l’équation  que  l’on  vient  d’obtenir,  B 
par  cette  valeur, 

7(x  — p)==  C(x  — />);  donc  C = 7. 

Ainsi,  l'on  a l’identité 

a -f-  6x  -4-  yx3  a -4-  6/j  -f-  7 p1  6-4-27/1  7 

a'-t-  6'x  -f-y'x’-f-  x5  (x  — pY  (x — pY  x — p * 

résultat  dont  il  est  aisé  de  constater  l'exactitude  en  réduisant  en 
une  seule  les  fractions  du  second  membre. 

2".  Soit  p — r,  ou  a'  -t~  6'x  4-  7'x1  -4-  x3  de  la  forme 
(x  — pY  (x  — q)  ; et  essayons,  dans  ce  cas,  la  décomposition 
suivante 

a -t-  6x  -4-  7X 3 A B C 

(x  ~ PT  (*  — l)  ~ (*  — P)‘  x — p x — q ’ 
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si  l'on  chasse  les  dénominateurs , on  obtient 
a -h  6x  -+-  yx*  = A (x  — q)  ■+■  B (x  — p)  (x  — q)  ■+■  C(x  — p)K 


<l)> 


Cela  posé,  soit  x — p\  il  vient  a -+-  S/j  4-  yp7  — A (p 

relation  d’où  l'on  .tire  A = * + !P  a 

p—q 

Mettant  pour  A sa  valeur  dans  la  seconde  équation  identique, 
et  transposant , on  trouve 

— a(x  -p)—èq(x—p)-h  ypx  (x  — p)  — yq  (x»  — p1) 

= [P  — ?)[B(X— />)  (*  — •/)  + C(x  — />)»]; 

si  l’on  divise  par  x — />,  et  que  l’on  fasse  ensuite  x — p,  cette 
dernière  identité  donne 


B = — — 


— 7 P'+  °HJ<1  ) 


(/>  — ?)’ 


Enfin , si  l’on  fait  x = q dans  la  seconde  des  deux  identités,  on 

• f - . i'.'ian 

, . , . „ a -f-  Se  -f-  yq- 

en  déduit  C = — ^ — . 

(P  ~ '/)’ 

Nous  ne  considérons  point  le  cas  où  deux  des  racines  du  poly- 
nôme a!  -+■  ê'x  -+-  y'x1  sont  imaginaires,  puisque  nous  avons  déjà 
vu  que  l’expression  du  terme  général  peut  être,  dans  ce  cas , débar- 
rassée d’imaginaires.  , ' 

406.  Il  est  facile  d’étendre  la  marche  précédente  à une  fraction 
rationnelle  d’un  ordre  quelconque;  mais,  pour  compléter  ce 
qui  a rapport  à la  détermination  du  terme  général  d’une  série  ré- 
currente, il  nous  reste  à indiquer  comment  on  peut  obtenir  le 

terme  général  relatif  à chacune  des  fractions,  telles  que  , 

(x — pf 

A ^ 

p auxquelles  on  est  conduit  par  cette  mé- 


(x— pÿ’  (*- 
thode. 


Soit  d’fibord  l’expression 
qui  revient  à 


(x—pY’ 

A(*  p)~*y  OU  *. 


42. 
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On  a 


(-?)" 


, x 3.4  3-4-5  x3 

1 +3.  — 1 . - H . - 

p 2 p’  2.0  />’ 


et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 

3-4 .5.6. . . .(n — i).n.(n-t-i)  x"~ 
2. 3.4*5. . . .( n — 1) 

on  , en  simplifiant , 


«-1  > 


o(n+i)  x*-1 

r%  n 11  “ I ^ 


donc  le  terme  général  de  l’expression  proposée  est 

A n(n-hl)  x’-'  n(n- 4-1)  A 

— — . nubien j— .x"-'. 

P*  2 p*  1 2 p"** 


p3' 

De  même, 


(x—pY 


revient  à 


1 ?(’-;)"• 


mais 


“ (-*)” 

série  dont  le  terme  général  est 


. x 4.5  x3  4-5.6  x3 

1 +4.-+ï-.-  + t— 

p 1 p*  2.3  p3 


4- 5. 6. 9.. ..  {n  — i).«.(/»-f-i)  («  -t-  2)  x"-1 


2. 3. 4- 5. 6. 7.  . .( n — 1) 


ou,  en  réduisant, 


n(n  +1)  (n-i-2)  x"-' 


1.2.3  p"~'3 

donc  on  a , pour  le  terme  général  de  l’expression  proposée , 

A x—  on bjen Mfc+i)(*+a)  _A 

P 1 2.3  p"-1  2.3  p"  + » 


P'  2.3  P 

et  ainsi  de  suite. 


Seconde  question.  — Sommation  des  séries  récurrentes. 

Cette  question  sc  divise  en  deux  parties  : 

Ou  l’on  demande  la  somme  des  termes  de  la  série  tout  entière, 
c’est-à-dire  la  fraction  génératrice  qui  a donné  lieu  à cette  série  , 
ou  bien  , la  somme  d’un  nombre  limité  de  termes. 

La  première  partie  est  la  plus  facile  à traiter. 
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WJ.  Première  partie.  — Soient  A,  B,  C,  D,  E , F,...  les 
termes  d'une  «crie  récurrente;  et , pour  fixer  les  idées , supposons 
que  la  série  soit  du  troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire 
s’appliquera  aisément  à une  série  d’un  ordre  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à celle  qui  a été  suivie  (n°  195)  pour  les 
progressions  par  quotient. 

Désignons  par  p,  q,  r,  les  quantités  qui  forment  l’échelle  de 
relation,  c'est-à-dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il  faut 
multiplier  C,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C,  pour  former  E, 
et  ainsi  de  suite  ; on  aura  les  relations 

D = Cp  -t-  B</  -+-  Ar, 

E = Dp  -+-  Cq  -t-  Br, 

F = Ep  -t-  Dq  -+-  Cr, 

G = F p + Ey  + Dr, 


Ces  relations  sont  en  nombre  indéfini  ; donc , si  on  les  ajoute 
terme  à terme , et  que  l’on  appelle  S la  somme  ou  la  fraction  gé- 
nératrice cherchée,  on  obtiendra 

S — A — B — C = />(S  — A—  B) -H  7 (S—  A)  -t-  rS  , 

d’où  l’on  déduit  S = ^A±Bb\?A~lA:t.B^C>. 

P ■+■  7 "F  r — i 

En  suivant  la  même  marche  pour  les  séries  du  premier,  deuxième, 
quatrième, . . . ordre,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 

«"ordre  S = — — , (i) 

p\  — (A-+-  B) 

2e S=“ ^ 1 (2) 

p+q-l  V 

2c  <-  _ B)  7A—  (A-é-  B -+-  C) 

fH-î+r-i  * 1 ' 

g p(A -+-B-I-C) -hq (A-4-B) -t-rA — (A-*-B-+-C-t-D)_  ... 

^ /)  + <f  + r+  j—  « 

...  et  ainsi  de  suite. 
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Soit  pour  exemple  la  série  du  troisième  ordre , 

i — 2x  *4-  3x’  — iox’  -f-  22X*  — 5tx‘  -4-  i25x*. . . , 

dont  l’échelle  de  relation  se  compose  de  l’ensemble  des  quan- 
tités 

(—x,  + u’,  — 3x3); 

on  trouve,  en  appliquant  la  formule  (3),  et  observant  que  l’on  a 
A =r  I , B = — 2x,  C=3  xi,p  — — x,  q = -4-2x%  r = — 3x’, 

x(l  — 2X)  + 2X1 1 -4-  2X 3x’  _ I X X5 

— x -H  2x’  — 3x’ — i 1-4- x — 2x’  -4-  3x*’ 

Il  arrive  quelquefois  que  , dans  la  série  proposée  , les  deux  ou 
trois  premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  de  récur- 
rence. Cela  provient  (n°  184)  de  ce  que  , dans  la  fraction  qui  lui 
a donné  naissance  , le  degré  du  numérateur  est  plus  élevé  que 
celui  du  dénominateur;  dans  ce  cas,  pour  obtenir  la  fraction  gé- 
nératrice, on  commence  par  faire  abstraction  des  termes  dont  on 
vient  de  parler  ; puis , après  avoir  obtenu , d’après  les  formules  pré- 
cédentes, la  somme  des  autres  termes,  on  y ajoute  les  termes  dont 
on  avait  d’abord  fait  abstraction,  en  ayant  soin  de  réduire  le  tout 
en  une  seule  expression  fractionnaire. 

408.  Seconde  partie.  — Dans  les  formules  précédentes,  il  n’entre 
que  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forment  l’é- 
chelle de  relation.  Mais , si  l’on  demande  V expression  de  la  somme 
d’un  nombre  déterminé  de  termes , il  faut  en  outre  connaître  les 
derniers  termes  de  la  série. 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  ordre , dont  les 
premiers  termes  sont  A , B , C , D , E , . . . , l’échelle  de  relation 
( P i '}  t r)  > Ie*  derniers  termes  , K , L , M , N. 

Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre , on  a les  relations 

D — Cp  -h  B q ■+■  Ar, 

E = Hp  -4-  Cq  -+-  Br, 

F = E/>  -4-  D q -4-  O, 


M = -f-  Liy  -4-  Kr. 
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[ Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  égal  au  nombre  des 
termes  dont  on  cherche  la  somme , diminué  de  trois.  ] 

Cela  posé  , en  les  ajoutant  terme  à terme , et  désignant  par  S la 
somme  cherchée , on  a évidemment 

S— A— B— C=/<S-  A - B - N)-t-y(S  - A - N - M)+r  (S-  N-  M - L)  ; 
d’où  l’on  tire 

S = ^(A+Bh-N)  + ?(A4-N-4-M)  +r(N-fM+L)  — (A-t-B+C) 

P -h  q +r  i 

On  pourrait  également  obtenir  les  sommes  relatives  à une  série 
récurrente  d’un  ordre  quelconque. 

En  comparant  cette  formule  avec  la  formule  (3)  du  n°  403 , on 
voit, 

i°.  Que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu’on  vient  d’obtenir,  en 
négligeant  tous  les  termes  affectés  de  L , M , N , . . . ; 

2°.  Que , pour  appliquer  la  formule  (3) , il  suffit , comme  nous 
l’avons  déjà  dit , de  connaître  les  trois  premiers  termes  et  l’é- 
chelle de  relation  ; tandis  que  , pour  faire  usage  âe  la  formule 
précédente , il  faut  absolument  avoir  les  expressions  des  trois 
termes  qui  précèdent  celui  auquel  on  a arrêté  la  série  , ce  qui 
exige  que  l’on  sache  trouver  le  terme  général  de  la  série , c'est- 
à-dire  l’expression  d’un  terme  de  rang  quelconque , question  qui 
devient  très-compliquée  quand  la  série  est  d’un  ordre  un  peu  élevé. 

409.  Au  reste  , les  formules  relatives  au  cas  de  la  somme  d’un 
nombre  déterminé  de  termes  s’appliquent  principalement  aux  sé- 
ries récurrentes  numériques. 

Soit , par  exemple , une  série  récurrente  du  troisième  ordre  , 
dont  les  trois  premiers  termes  étant  1 , 2 , 3 , le  suivant  est 
égal  au  double  du  troisième , augmenté  de  la  somme  des  deux 
premiers , le  cinquième  est  égal  au  double  du  quatrième  , aug- 
menté de  la  somme  du  troisième  et  du  deuxième  ; et  ainsi  de  suite. 
Le  développement  de  cette  série  sera 

i , 2 , 3 , 9 , 23 , 58  , i48 , 377 , 960  , 2445 , 6227, .... 
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Cela  pose  , pour  obtenir  la  somme. des  onze  premiers  termes  , on 
fera  dans  la  formule  ri-dessus , 

A=i,  B=2,C=3,p=2,'7=i,  r=  i,  >'=6227,  M=2445,  L=g6o; 
ce  qui  donnera 

t.  a X 6230  -t-  8673  g632  — 6 

u — _ _ — 1O2D0» 


Si  l'on  demandait  la  somme  d’un  plus  grand  nombre  de  termes, 
par  exemple  la  somme  des  5o  premiers  termes , il  faudrait  pousser 
la  série  jusqu’au  cinquantième  inclusivement , ce  qui  ne  laisserait 
pas  que  d’être  fort  long. 

Ou  bien , il  faudrait  former  directement  les  quarante-huitième , 
quarante-neuvième,  cinquantième  termes,  d’après  l’expression  du 
terme  général.  Or,  pour  obtenir  celui-ci  par  la  méthode  exposée 
n™  Ô9ft  et  suivants , nn  commencerait  par  mettre  la  série  proposée 
sous  la  forme 

1 -+-  2x  -t-  3a:'  -+-  qx»  -t-  23*  ‘ -H  58* 1 
on  rechercherai^  la  fraction  génératrice  qui  a donné  lieu  à cette 
série , et  on  iti  décomposerait  (n°  402)  en  trois  fractions  simples  pour 
chacune  desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général.  Faisant  ensuite 
la  somme  de  ces  trois  termes  généraux,  on  aurait  celui  de  la  série 
1 -+-  2*  -+-  3x ! -I-  . . . ; enfin  , on  supposerait  x = 1 , ce  qui 
donnerait  le  terme  général  de  la  série  1 -t-  2 -1-  3 -+-  9 4-  23 
mais  il  est  facile  de  s’assurer  que  tous  ces  calculs  sont  souvent  im- 
praticables. 

En  effet,  si  l’on  applique  la  formule  (3)  du  n"  408  à la  série 
1 ■+■  2x  -t-  3*’  4-  qr1  en  y supposant  A = 1 , B = 2x , 

C = 3x’,  p z=  2x,  q — x’,  r = x5,  on  aura 


Or  l’expression  i‘  + x'  + îx  — 1 , égalée  il  zéro,  ne  peut  évi- 
demment avoir  que  des  racines  incommensurables;  ainsi  la  dé- 


composition de  la  fraction 

1 — 2X  — x‘  — x1 

pics  ne  peut  se  faire  d’une  manière  exacte. 


en  fractions  sim- 
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Ces  réflexions  prouvent  que  certains  résultats  analytiques , 
simples  en  théorie,  sont  quelquefois  peu  susceptibles  d’appli- 
cation. 

410.  Nous  terminerons  la  théorie  des  séries  récurrentes  par 
l'exposition  d’un  moyen  , dû  à Lagrange  , pour  reconnaître  si  une 
série  proposée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes. 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 
i Si  la  série  proposée , que  npus  désignerons  par  S , est  une 
série  récurrente  du  premier  ordre , elle  provient  d’une  fraction 

de  la  forme  — — — - . 

a'  -h  b'x 


Or  op  a 


a'  -+-  b'x  a' 

a « 


ce  qui  prouve  que  la  fraction  renversée,  ou  , ce  qui  revient  au 
même,  l'unité  divisée  par  la  série  proposée , S,  doit  donner  pour 
quotient  une  fonction  entière  de  x (n"  250)  égale  à p -t-  qx  ; si 
celte  division  ne  se  fait  pas  exactement,  c’est  que  la  série  (en 
supposant  qu’elle  soit  récurrente)  est  du  second  ordre  ou  d'un 
ordre  supérieur. 

Si  c’est  une  série  récurrente  du  second  ordre,  elle  provient 

d’une  fraction  de  la  forme  — — ; or  on  a 

a'  -+-  b'x  -4-  c .r1 

a ' -f-  b'x  -t-  c'x'  a'  ab'  — ba'  a'c' — biab  — ba') 

. — - _ j-  | v 7 < j;1 

o -t-  bx  a a’  a7 (a  -t-  bx) 

K 

OU  p -f-  q.c  H — J—  . x ■,  „ 

a -f-  bx 


ce  qui  prouve  que  l'unité , divisée  par  S , doit  donner  lieu  à un  quo- 
tient entier  de  la  forme  p -4-  qx  , plus  un  produit  de  x 1 par  une 
série  récurrente  du  premier  ordre , c’est-à-dire  qu’en  désignant  par 
S’x1  le  reste  auquel  on  parvient  après  avoir  divisé  i par  S et  ob- 


tenu le  quotient  p qx  , an  doit  trouver  — égal  à un  quotient 


exact  de  la  forme//  -|-  q'x\  et  ainsi  de  suite. 
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411.  Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  adonné  la  règle 
suivante  pour  reconnaître  si  une  série  proposée  est  récurrente  : 

Soit  S = A 4-  Bx  4-  Cx1  4-  Dx1  4-. . . cette  série. 

i°.  Divisez  l'unité  par  9 , et  par  l'opération  jusqu’à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p 4-  qx,  et  un  reste  de  la 
forme  S'x’  ( S'  désignant  une  série  indéfinie  de  la  forme 
A'  + B'i+C'x'+...)i 

2°.  Divisez  S par  S',  et  poussez  l'opération  jusqu’à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p'  -t-  q'x , et  un  reste  tel  que 
S"x’  (S"  étant  égal  à A"  -(-  B"x’  4-  C"x*4-. . . ) ; 

3°.  Divisez  S'  par  S",  et  poussez  l'opération  jusqu’à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p"  4 -q"x,  et  un  reste  tel 
que  S"x’  ; 

4°.  Divisez  S"  par  S",  et  poussez  l’opération  jusqu'à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p"’  4-  qmx , et  un  reste  S^x’  ; 

Et  ainsi  de  suite. 

Dès  que  l’une  de  ces  divisions  se  fait  exactement , la  série  pro- 
posée est  récurrente , et  l’ordre  de  la  série  est  marqué  par  le  rang 
de  la  division  qui  s’est  faite  exactement. 

Quant  à l’échelle  de  relation  de  la  série,  on  l’obtiendrait  aisé- 
ment (n°  184)  si  l’on  pouvait  obtenir  la  fraction  génératrice. 

Or  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  troisième  division 
se  fasse  exactement. 

On  aura  donc  la  suite  d’équations 

« s'  , 

-=p  + flx+-  x>, 

c S" 

-=/+î'x+-r.r’) 

S'  „ „ 

8*=*  +9  *■  . 

S'  i 

La  dernière  donne  -xs  — „ ■ ~~r~  » 

o p “i  7 


d’où , en  substituant  dans  la  seconde , 


S = 

S'  ' p 4-  q"  X 


(p'-i-q'x)  (p"  -hq" x)4-  x- 


P +q  x 
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donc 


qo’uh*  siare  est  bécuebente. 

S'  p"+q"* 


S [p'+‘l'x)  (/»"  + ?"*)  + *’ 

Substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation , on  trouve 


5 =p  + qx+  7-7- 


(y'  + ç-'x)^ 


— , ou  bien 


S ''  (/»'-+-*'*)  -4-** 

I _ (P  + Ç*)  {p'+fl'x){p"+q"x)-Jr  (p-h'ix)x,-h(p"+<]"x)x’  . 


S 

donc  enfin 


{p'  + q'x ) (p"  + <lH  *)-+- x* 
[p'+  q’x)  (/>"  -4-  <l"x  ) -4- 


[p+qx){p'  ^-q'x)  (/'"-h?"*) -4-  (/>-+-?•*)  {p'+q''1)*?  ’ 

expression  qui , simplifiée , est  de  la  forme 


S = 


a -4-  bx  -+-  1 


a'  -4-  è'x  -f-  c'x1  -4-rf'x 


' r'  » 


et  l’échelle  de  relation  est  alors  (n°  184  ) 


Prenons  pour  exemple  la  série 

1,3,6,10,  i5 , 21 , 28 , 36,  45,  • • • , 


dont  chaque  terme  s’obtient  d’après  l’expression  générale.  . . 

— , n désignant  le  rang  du  terme  que  l’on  veut  former. 

Pour  reconnaître  si  cette  série  est  récurrente , on  la  mettra 
d’abord  sous  la  forme 


1 +3x  -t-ôx1  -+- 1 ox1  -+- 1 5x*  -42  ix1  -|-28xe-t-36x:  +45^  + 
Cela  posé , en  appliquant  la  règle  ci-dessus,  on  trouve 


1 1 

S 1 -4-  3x  -+-  6x!  -4- . . . 


x’ 
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( S'  ayant  pour  développement , 

3-+8x4-i5x’4-  i^x3+  35x'4- 48x*4-  63x“4-  8ox:4-  g^r*4-  ...)  j 

S i+3x+  6x’  4- . . . i I x1  S" 

S'  3 + 8x  + i 5x!  -+  — 3"*-gX",~g’S' 

(S"=  i4-3x-+  6x’  4-  îox5  4-. . .)  ; 

S'  3 4-  8x  4-  1 5x’  4- . . . ^ ^ 

S"  i 4-  3x  -+  6x’  4-  i oj.j  4- . . . ’ 


Ainsi  l’échelle  de  relation  de  la  série  i 4-  3x  4-  6x’  4- ...  se 
compose  des  quantités  (3x , — 3x’,  4-  x1) , et  l’échelle  de  relation 
de  la  série  proposée  , i4-3-+64-io4-...,est  l’ensemble  des 
nombres  (3,  — 3 , -+  i);  ce  qu’il  est  facile  de  vérifier. 

Par  exemple,  le  terme  28  se  compose  de  la  somme  des  produits 
des  trois  termes , 2 1 , 1 5 , 10, 

multipliés  respectivement  par  3,  — 3,  4-  i . 
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G6g 

N.  B.  — On  voit  encore  que  la  règle  précédente  donne  le 
moyen  de  retrouver  l'échelle  de  relation  d’une  série  récurrente, 
quand  la  trace  en  a été  perdue. 

§ II.  — Des  Séries  de  nombres  Jiguivs  et  de  celles 
qui  en  dépendent. 

K 

Il  existe  encore  une  certaine  classe  de  séries  pour  lesquelles  on 
peut  obtenir  facilement  le  terme  général  et  V expression  de  la  somme 
d’un  nombre  limité  de  termes  : ce  sont  les  séries  numériques  qui 
tirent  leur  origine  d’une  progression  par  différence. 

412.  Détermination  du  terme  général  de  la  série 

am  ri-  bm  ri-  c"  ri-  dm  ri-  . ..; 

a , b,  e , d, . . . étant  les  différents  termes  d’une  progression  par 
différence. 

On  a vu  (n°  186)  que , dans  toute  progression  par  différence , 
t a.b.c.d.e./.g.h. . 

le  terme  général,  l,  a pour  expression  / = a -h  (n  — i)r,  r dési- 
gnant la  raison  et  n le  nombre  des  termes  ; donc  le  terme  général 
de  la  série  des  miima  puissances  des  différents  termes  de  cette  pro- 
gression a pour  valeur, 

lm  [a  ri-  (n  — l)/-]". 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  trouver  le  quinzième  terme 
de  la  série  des  cinquièmes  puissances  des  termes  de  la  progression 

£1.3.5. 7.9.11.13 On  aura,  en  faisant  dans  la  formule, 

/!  = i5,  m = 5,  a = i,  r — 2 , 

fl  = (i  + i4  x a)‘  = ags  = ?.o5i  i t4g 

4 13.  — Sommation  des  termes  de  la  série 

am  ri-  bm  ri-  cri  ri-  d"  ri-  ...  -|-  /{"  g-  /«, 

a,  b,  c,d,. . .,  h , l étant  les  différents  termes  d’une  progression 
par  différence. 
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On  a , d'après  la  formule  du  binôme , 

m — i 

b"  = (a  -H  r)F  = «“  -+-  ffira"*-1  4-  m- — - — /■’a"-  4-  . . . 
c*  ={b  4-  r)"  = bm  4-  mrb"~'  4-  m- r’ô'*-’ 4-  . • 


/•—  (X  4-  r)"  = X"  4-  mrk 4-  z»"1  ^ -r’X**-’  4-  — 

• • 

Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à membre,  et  désignant 
par  S„  S*_„  S*_, S,,  S,,  les  sommes  des  miime,t  [m  — i . 
puissances,  on  obtient 

ou  réduisant, 

(A)  /* — a"  =mr(S«.1-/*“l)4-m”^z,(S«.1-/"_,)4-  • ••> 


formule  qui  renferme  les  sommes  des  puissances,  depuis  S„_, 
jusqu’à  S0  inclusivement. 

( So  étant  égal  à a°  4-  A"  4-  c°  4-  . . . 4-  k°  4-  P,  équivaut  à n.) 

Pour  faire  connaître  l’usage  de  la  formule  (A) , faisons  successi- 
vement m=  i,  2,  3,4»  5.... 

Soit,  i°  m — i;  on  trouve 

„ , „ l — a (n — i )r  4-  r 

l — a — r( So  — f“)}  d où  So  — — 1-  1 — ~ — r» 


résultat  que  l’on  connaît  déjà. 


2° 

m = 2 ; il  vient 

P— a1 

P — a 

d’où 

S, — G 

~ 

ar 

donc 

S=^4- 

'{l  4-  a) 
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ou  bien  , à cause  de  / = a -4-  (n  — i)r,  d’où  l — a -4-  r—  nr, 


S,= 


( l+a).nr 


3 r 


(l  -f-  a)n 
a ’ 


résultat  qui  est  encore  connu  (n°  187). 

3°  m = 3 ; la  formule  (A)  devient 

l3  — a1  = 3r(S,  — /’)  -+-  3r«(S,  — l)  + r‘( S„  — f) , 

résultat  qui  fera  connaître  S,  en  fonction  de  S,  et  de  S0. 

4°  m = 4 ; 

/<  — a‘=  4r(S>  — 1 ’)  + 6r’(S,  — /’)  -4-  4r’(S,  — /)  -t-  r‘(S„  — 1°)  i 

et  cette  formule  donnera  S,  en  fonction  de  S:,  S,,  S0 ; ainsi  de 
suite. 

D’où  l’on  voit  qu’on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des 
puissances  semblables  d’un  nombre  déterminé  de  termes  en  fonc- 
tion des  sommes  des  puissances  inférieures,  quels  que  soient  les 
degrés  de  ces  puissances. 

414.  Prenons,  pour  exemple,  la  suite  naturelle  des  nombres 

i,  2,  3,  4,  5,  G,  7,  8,  9,.  "î 

et  recherchons  la  somme  des  carrés , des  cubes , etc. , des  n pre- 
miers termes. 

On  a,  d’après  les  formules  précédentes,  et  en  obsçrvant  que 


i°. 


2°. 


S, 


<i=i,  r — i,  / = «,  S»  = n, 

n[n  -4-  i)  n*  -4-  « 

S,  = -5 ou -, 

2 2 

n3 — i=3(S,  — «’)- 4—  3(S, — n)  -f-  n — i;  donc 

n5 — i n}  — n n — i an3  -|-  3/»’  -4-  n 

,«  H - — = - , 

3 2 3 6 


ou  bien  encore , S, 


n{n  -4-  i)  (2/1  -4-  i) 
2.3 


3°.  — i = 4 (S,  — n3  ) -4-6(S,  — n,)-4-4(S<  — /i)-4-« — i ; 


Digitized  by  Google 


G']1  SOMMATION  DBS  PUISSANCES  SEMBLABLES,  etC. 

n' — i an5  — 3 n’-f-n  n ' — n n — i 

4 4 2 4 


donc  S,  = n' 


n'  M'+n'  n’(n-+-  i)> 

ou  S,  = 1 = — — ^ — - = (S,)'- 

On  trouverait  pareillement 

„ i5/i‘-t-  to/é — « ... 

S,  = : — s ; et  ainsi  de  suite. 

3o 


N.  B.  — Afin  de  distinguer  les  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  ternies  de  la  série  naturelle  i , 2 , 3,.  . des  sommes 
relatives  à toute  autre  progression , nous  désignerons  dorénavant 
les  premières  par  f , , J',,  f, , . . . , f p ; en  voici  l’usage  : 

413.  On  peut  toujours,  à l’aide  de  ces  expressions,  obtenir  la 
valeur  de  la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  termes  d’une  série 
dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  du 
nombre  des  termes  que  l'on  considère. 

Soit , pour  fixer  les  idées , une  série  dont  le  terme  général  est 
an f,  a étant  un  nombre  connu  quelconque  , p un  exposant  entier 
et  positif,  n le  rang  du  terme  que  l’on  considère. 

La  série  proposée  est  alors  de  la  forme 

a . lf  -+-  a . of  -t-  a . 3f  -t-  a . 4?  -+- . . . -t - a.  nf , 

série  qui  revient  évidemment  à 

a ( if  4-  2'  •+•  3?  4-  4^  -t- . . . -f-  nf  ) = a . fp . 

De  même,  une  série  dont  le  terme  général  est  exprimé  par 
n :nP  ± b .ni  ± c . «r,  revient  à 

a ( t*’-|-2/’-|_  +nP)  \ 

± <>(i»-(-2t-t-3«-t-...  -hni)  > = a.fp±.b.fi±c.fr. 

± c ( r -t-  a'  -+-  3’  4- . . -t-  nr)  ) 

Or  les  expressions  [f , , fr  , sont  connues  d’après  les  formules 

du  n°414;  ainsi  la  somme  des  n premiers  termes  de  la  série 
proposée  est  également  déterminée. 
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416.  Application  aux  séries  de  nombres  figurés.  — , On  appelle 
ainsi  les  sériés  que  l’on  déduit  d’une  progression  par  différence , 
dont  le  premier  terme  est  l'unité,  et  la  raison  un  nombre  entier, 
en  faisant  successivement  la  somme  des  deux  premiers,  des  trois 
premiers , des  quatre  premiers, . . . ternies  de  la  progression  , et 
opérant  ensuite  sur  la  nouvelle  séri&que  l’on  obtient  par  ce  moyen  , 
comme  on  a Opéré  sur  la  progression  ; et  ainsi  de  suite. 

Soit  d’abord  la  progression  naturelle  des  nombres 


Les  séries 


2*. 

3.  4. 

5. 

6. 

7 

3, 

6,  10, 

<5, 

21 , 

28 

4. 

1 0 , 20 , 

35; 

56, 

84 

5, 

i5,  35, 

1°S 

126, 

210 

dont  la  première  se  forme  en  ajoutant  alternativement  les  deux 
premiers , les  trois  premiers, . . . termes  de  la  progression  propo- 
sée , dont  fa  seconda  se  forme  à l'aide  de  la  première  comme  celle-ci 
s’est  formée  au  moÿen  de  la  progression,,  dont  la  troisième  est 
déduite  de  la  seconde  corjimé  celle  ci  l’a  été  de  la  première , . . . ; 
ces  séries,  dis -je  , sont  celles  des  nombres  figurés  de  la  première 
r/assc. 

La  première  est  la  série  des  nombres  triangulaires  ; 

La  seconde , celle  des  nombres  pyramidaux  triangulaires. 

Les  séries  qui  viennent  après  la  seconde  n’ont  pas  reçu  de  dé- 
nominations particulières. 

Là  progression  7 1.  3.  5.  7.  9.  1 1 . . . 2 à — 1 donne  naissance 
aux  nombres  figurés  de  la  seconde  classe  ; et  les  séries  qui  en  dé- 
pendent sont , d’après  la  loi  ci-dessus, 

1,  4,  <),  16,  a5,  36. . ,, 

1 , 5 , 1 4 , 3o , 55,  9 1 . . . 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carrés  ; la 
seconde , celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulaircs. 

Alg.B.,çféd : 43 
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Ces  dénominations  proviennent  ,de  l’analogie  que  ces  nombres 
ont  avec  certaines  figures  géométriques. 

4i7.  Les  séries  qui  viennent  d*étre  formées  jouissent  de  plu- 
sieurs prophètes  curieuses,  dont  nous  ferons  connaître  la  plus'im- 
portante  : c’est  que  l’on  peut  toujoitrs  former  leur  terme  général , 
et  obtenir  l'expression  de  la  somme  des  n premiers  termes , en  fonc- 
tion des  quantités  J",,  f„  » 

En  effet,  pour  une  progression  quelconque,  la  première  des  séries 
qui  en  dérivent,  est  telle  que  son  »*'■'  terme  est  égal  à la  somme 
des  n premiers  termes  delà  progression  proposée  ; donc,  i°  ce 
terme  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en  fonction  de  n; 
2°  puisque  ce  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  de  n , la 
somme  des  n premiers  termes  peut  (n°4l3)  être  exprimée  au 
moyen  des  sommes  f„  J dont  les  valeurs  sont  connues. 


Ainsi , soient  la  progression,  i 

1.  2. 

3. 

4-  5..., 

et  les  suites  qui  en  dérivent , 

3, 

6, 

io,  i5 . . 

»>  4> 

IO, 

ao , 35 ... , 

. , , , . (n  -+-  \)n  , 

La  somme  des  termes  de  la  progression  étant 5 — , le  tenue 

. . , , • (n  -H  i)/i  n*  n 

general  de  la  première  suite  est  — . , ou  — -f-  donc 

(n"  413)  la  somme  des  n premiers  termes  de  cette  sjiite  a pour  ex- 
pression 

1 c 1 /• 


ou,  remplaçant  f,,  f,  parleurs  valeurs  (n°  414), 

2 »3  -H  3/I1  -4-  n n1  n ns  -+-  3 n7  -+-  2 n 


4 


6 • 


. • . ■ . , . . . n In  -h  i ) (n  -f-  a) 

expression  qui  peut  encore  s écrire  ainsi  : — 1 . 
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De  même , le  terme  général  de  la  seconde  suite  étant 


n1  -+-  3 n1  -I -an  i t i * 

-,  ou  . n «’+  5 fl, 

O 2 O 


6- 


on  a pour  la  snmme  des  n premiers  termes  de  cette  suite, 
i i - J - 

ou , substituant  pour  /■,,/>  leurs  valeurs, 

/»*  2«J  -(-  n’  an3  -f-  3/ï’  -4-  « -+•  n 

^4  1 2 6 

_ -4-  6/j-1  -+-  j 1/11  -|-  6«  _ /1  (n  -4-  i ) (n  -H  2)  (n  -4-  3) 

24  2.3.4 

On  aurait  de  même  pour  le  terme  général  de  la  troisième  suite , 

n'  -+-  6n‘  -4-  1 1 n1  -+-  Sn  1 1 11  1 

. , ou  — n'  -I-  -j  n1  7nJ -4-7n; 

24  24  4 24  4 

. I 

et,  par  conséquent , pour  la  somme  des  n premiers  termes , 

n4-4-  ion* -+-  35nJ-t- 5o/»’-4- 24/1  ‘ n(n- 4-  i)(«-{-  2)  (n  -t-  3)(«  + 4) 
120  2 . 3 . 4 • 5 

ainsi  de  suite. 


N.  B.  Il  est  à remarquer  que  les  expressions 

n n(n-ht)  n(n+i)(n  + î)  >i(4  i.}(n  -+-  2)  (n*-4-  3) 

T’  2 ’ 273  ’ 273*7?^  ’ 

ne  sont  autre  chose  que  les  termes  généraux  des  coefficients  du 
développement  de  (1  — x)~m,  en  supposant  successivement  m = 2, 
m = 3,  m = 4,  m = 5, . . . (Voyez  à ce  sujet  le  n°  404.) 

418.  Soient  encore  les  nombres  figurés  qui  correspondent  à la 

progression  4 1.  3.  5.  7.  9...  2/1  — 1, 

savoir  : *,  4»  9»  '6,  s5 

1,  5 , 1 4 » 3o,  55 , 
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Le  n'*"'  terme  de  la  série  des  nombres  carrés,  étant  la  somme  des 
n premiers  termes  de  la  proposée , a pour  expression 

(2„_  , 


Donc  la  somme  des  n premiers  • termes  de  cette  même  série  est 
égale  à /„  ou  (n°  412)  à + ”,  expression  qui  revient 


encore  à 


ri-  i)  (2 n 4-  t) 
2.3 


Le  n1'"*  terme  de  la  seconde  série  étant 


an’  -+-  3/»’  + n 


, . iii 

ou  bien  ô " H — ri-  7 n , 


on  a pour  la  valeur  de  la  somme  des  n premiers  termes , 

1 r i r 1 r n'  ri-  4 nJ  ri-  5 n'1  -1-  2/1 

ou  bien  encore 

On  trouverait  de  la  même  manière  les  .termes  généraux  et  som- 
matoires  des  séries  qui  rèsbhêrft  de  toute  autre  progression. 


’(/!  -+-  2) 

4 


§ 111.  — Retour  des  suites,  ou  méthode  invebse  des 

séries. 


419.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  donne,  en  gé- 
néral, le  moyen  de  développer  toute  fonction  de  x suivant  les  di- 
verses puissances  de  cette  lettre.  Réciproquement , celte  fonction, 
que  l’on  peut  désigner  par/,  étant  développée  suivant  les  puis- 
sances de  x,  on  peut , par  la  même  méthode,  obtenir  le  développe- 
ment tle  ta  quantité  x suivant  les  puissances  de  y;  et  c’est  en  cela 
que  consiste  le  retour  des  suites,  ou  la  méthode  inverse  des  séries. 
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Soit 

(1)  y — ùx  4-  bx1  ■+■  ex*  4-  dx‘  -t-  ... 

la  fonction  développée  suivant  les  diverses  puissances  de  x 
(a,  b,  c,  d,. . . étant  des  quantités  conpües);  on  demande  récipro- 
quement la  valeur  de  x en  y,  c’est-à-dire  les  coefficients  du  déve- 
loppement 

(2)  x — Ay  -4-  B/'-f-  C/3  + Dy‘  +.... 

Pour  y parvenir,  élevons  successivement  au  carré,  au  cube,... 
les  deux  membres  de  l’équation  (1)  ; il  vient 


y1  = a 1 x’  2. ab  x 1 4-  b ’ 

4-  2 ac 

y1  = a1  x3  3a1  bx'  4-  3 ab1 
-|-  3a  V 

_)'*  = a‘x‘  4-  4 a3ôxs  4-  . . . , 
= à1  x4  4-  ...; 


x*  4-  2 ad 
4-  26c 
*>  4-  ..., 


x1  4- 


d’où , substituant  dans  l'équation  (2)  et  ordonnant , 


0 = A a 

x -t-  A b 

Jt1  4-  Ac 

x5  4-  A d 

— 1 1 

4-  Bà! 

4-  2B a b 

4-  B b' 

4-C a’ 

-h  2 Bar 

4-  3Ca’A 

4-  Da' 

Égalant  à o les  coefficients  dex,  x!,  x1,  x',. . . , on  obtient  les 
équations 


A a — 1 — o , Aé  4-  Ba’  — o , Ar  4-  2B06  4-  Ca3  =0  , 
Ad  4-  B b1  4-  2.Boc  4-  3C a’é  -t-  Da1  — O, . . ., 


desquelles  on  déduit  successivement 

• • 

1 Ab  1 — A c — 2B  ab  26* — ar 

A = — , B = r r.b,  C = 

n n*  /i’ 


D = 


a a1  a 

5abi 5 b1  — ad 


a3 
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Ainsi  l’on  obtient  pour  le  développement  demande  , 

i 1 i 1 2^' — ac  56’ — 5abc  a*d 

x .y  .y  h - .y*  — y* 


N.  S.  — Si  l’on  a un  développement  de  la  forme 
y = a 4-  ax  -t-  bx'  -+-  ex*  -f-  . . . , 


il  est  facile  de  s’assurer,  en  reprenant  la  méthode  précédente,  que 
l’on  ne  peut  pas  développer  x suivant  les  puissance*  dp  la  fonc- 
tion y elle-même  ; mais  on  peut  faire  y — x = z , ce  qui  donne 

ie=  ax-\-  bx‘  -H  ex3  ...  . 

Posant  ensuite  x — Az  -+-  Bz1  -t-  CzJ  -+-  . . . , on  déterminera  les 
coefficients  A , B,  C,. . . ; après  quoi  l’on  remettra  pour  z sa  va- 
leur y — at  ; et  alors  le  développement  de  x procédera  suivant 
les  puissances  , non  de  la  fonction  y , mais  de  l’expression  / — a. 

480.  Applications.  — Soit , pour  premier  exemple , la  série 
/ = r + jI  + é + zl+i‘V 

Posons  x — Ay  -t-  B y7  ■+■  Cy*  -+■  Dp*  -+-  Ey* 

En  formant,  comme  ci-dessus,  les  diverses  puissances  de  y,  et 
substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité,  on  obtient  les 
équations  suivantes  : 

A — — i = o,  A -f-  B — o,  A -f-  2B  -f-  C— o,  A 4*  3B-t-  3C  -4-  D— o, 
A -+-  4B  -f-  6C  -4-  4D  -f- E — o j 
d’où  l'on  déduit  successivement 


A ™ 1 , B ; — 1 , C “ + 1 , D “ — 1 , E • — -f-  1 , . . . . 

• • 

Donc  x —y  — y'-i-y3 — — •••■ 

Et  en  effet  , z+x’  + i'+.  . . est  une  sérié  récurrente  dont  la 
fraction  génératrice  est  (n"  400)  . 
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y 

d'où  l’on  tire  x = — - . 

' + y 


I X 

Or,  en  développant  cette  dernière  expression  en  série  par  la  divi- 
sion , on  trouve 

x =y — y1  — y*  -+-.T1 — 

Soit , pour  second  exemple , l’équation 

x3  x' 


, . X , X3  ' 

(1)  r=,+H — - 


« . 2 . 3 1.2. 3. 4 

dont  le  second  membre  n’est  autre  chose  que  le  développement 
de  e*  ( voyez  n°  2291. 

F.n  faisant  y — 1=2,  on  a 

xi 


x x‘ 

1 1.2 


X1 


-+-.... 


.2.3  1 . 2 . 3 . 4 

Posons  alors  (2)  x = A z -F-  Bz;  -H  Cz3  -h  Dz1 

En  formant,  à t’aide  de  l’identité  (i),  les  diverses  puissances  de 
z , puis  substituant  leurs  valeurs  dans  . l'identité  (2),  on  sera  con- 
duit aux  équations  suivantes  : 

A „ A • ‘ . A 7B  3C  „ 

A — -1  — o, l-B— o,  ^4-B-f-C — o,  , H 1 [ D — o, ...j 

2 6 24  12  2 

d'où  l’on  déduit 

A = 1 ’ B — — â’  C = +3’  ° V ' ’ ’ 

donc,  le  développement  de  x en  z est 

2 Z1  Z3  Z1 

x — 1 — 5 — (-...; 

1 2 3 4 

ainsi  l’on  a pour  celui  de  x en  y, 

(x—  0 (y  — 0’  , {y  — O3  (y—l)‘. 

I 2 3 4 ~K"’ 

Observons  d’ailleurs  que  l'équation  y = c*  tlonnc  (n"  208), 
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dans  le  système  népérien , x ~\'  .y,  donc 

Y __ (y  — 0 _ (y  — ■)'  + (r—  «)* _ (y  — »)‘ 

' i ■>.  3 4 

Tel  est , en  effet  (n°  22ÎÎ),  le  développement  en  série  du  logarithme 
naturel  d’un  nombre. 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d’un  usage  peu  fréquent , 
parce  qu’il  est  difficile  de  reconnaître,  d’açrès  la  nature  des  cal- 
culs, une  loi  déformation  pour  les  coefficients;  et  l’on  est  souvent 
obligé  de  déterminer  un  "grand  nombre  de  coefficients  avant  de 
pouvoir  saisir  cette  loi.  . 

42i.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à dire  sur  cette  mé- 
thode par  la  remarque  suivante  : 

Si  l'on  a une  équation  de  la  forme 

ajr  -+-  by*  4-  cy * 4-  . • . = a'x  -+-  b'x 1 ■+■  r'x3  4- . . . , 

formée  par  deux  sériés , et  qu’on  veuille  exprimer  y en  x par  une 
série  telle  qne  y — A\r  4-  B.r’  4-  Cr*  4-  . . . , il  faut , pour  obtenir 
A,B,C,...,  former  les  diverses  puissances-,  y\ y*,  y',. . .,  à 
l'aide  de  cette  dernière  équation , puis  les  substituer  dans  la  pre- 
mière, ce  qui  donne  alors  une  éqnation  identique  en  x,  dont  on 
égale  séparément  à o les  coefficients  correspondants. 

Mais  les  calculs  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné  sont  souvent 
impraticables,  parce  que  les  coefficients  A,  B,  C,. . .,  entrent, 
dans  les  équations  de  condition  , à des  puissances  de  degré  supé- 
rieur au  second. 


§ IV.  — Des  séries  irigononiélriques  et  circulaires. 

Nous  compléterons  la  théorie  des  suites  par  la  recherche  du  dé- 
veloppement des  trois  lignes  trigonométriques  principales,  sin  x, 
cos  x,  tang  x,  suivant  les  diverses  puissances  de  l’arc  x,  séries 
qui  servent  à la  confection  des  tables  trigonométriques. 
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Développement  de  sin  x et  de  cos  x. 

422.  Pour  résoudre  cette  question,  nous  partirons  de  la 
formule 

(cos  a -+■  sin  a . \j  — i )"  = cos  ma  -f-  sin  ma  — i , 
démontrée  (n°'580). 

Si  l’on  développe  le  premier  membre  de  cette  équation  d’après 
la  formule  du  binôme,  il  est  aisé  de  voir  que  le  développe- 
ment se  composent  de  deux  parties  distinctes  : une  partie  réelle 
et  une  partie  affectée  de  — i . Or,  pour  que  l’équation  précé- 
dente puisse  exister,  il  faut  qu’il  y ait  séparément  égalité  entre 
les  partfes  réelles  des  deux  membres,  et  ebtre  les  deux  parties 
imaginaires. 

Supposons  donc  le  développement  effectué  ; nous  obtiendrons 
les  deux  nouvelles  équàtiôns  > 

ni  — i 

cos  ma  — cos  *«  — m . . cos  ™ « . sin1  a 

2 

m — • i rn  — 2 ///  — 3 

H-  m.  . — = — . — ç — . cos  n~‘  a.  sin ‘a... , 

2 3 4 

_ . m — 1 -m  — 2 

si n niar=m. cos m 'a  .sin a - m. ; — . — ~ — .cos"_’o  .sm-Vi-K... 

2 3 

Ces  formules  servent , en  Trigonométrie,  à déterminer  les  sinus 
et  les  cosinus  des  arcs  multiples,  ma,  en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  l’arc  a ; mais  on  peut  aussi  en  déduire  les  valeurs  du 
sinus  et  du  cosinus  d’un  arc  en  fonction  de  cet  arc. 


•425.  Observons  d’abord  que  , d'après  la  relation 


sin  a 

tango  = -, 

cos  a 


on  peut  mettre  les  formules  précédentes  sous  la  forme 

I m- 1 ni-i  m- 2 m- 3 \ 

ros/uo=cos"fl | t -ni.  — — .tang:o+m. . -,  . tang' a-  ...  j , 


sin  ma 


— COS ”0 


2 3 q 

m — 1 m — 2 


m . tango  — m . — - — . — - — . tang  a- 1- 
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x 

' Cela  posé,  faisons  ma  — x,  d’où  m—-\  ces  formules 
deviennent 


(x-a  tanc’o  x-a  x-2 a x-Za  lang'u 
i — x. . — Ç l-x. . — r — .—7 — — , — 

2 a'  2 3 4 a 

j tant;  a x — a x — 2 a tang  a 

si  11  x = cos  "a  x.— — - — x. . — = — . — é h . . . 

\ a 20  a3 

Remarquons  actuellement  que  les  trois  quahtites , « , x , et  m, 

étant  liées  par  la  relation  ma  — x ou  m = - , , on  peut  faire 

f • a 

varier  ni  et  a de  manière  que  leur  produit  x reste  constant  ; car  si 
l’on  prend  pour  a , par  exemple,  une  suite  de  valeurs  tout  à fait 
arbitraires , les  valeurs  3e  m t correspondant  à ces  valeurs  de  a et 
à la  valeur  constante  de  x , s’obtiendront  au  moyen  de  la  relation 

m = - . D‘un  autre  côté , l’on  sait , d’après  les  principes  de  la 

Trigonométrie , que  plus  un  arc  a diminue,  plus  il  approche  de 

devenir  égal  à son  sinus  et  à sa  tangente  ; ce  qui  revient  à dire  que 

sin  a tang  a . 

le  rapport , ou  — - — , tend  sans  cesse  vers  l unité,  et  que, 

a a 

quand  on  suppose  l’are  moindre  que  tout  arc  donné , ce  rapport 
ne  diffère  de  l’unité  que  d’une  quantité  moindre  que  toute 
grandeur  donnée,  en  termes  algébriques  ; si  l’on  suppose  a — o , 
il  en  résulte 

sin  o tang  o _ 

o o 


TVaprès  ces  considérations , faisons  a=  o dans  les  deux  for- 
mules ci-dessus  j les  premiers  membres  ne  changeront  pas  puisque 
l’on  suppose  x constant-,  mais  les  seconds  membres  deviendront 


/ X>  X*  Xe 

cos*o  .Il . 1 H ^—7 . 1 •>  t c'-c  • 

\ 1.2  1.2. 3. 4 1.2. 3. 4. 5.6 

/x  x3  . x3  \ 

cos"  o.l  — . t i.H ■>  g.  i — ...  1; 

\i  1.2.3  1 .2. 3. 4> 5 / 
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d’ailleurs  on  a cos  o — i , d’où  eos“  o — i ; donc  enftn , l’on 
obtient 


(A)  cos*  = « -—  + 77^7374  - 7X3TXS 


I .2 

.zr' 


sin  x = - - 


1.2.3 


3.4.5 


(*) 


424.  Pour  faire  servir  ces  formules  à la  construction  des  tables 
irigonpmétriques , il  faut  supposer,  1“  que  l’on  connaisse  lq  rap- 
port jt  = 3, 1415926 de  la  circonférence  au  diamètre,  ou 

de  la  demi-circonférence  au  rayon  ; 2"  que  x représente  la  lon- 
gueur d’un  arc  d’un  certain  notnbi*  de. degrés,  rapportée  au  rayon 
pris  pour  unité. 

D’après  cela,  soit  proposé  de  déterminer  le  sinus  et  le  cosinus 
de  l’arc  à' une  minute.- 

Comrfie  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  1 , a pour  va- 
leur 3-,  14*5926  . il  vient,  potfr  le  quart  de  circonférence  , 
1,5707963.  . . , et  pour  l’arc  de  1',  qui  est  le  ioooo,,”w  du  qua- 
drans  dans  la  division  centésimale,  0,00015707963.  Il  suffit  donc 
de  substituer  dans  les  deux  formules  (A)  et  (B),  cette  valeur  à la 
place  de  x,  en  calculant  le»  deux  premiers  termes  seulement  ; car 


(*)  En  appliquant  aux  séries  (A)  et  (B)  les  principes  établi»  à la  lin  du 
sixième  chapitre  ( Note  sur  les  sériels  convergentes) , il  est  aisé  de  reconnaître 
qu’elles  Unissent  toujours  par  dovenir  convergentes. 

En  effet,  le  rapport  d’un  terme  quelconque  au  precedent  peut  être  ex- 
primé 

*• 

pour  la  première  série , par — , - 

tan  — t).m 

x » 

et  pour  la  seconde , par . 

1 r ïa.('jn-t-l) 

(11  désignant  la  rang  du  terme  & partir  du  second  ). 

Or,  x ayant  une  valeur  finir  et  déterminée , il  est  toujours  possible  de 
prendre  n asseï  grand  pour  que  le  rapport  soit  une  fraction  ; et  celle  frac- 
tion diminuera  indéfiniment  à mesure  que  n augmentera. 

Ainsi  ces  séries  rentrent  dans  le  premier  cas  du  n°  2 de  la  Note  déjà 
citée. 


I 
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il  est  visible  que  les  autres  seraient  extrêmement  petits.  On  peut 
même  observer  que  les  termes  étant  alternativement  positifs  et 
négatifs,  l’erreur  commise  s’estime  (n°  I7G)  par  le  premier  des 
termes  que  l’on  néglige. 

Prenons , par  exemple , le  premieç  terme  x de  la  série  relative 
au  sinus,  pour  exprimer  sin  i';  l’erreur  commise  est  moindre  que 
(0,0001570  7... y 
2 .3 


Or  pn  a 


(o, 00015707... y < (o,oooi6)\  ou  .0,000000000004096  ; 


le  sixième  de  cette  expression  est  moindre  que  0,00000000000 1 ; 
donc  la  valeur  de  sin  1'  ne  diffère  pas  de  l’arc  lui-mènfte,  dans  les 
douze  premiers  chiffres  décimaux. 

En  général , tant  que  x sera  une  fraetion , ce  qui  aura  toujours 
lieu  si  l’on  considère  un  arc  moindre  que  le  huitième  de  la  circon- 
férence (ou  5o°) , les  deux  séries  seront  trcs^cônvergentes  ; et  un 
petit  nombre  de  termes  suffira  pour  donner  des  valeurs  très-rap- 
prochées  de  sin  x et  de  cos  x. 

« 

423.  Les  séries  (A)  et  (B)  donnent  lieu  à des  conséquences 
assez  importantes  qne  nous  allons  déduire  successivement. 

Première  conséquence.  — En  comparant  ces  deux  sériés 


(A) 

(B) 


cosx 


x2  X* 

I .2  I .2.3.4 


1.2.3  1.2. 3. 4-5 


à celle  qui  donne  le  développement  de  e*  (n°  229) , 


e’ 


X 

i -+-  Y 


x1 

• -4- 

1 .2 


xi 

1.2.3 


X* 

I .2.3-4 


on  voit  que  leur  somme  donne  cette  dernière  série , aux  signes 
près,  de  deux  en  deux  rangs;  mais  si  l’on  remplace  dans  celle- 
ci  , x par  xy  — 1,  et  qu’on  multiplie  les  deux  membres  de  (B)  par 
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y/— T,  on  aura  (en  se  rappelant  que  les  diverses  puissances  de 
V — i sont  périodiquement  — i,  — i,  — ^ — i,  +i), 


.••■■liai  ^ JJ  I ■ 

i x-f-  y' — i sin  x=  1 H — . y — i 


et  ih — J- 

i 


1.2  1.2.3 

X> 


V-1  -+- 


1.2. 3. 4 


1.2  ' 1.2.3 


I .2.3-4 


+-...; 


donc  cx'*r— 1 = cos  x -t-  y/ — i.sinx. 

En  changeant  x en  — x,  et  observant  que  cos  ( — x)  = cos  x , 
et  sin  ( — x)  = — sin  x,  on  trouverait 

g-xV—t  — Cosx  — y ! — 1 .sin  x; 


ce  qui  donne  enfin  la  nouvelle  formule 

(C)  (’±-ry/—  1 = cos  x ± — 1 .sin  x. 

N.  B.  — Les  valeurs  qu’on  vient  d’obtenir  pour  <?+jv/— 

, combinées  par  addition  et  par  soustraction , conduisent 
aux  deux  formules  suivantes,  qui  sont  employées  assez  fréquem- 
ment : 

cos  x = i(e+JrV^~‘  e~*^—  1 ), 

sinx  = — ^=fe+jrV  — 1 — e~T^'~'). 

2yT— 1 

486.  Deuxième  conséquence.  — Si , dans  la  formule  (C) , on  met 
nx  à la  place  de  x,  n étant  un  nombre  réel  quelconque,  il  vient 

c±iurv'— • — cos  nx  ± y/ — 1 .sin  nx  ; 
d’un  autre  côté , 


c±nx  /T",  _ rv^T)"  _ (cos  x zfc  y/—  1 .sin  x)"  ; 
donc  (cosxrfc  y/ — 1 . sin  x)n  = cos  nx  zfc  y — >•  sin  nx. 
Ainsi  la  formule 

(cos/i  ± sin  rt . y/ — 1 ” = cos  ma  -+-  sin  ma  y — 1 , 
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qui  n’avait  été  démontrée  (n®  380)  que  dans  le  cas  où  m était  un 
nombre  entier  et  positif,  est  maintenant  vérifiée  pour  un  exposan  t 
quelconque. 

427.  Troisième  conséquence.  — De  la  formule  (C)  l’on  déduit 
encore  , en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  sys- 
tème népérien , 

rt  x \j — i = 1'  (cosxrt  — i .sinx)  ; 

d’où  , en  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-ci , et 
retranchant  la  seconde  de  la  première, 


7.x  ^ — i = 1 


, cos  x -H  y — 1 • sin  x 
cos  x — ^ — i . sinx 


* ou  bien  , 2x  ^ = Y '-±- 

i — y — î . tangx 


Or,  on  a trouvé  (n®  228  ) 1'  | — = 

faisant  dans  cette  formule,  y = \j — i . tangx,  on  obtient 


i — v — 1 ■ tanf! 1 


donc  ax 


i = a ^tang^ 


3 5 

tang’x  tang 


3 


r— 


et  par  conséquent , (D)  x = tang  x - 


tang  3x  tang  ‘x 


Cette  formule  donne  la  valeur  d’un  arc  en  fonction  de  la  tan- 
gente de  cet  arc.  Donc  , par  la  méthode  inverse  des  séries  (n®  -417), 
on  pourrait  développer  réciproquement  tangx  en  fonction  de  x. 
Mais  on  parvient  aussi  à ce  dernier  développement  par  le  moyen 
qui  suit  : 

Soit  tangx  = Ax  ■+■  Bx3  -t-  Cxl  -t-  Dx:  . . . 
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(en  observant  que  la  tangente,  de  même  que  le  sinus,  ne  peut 
renfermer  dans  son  développement  aucune  puissance  de  degr<* 
pair  de  l’arc , puisqu’elle  doit  changer  de  signe  avec  cet  arc). 

Pour  déterminer  A , B , C , . . . , on  substitue  dans  la  relation 
tang.r  . cos  a:  =.sin  x,  à la  place  de  sin  x et  de  cos  x , leurs  déve- 
loppements trouvés  au  n°  421 , puis  à la  place  de  tangx,  la  série 
ci-dessus;  et  il  vient 

(Ax  + Bx'+Cr’-t-Dx^..,)/' . 

' \ 1.2  1.2. 3. 4 i.2. 3. 4-5. b 

_ X X1  X*  X ’ 

i i .2.3  i .2. 3. 4-5  i .2. 3. 4-5.6. 7 ' ‘ ' ' 

Effectuant  la  multiplication  indiquée  , et  égalant  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  x , on  trouve  successivement 

A = ' 


**  — ô > 

1.2  1.2.3 

, B A i 

1.2  I .2.3.4^"  1 .2.3. 4-5’ 

JC B A 1 

Î.2  l.2.3.4+  1.2. 31.4.5. 6 I .2. 3. 4-5. 6.7  ’ 

et  ainsi  de  suite. 

428.  Les  analystesont  faitservirla  formule  (D)  du  numéro  précé- 
dent à la  détermination  du  rapport  approché  de  la  circonférence  au 
diamètre.  Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile,  il  faut  que  l’arc 
dont  on  cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal  à5o°,  puisque  l’on 
a tang  5o°  = 1 . 

Cela  posé,  soit  5o°  = m -(-  n , et  prenons  pour  m l’arc  dont 
la  tangente  est  égale  à auquel  cas  on  a,  d’après  la  formule  (D)r 


4 3-4J  5.41  7-4’ 

série  très-convergente,  et  dont  la  lui  est  manifeste. 
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D'ailleurs  l'équation  5o°  = m + n donne  n — 5o' 


ni  ; d’où 


tang  5o°  — tang  m 

tang  « = 2 — h— 

i -+-  tang  m tang  5o“ 


donc,  en  appliquant  encore  la  formule  (D) 


i 


ainsi  (m  -h  n),  ou  l’arc  de  5o°,  est  représenté  par  la  somme  des 
deux  séries 

3 33  , 3’  3 

+ 5 3.51+57¥  7.5’ ~+~'" 

La  seconde  de  ces  deux  séries  n’est  pas  très-convergente,  et  il 
faudrait  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  degré 
d’approximation  suffisant. 

429.  Mais  on  peut pan-cnir  h deux  autres  séries  beaucoup  plus 
convergentes. 

.Soit  v l’arc  dont  la  tangente  est  égale  à g;  il  en  résulte  . 


lit  i 

4 3.43  7.4’ 


I 

3T57 


-t- 


~ 5 3.5J  5.5’  7.5: 

Or  on  a , d'après  les  formules  trigonométriques , 


2 tang i’  5 , 2 tang  2« 

tang  2e  = — = — , tang  ae  = = 

l — tang’  e 1 2 D i — tang’  œ 


i H . 

"9 


Comme  cette  dernière  tangente  diffère  très-peu  de  l'imité,  on 
peut  déjà  conclure  que  l’arc  diffère  peu  de  5o",  et  qu’ainsi  la 
tangente  de  4e  — 5o°  doit  être  une  fraction  très-petite. 

Cela  posé,  soit  z — [\v  — 5o”,  d’où  tang  s = tang  (4e  — 5o" ) ; 


il  vient 


tang  z = 


tang  4e  — i i 
i -h  tang  4e  ' ?.3<)’ 


donc 


i i i 

a.3i)  3 . 2.3<)'  ^ 5 . ?.3e)‘  ’ 
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d’ailleurs,  l’équation  tz=:^v  — 5o°  donne  5o°  = ^ — 

i 

Mettant  dans  cette  expression,  à la  place  de  v et  de  t,  leurs  va- 
leurs, on  obtient 

500=  \ 4 (S- 3^  + 5^“  ^ 


(23g  3.2391  + 5.239*  "’)  j 


d’où  l’on  conclut  enfin,  pour  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  ou  pour  le  rapport  de  la  demi-circoniérence  au  rayon, 


200°  OU  (t  = 


,6  (5  3.5’  + 5.5’  q.5’  +‘”)j 

4 (239  3.23g’  5.239’  ~ / ' ')  ) 


Il  est  facile  de  s’assurer  que  les  quatre  premiers  termeà  de  la  pre- 
mière série , et  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde , donnent 
la  valeur  de  n à moins  de  o-,ooooi  près. 


430.  Conclusion  générale.  -7-  En  réfléchissant  à tout  ce  qui 
vient  d’ètrealitsur  les  séries  circulaires  ou  trigonométriques,  on  voit 
le  parti  que  l’on  peut  tirer  de  l’emploi  des  symboles  imaginaires  , 
pour  résoudre  des  questions  d’une  très-grande  utilité.  Comme, 
pour  parvenir  à ce  but,  on  étend  à des  expressions  imaginaires, 
des  formules  qui  d’abord  n’avaient  été  reconnues  vraies  que  pour 
des  quantités  réelles,  on  pourrait  être  tenté  de  révoquer  en  doute 
l’exactitude  des  résultats  auxquels  on  est  conduit;  cependant  si, 
après  certaines  transformations , ou  parvient  à des  expressions  de- 
barrassées d’imaginaires,  qui  s’accordent  avec  celles  que  fourni- 
rait un  raisonnement  rigoureux  et  direct,  on  est  forcé  d’admettre 
la  légitimité  des  moyens  employés. 

C’est  ainsi  que  les  analystes  ont  fait  les  découvertes  les  plus  im- 
portantes, auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très-difficilement 
par  des  moyens  en  apparence  plus  satisfaisants. 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expressions  de  sin  x et  cos  x , 
offre  encore  l’exemple  d'un  raisonnement  qui  conduit  prompte- 
Alg.  B.,  9'  éd.  44 


Dlgitized  by  Google 


69O  CONCI.USIOH  GÉKÉBAIE. 

ment  au  but,  quoique  laissant  d'abord  un  peu  de  vague  dans 
l’esprit. 

Pour  parvenir  à ces  expressions,  on  suppose  que,  l’arc  a de- 
venant nul , le  rapport  se  réduit  à 1 . Au  premier  abord , 

a 

on  a de  la  peine  à concevoir  que,  l’arc  étant  nul,  il  puisse  exister 
un  rapport  entre  l’arc  et  sa  tangente,  et  que  ce  rapport  soit  égal 
A 1 ; mais  si,  au  lieu  de  supposer  l’arc  tout  à fait  nul,  on  suppose 
qu’il  ne  diffère  de  o que  d’une  quantité  extrêmement  petite , le 
rapport  entre  la  tangente  et  l’arc  est  alors  calculable  et  diffère  très- 
peu  de  l’unité;  et  plus  l’arc  est  petit,  moins  le  rapport  diffère  de 
l’unité.  D’où  l’on  peut  conclure  qu’à  la  limite  de  décroissement 

Jgjjn  (j 

de  l’arc , c’est-à-dire  quand  a devient  nul,  on  a 6 = 1 . L’exac- 

a 

titude  des  formules  auxquelles  on  parvient  ainsi,  exactitude  qui 
sc  trouve  vérifiée  par  les  applications  que  l’on  en  fait  à la  déter- 
mination des  .sinus  et  des  cosinus  de  certains  arcs,  confirme 
aussi  l’exactitude  des  principes  qui  y ont  conduit. 

La  considération  des  rapports  des  grandeurs  variables,  dans  les 
limites  de  leurs  accroissements  ou  de  leurs  décroissements,  est 
l’objet  de  \' Analyse  infinitésimale,  nouvelle  branche  des  Mathé- 
matiques à laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regardée 
comme  une  espèce  d’introduétion. 


FIN. 


f ce  cf.  5 
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Progressions  par  différence  ei  par  qooticnt.  — Relations  entre  le  premier  terme,  le 
dernier,  U raison , le  nombre  dcJ  terme»  cl  leur  somme. — Limite  de  11  somme  des  terme* 
d’une  progression  décroissante.  — Insertion  de  moyens.  — Questions  principales  «l'intérêt 
composé,  comprenant  les  annuités. 

Notions  sur  l'homogénéité  des  équations  algébriques  entre  des  quantités  concrètes. 

GÉOMÉTRIE. 

Mesure  dos  droites , des  arcs  de  même  rayon  , des  angles  è l’aide  «le  celle  des  arcs  ayant 
les  sommets  pour  centres. 

Propriétés  des  perpendiculaires  , des  obliques,  des  pat  allèles.  On  admet  comme  évident 
qu’une  perpendiculaire  et  une  oblique  .H  une  meme  droite  se  rencontrent. 

Somme  des  angles  d’uu  triangle  et  d’un  polygone  quelconque. 

Condition  de  l’égulilé  des  triangles  et  des  ligures  rectiligucs.  — On  distinguera  pour 
les  ligures  situées  dans  un  meme  plan , l’égalité  directe  de  l’égalité  par  renversement  qni  a 
lieu  quand  l’une  des  figures  ne  peut  coïncider  avec  l’autrê  qu’en  la  détachant  du  plan  et 
la  retournant;  deux  ligures  planes  dont  les  points  se  correspondent  symétriquement  par 
rapport  k nu  axe,  sont  dans  ce  dernier  cas. 

Lignes  proportionnelles  qui  résultent  de  droites  coupées  par  «les  parallèles. — Similitude 
(directe  ou  par  renversement)  «les  triangles  cl  des  Ggurcs  planes  rectilignes.  — Bissectrice 
d’un  angle  intérieur  ou  extérieur  d’un  triangle. — Deux  droites  anliparallèlcs  par  rapport 
à un  angle  déterminent  deux  triangles  semblables  par  renversement. 

Propriétés  du  triangle  rectangle. —Relation  numérique  entre  les  trois  côtés  d’un  triangle 
quelconque  et  la  projection  d’uu  côté  sur  l’un  des  deux  autres.  — Antre  relation  entre 
les  trois  côtés  et  la  ligne  droite  qui  joint  nu  sommet  nu  milicn  du  côte  opposé. 

Tracé  de  la  circonférence  par  trois  points.  — Tangente.  — Conditions  pour  que  «leux 
circonférences  soient  l’une  extérieure  ou  intérieure  è l’autre , pour  qu’elles  se  touchent  ou 
scconpcnl  ; propriété  de  la  corde  commune  et  de  la  ligne  des  centres. 

Détci  initiation  dn  nombre  de  degrés  d’on  angle  par  celui  des  arcs  que  ses  côtés  déter- 
minent snr  nne  circonférence  qu’ils  rencontrent  ou  touchent. 

Tangente  It  deux  cercles.  — Cercle  tangent  è une  on  plusieurs  droites. 

Si  une  droite  tourne  dans  nu  plan  en  passant  par  nn  point  fixe  et  rencontrant  nne 
cirronférence , le»  deux  distances  du  point  fixe  aux  intersections  simultanées  sont  deux 
variables  récipro«jucment  proportionnelles. 

Moyenne  proportionnelle  entre  deux  droites  (divers  procédés}.  — Partage  «l’une  droite 
en  moyenne  et  extrême  raison.  Trouver  l’expression  numérique  de  chaque  partie,  la  ligne 
entière  étant  prise  pour  unité. 

Trouver  graphiquement  la  longueur  d’onc  ligne  exprimée  algébriquement  en  fonction 
de  lignes  connues  soit  sans  radicaux  , soit  avec  des  radicaux  dn  a*  degré. 

Propriétés  principales  du  parallélogramme,  du  losange,  do  trapèze,  des  polygones 
réguliers.  — Rapports  des  côtés  du  carré,  de  l’hexagone  régulier,  du  triangle  équilatéral, 
du  décagone  régulier,  an  rayon  dn  cercle  circonscrit.  y * 

Calcul  do  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Relation  entre  le  nombre  de  degré»  d’un  arc,  sa  longueur  et  celle  du  rayon. 

Calcul  «les  aire»  des  figure»  planes  et  rectilignes.  — De  l’aire  du  cercle,  d’on  secteur.  — 
Rapport  «les  aire»  de»  polygones  semblables,  «le  deux  cercles,  de  denx  secteurs.  — Tracé 
des  ligures  plane» , leur  réduction  et  leur  amplification  dans  nn  rapport  donné.— Echelles. 

Propriétés  d’une  on  plusieurs  droites  perpendiculaires  è un  plan. — Mesure  de  l’incli- 
naison d’une  droite  par  rapport  è un  plan.  — Mesure  de  l’angle  de  deux  plans.  — Parallé- 
lisme des  droites  cl  des  plans.  — Propriétés  principales  de»  angles  polyèdres.  — Etant 
données  les  trois  faces  d'un  angle  trièdre,  déterminer  ses  trois  angles  dièdres  et  réciprn- 

Jiucment. . . Etant  donnée»  deux  faces  et  l’angle  dièdre  compris , déterminer  la  troisième 

aCC.  Lignes  proportionnelles  rcsoltanl  de  l’intersection  de  droite»  coupées  par  de» 

plans  parallèles. 

Notions  générales  sur  la  similitude,  comprenant  comme  cas  particulier  le»  figures 
planes. 

Propriétés  principales  des  polyèdres  les  pins  simples  , dn  cylindre  et  du  cône  de  réro- 
Intion,  de  la 'sphère. — Trouver  le  rayon  d'une  sphère  par  nue  construction  plane. 

Somme  de»  aires  des  faces  latérale*  d’tm  prisme,  déterminée  par  le  périmètre  «1e  sa 
ection  droite  et  la  longueur  commune  des  aiêtes  latérale»;  application  a la  surface  con- 
vexe «l’un  cylindre.  — Surface  convexe  du  cône  droit,  du  cône  tronqné,  «1  une  calotte 
phérique,  d’une  sphère.  — Rapport  des  surfaces  des  corps  semblables.  . 

Volume  de»  corps  terminé»  par  des  plans.  — Volume  d’un  prisme  triangulaire  i base* 
parallèles  ou  non,  soit  en  fonction  de  l’aire  de  l’une  des  bases  et  des  hauteurs  relatives  fc 
cette  base,  soit  en  fonction  de  l'aire  de  la  section  droite  et  des  longueurs  des  arête* 
latérales. 
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Vol  mm-  da  cylindre  droit,  do  cirse.de  U sphère,  d’un  segment  sphérique  eu  fonction 
de  u hauteur  et  do  rayon  de  la  (phère. 

Rapport  île»  volume»  de»  corp»  ictublaldri. 

DESSIN. 

Étude»  de  deuin  an  trait  et  è la  règle;  étude»  de  dessin  è main  lcvc'e;  étude»  de  lavis 
d'architecture. 

OBSERVATIONS. 

Tontes  les  fois  qn’ll  s’agira  de  démontrer  l’égalité  de  deux  rappoi  ts  entre  de»  quantités 
qui  peuvent  être  iiicomtnensnrablest  on  démontrera  que  leurs  rapports  opproebë»  è un 
même  drgrc  d'approximation  sont  toujours  égaux. 

On  préférera  pour  la  géométrie  curviligne  lel  démonstration»  par  le»  infiniment 
petit»  on  par  les  limites. 

Les  clives  devront  être  exercés  h traduire  en  nombres  tans  les  théorèmes  de  la  géométrie 
qui  en  sont  susceptibles,  et  b en  faire  tics  applications. 

Tootprogrès  b l’Ecole  centrale  est  impossible  sans  une  bonne  instruction  préparatoire. 
C’est  dans  l'intérét  îles  jeunes  gens  qui  a’y  destinent  qu’on  publie  le  programme  un  pea 
développé  des  connaissances  indisyrnsabtes  ; mais  pour  ceux  qui , avant  lent  entrée  à 
l’Ecole,  peuvent  étendre  leurs  études  au  délit  du  strict  nécessaire,  le  Conseil  de»  étude» 
les  engage  b neqnérir  quelque»  notions  sur  les  éléments  de  géométrie  descriptive,  sur 
ceux  de  la  géométrie  analytique,  comprenant  la  trigonométrie  rectiligne  fondée  sur  la 
théorie  des  projection»  (l)  ; enfin  sur  le»  élément»  de  In  physique  et  de  la  chimie.  Il  les 
engage  aussi  à donner  tons  leurs  soins  b l’art  du  dessin,  dont  l’ingénieur  civil  ne  saurait 
se  passer. 

Le  Conseil  de  l’Ecolg  a reconnu  que  beaucoup  d’élève»  manquaient  en  arrivant  de  l’ba- 
bitndi'dc  prendre  des  notes  b l'amphithéAtrc.  Il  invile  les  jeunes  gfns  qui  »e  préparent 
ponr  l’École  b prendra  celte  habitude  de  bonne  heure , et  il  engage  MSI.. les  IPiofessenrs 
des  Ecole»  préparatoire»  b surveiller  cette  partie  de  leue  éducation. 


Liste  (T anciens  Élèves  sortis  de  l'École  avec  le  diplôme  ou  le 
certificat,  et  indication  des  positions  qu'ils  occupent  et,  des  prin- 
cipaux travaux  qu’ils  ont  faits. 

Nota.  La  lettre  (D.)  a la  mile  des  nom a,  désigne. ici  clives  sorti»  ave»  le  diplôme 
d’ingénieur;  la  lettre  (O.),  ceux  qui  ont  obtenu  te  certifient  do  capacité. 


MM. 

Abel  (D.)., , 
Aboilasd 

Albitxiccia  (D.). . . 

CO») 


Ingénieur  attaché  anx  chemins  de  fer  de  gouvernement  de 
Wurtemberg. 

Ingénicor  attaché  au  phemin  de  fer  du  nord  ponr  le  compte  de 
de  MM.  Séguin. 

Dirige  les  ateliers  de  construction  de  machines  de  M.  Maxcline,  à 
Grasville  pii»  le  Havre. 

Ingénieur  civil  b Paris;  a dirigé  des  atelier*  de  construction  b 
Lonviers,  a construit  de»  fabriques  de  drap  complètes,  dessein 
rie»,  de»  moulina  b fouler,  de»  moulin»  b blc,  dis  atelier*  de  min- 
ium, etc  L’un.  île»  inventeurs  de  l'application  de  l’acide  okinue 
an  travail  île»  laine».  A inventé  une  machine  bramer  et  b sécher 
les  étoffe»  île  laine.  (Méd.  d’urg.  Kxp. 

Axronao  (D.) Directeur  du  Conservatoire  de»  Arts  et  Métiers  de  Madrid. 

Alqcié  [D.) Charge  delà  consl  r«ci  ion  du  chemin  de  fcc  de  Montluçon  à Com- 

mentry,  »ou»  ladircctiim  de  II,  Stéphane  Mony.  . 

AaijDEHOOuao  (A)..  Chef  (le  section  an  chemin  de  Cet  de  Roanne  b Saint  Étienne. 

Aa»»x  (D.), ... Ingénieur  de  l'uainc  b gax  da  la  Compaguieparisicnuc. 


’V. 


MM  » 

Bariia  (C.) Attaché  au*  travaux  du  canal  de  la  Mam.e  an  Rhin. 

Babdob  (<?.) Professeur  de  géométrie  descriptive  & l’École  primaire  supérieure 

de  Nantes,  inspecteur  d’un  aci vice  de  bateaux  & vapeur. 

BauaaOtT  ( D.) A été  employé  à la  construction  de  forges  4 Abainville  et  Vient», 

actuellement  ingénicar  civil  ii  Paria. 

Baxroux  ( D .) A travaille  ît  la  ronatrnetion  Hn  ch -min  de  fer  de  Decire,  aitinnr- 

d’Inti  chef  de  acction  au  chemin  de  fer  d’Avienoit  a N a mille. 

Battet(C.). Employé  cliex  aon  oncle  ruffirieur  de  ancre  h Paris. 

De  Basbuel  ( C.) . . . A etc  employé  an  chemin  de-lcr  de  Paris  4 Versailles  et  de  Paria  & 
Orléans.  Occupé  actuellement  de  constructions  près  d'Alais. 

Baudot ( D.  ) Employé  comme  ingénieur  et  directeur  de  Ia  fabrication  aux  for* 

ges  de  Lrmgnyon  ( Moselle  ). 

De  Beaüsobre  (D.).  Clnf  de  section  anx  travaux  du  canal  de  Marseille. 

Belakceb  ( O .). .....  Employé  M’usine  des  hauts  fonrncanxdu  Ai  uni  de  M.  Hamoiret  G* 

Bellecxoix  ( C.).  • . . Préparateur  de  chimie  h la  lorollc  des  sciences  de  Lvbn,  et  répé- 
titeur .de  mathématiques  h l'école  Lamartiniiro. 

Belpaise  ( D .) Sous-ingénieur  des  j unts-ct-chaussécs  en  Belgique,  attaché  au* 

chemins  de  fer. 

Beailot  (D.) Directeur  des  travaux  dans  la  manufacture  de  glacvs  dé  Pré- 

yn  outré  f Aisne). 

Bebti»  beBlaoi«V(D.)  A*été  employé  aux  mines  de  Campiglin , en  Toacine. 

Biseau  ( C-) Professeur  de  chimie  4 la  Pacnlté  tics  sciences  de  Lyon. 

Biom.et  ( C J. Employé  dans  les  usines  métallurgiques  de  son  père,  h Turin. 

Blacu-es  dirige  l’atelier  de  construction  du  matériel  au  chemin  de  fer  de 

Marseille  h Avignon. 

Bl  archet  (D.).. Chef  de  section  au  chemin  de  fer  d’Avignon  II  Marseille. 

Bochkolts  (D.). ....  Directeur  des  forges  de  Geitlsntern  ( près  SarTebruék). 

Bots  ( D .) Ingénieur  civil,  arbitre-rapporteur  au  Tribunal  de  Commerce  de 

la  Seine  et  cxpei  t au  Tribunal  de  première  instance.  A construit 
deux  ponts  en  charpente  sur  le  chemin  de  fer  de  Paris  & Rouen. 

Boistel  [D.).. Ingénieur  civil  h Toulousr,  a monté  une  raffinerie  en ‘Belgique, 

une  fabrique  de  sacre  indigène,  une  Huilcrié,  nue  grande  bri- 
queterie près  tic  Toaltrase. 

BoaonEAU(C) Employé  par  M.  Leblanc,  architecte  !i  Atfxcne. 

Bossé  (C.) Adjoint  tic  son  jière  entrepreneur  k Paris. 

Boucard  ( C .) Employé  S l’urine  de  Rotnilly. 

Boucbotte  ( C .) Dirige  une  filature  de  coton  a Metr. 

Boüosot  ( D .) .......  Ingénieur  civil  h Besançon,  a exécuté  onrdistribulion  d’eau  dans  la 

ville  de  Gray,  un  liant  fonrneau,  Un  moulin  4 l’anglaise,  et  un 
pont  suspendu  dans  le  département  de  la  Hantc-Saône  ; des  bri- 
queteries et  tuilerie*  5 Gray  et  à Saint-Vit,  «c. 

Bouclas  ( D .) Employé  dans  les  bureaux  de  la  compagnie  des  fonderies  et  ate- 

liers de  constrnction  de  Ponrcbambanlt. 

Bons  (D.) Chimiste  A la  papeterie  de  Gcncuiltc  (Doubs). 

BooneotJcsos  (Ô.)..  Ingénieur,  directeur  de  l’établissement  de  constrnction  de  machi- 
nes il  vajscur  de  M.  Pnulv,  4 Rouen. 

BousCASSE  (C.) Agent  voyer  4 Saint-Jean  d'Angcly,  a fourni  les  projets  d’une  fa- 

brique de  noironimul,  a exécuté  des  rbntca,  des  ponts  de  grands 
portée,  des  maisons  d'habitation,  une  mairie,  nue  jastict  dé 
paix,  un  temple  protestants  une  distribution  d’eau. 

Botrria  Ingénieur  civil  4 Paris. 

Bsetor  (D) Employé  chex  M.  Dnlican,  fabricant  de  maroquins,  4 Paris. 

BaicocaE  (D-). ... . . Ingénieur  civil  h Paris. 

Brurehakt  (C'.).i  . . . Employé  dans  l’établissement  métaUargiquc  de  M.  Mouchai,  près 
de  PAifcle. 

Butor  (C.) I *>  Entrepreneur  4 Meaux. 

Cabartous  ( D- ) A été  ingénieur  des  mines  de  la  compagnie  des  houillères  et  fon- 

deries de  l'Aveyron. 

Calloh  (D.). .......  Ingénieur  civil  4 Paris.  A fait  constroire  des  moulins  4 l’anglaise, 

des  turbines  , papeteries méctiniqnes  et  des  filatures  de  lin. 

Calloit  jebne  (<?.)...  Contrôleur  du  canal  doBeaucaire. 

Camdset  (C) Ingénieur  4 Saint-Pctersbourg  , où  il  a créé  une  fabrique  de  pro- 

duits cliimiqaes  dont  il  est  directeur. 

Caho  (D). Officier  supérieur  du  génie  au  Mexique. 

Carrewtib*  (D.)--. . . Agent-voycr  4 Mont.ugis 

Cayrol  (C.) Dirige  on o fabrique  de.prodnils  chimiques  4 CarcajatJdne. 

Chah  (C.) a.  • 1 A dirigé  les  études  4 l’École  imlustrieiledc  Lausanne.  Est  chargé 

de  l'établissement  d’une  verrerie  en  Espagne. 


( ao  ) 

MM. 

Chaxteutieii  (D.)...  Sous-directeur  des  forges  et  fonderie* de  Montauire  (Oise). 

Guavrcoret  (<7) Dirige  une  exploitation  et  une  fabrication  de  parc* , prit  Fontai- 

nebleau. 

Chatelahat  (D.)  ...  A construit  et  dirige  une  feculerie  et  une  nmidonnerie  h Mondon 
(Suisse).  Professeur  à l’École  industrielle  de  Mondon. 

Chevalier  (C) Employé  an  chemin  de  fer  de  Versailles , rive  droite. 

Chevalloe  (D.) A construit  le  pont  suspendu  d’Eicl  (Morbihan). 

Che v ardier  ( D.  ). . . Sous-directeur  de  la  fabrique  déglacés  de  Cirey,  près  BUmont 
(Meurthc). 

Chobrituxsxi  (D)  ..  Directeur  de  fabiication  des  forges  de  Vicnon. 

Claudel  (D.) Ingénieur  civil  h Paris. 

Cl£mahdot  (D.)....  A monté  une  fabrique  de  sucre  de  betteraves  dans  le  département 
de  l'Aiu  ; directeur  de  la  cristallerie  h Güchy-lu-Garenne. 

CoCqüerel  (D.) Employé  au  chemin  de  fer  de  Strasbourg  il  BAIe. 

Col t b (C.) Professeur  de  mathématiques  4 l’École  préparatoire  de  Montreuil, 

près  Versailles. 

Comte  (D.) Fabricant  de  nnndrelte  4 la  gare  iPIssy,  près  Paris. 

Cou  v p.  t (JD). .......  Employé  par  MM.  Thomas  et  Lanrens,  anciens  élèves  de  l’École. 

Cosot  (D.) Ingénieur  civil  attaché  an  service  municipal  de  la  ville  de  Paris. 

CoaTAtAa  (D.) Professeur  de  mathématiques  4 l'Université  de  Madrid. 

Cobtillot-Tobt  ( D .)  Employé  par  M.  Beaulieu  , ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  anz 
travaux  du  port  île  Saint-Valéry  (Somme). 

Coszoel  (C.) Directeur  de  la  Société  charbonnière  de  Carnières,  près  Charleroy. 

Coste  Foaoa  ( D .)...  Agenl-voycr  en  chef  du  département  de  l’Aidèche. 

CocaAü  (D.) Est  employé  par  M.  Dcvantie  , ingénieur  de  Bordeaux , 4 la  con- 

fection de  projets  pour  la  distribution  des  eaux  dans  cette  ville. 

CocrreriE  (D.) A fait  exécuter  differents  travaux  de  construction  4 la  papeterie 

d’Essoue  (Scine-ct-Oisc), dirige  la pancteriede Pronxel (Somme). 

Paii.lt  (D.). Adjoint  de  son  père , maître  de  poste  a Paris,  pour  la  direction  de 

scs  établissements  agricoles  cl  de  scs  enliepriscs  de  transport. 

DaoUie  (Félix)  (D.). . Directeur  et  l’un  des  proprietaires  des  forges  de  Chatillon. 

D’Akdr£  de  St-Yictos  (C.).  A construit  deux  filatures  de  soie,  s’occupe  actuellement 
de  la  construction  d’une  minoterie. 

Parcel  (D.) Fabricant  de  produits  chimiques,  4 P.onen. 

Debohrefot  (D.)...  Employé  au  chemin  de  fer  de  Strasbourg 

Debaoce(I)) Exécute  les  travaux  d'une  distribution  d’ean  dans  la  ville  d’A- 

miens, sous ,1a  direction  de  M.  Mary. 

Decaux  (D.) Chef  des  travaux  chimiques  4 la  manufacture  rny.  des  Gobelins. 

Dehaeot  (C.) Préparateur  de  physique  et  de  chimie  4 l’École  industrielle  de 

Genève. 

De  la  Garde  (C)...  A été  sous-directeur  de  l’usine  4 zinc  delà  Vieille-Montagne,  près 
Liège  ( Belgique). 

De  Lathuilerie  (D).  Régisseur  des  forges  de  Berg,  près  de  Luxembourg. 

Deloobe  (D.) Ingénieur  civil  et  agent  voyer  4 ChAtein-Thlcrry. 

Desmet  (È.)  (D.)..  1 Dirigent  la  fabrication  dans  la  manufacture  de  toiles  peintes  do 

Desmet  (C.)(D.)..  I leur  père,  4 Gand. 

Despetrocx  (O.). . . . Ingénieur-chimiste  en  Angleterre. 

ÜetilliEdx  (C.) Directeur  d'une  houillère  près  Namnr. 

Devillex  ( D .) Professeur  de  mécanique  rationnelle  4 l’école  des  mines  de  Mons. 

Dévot  (D.) Ingénieur  attaché  au  canal  de  Sambre-et-Mcnsc,  4 Landrecics. 

Dodelier  ( C ....  Chargé  de  l’exécution  de  différente  travanx  comme  ingénieur  civil 
et  architecte,  4 Vesou). 

Dormot  ( D .) Ing.  employé  4 la  conatrnction  d’anc  forge  anglaise  4 St-Dixier. 

Drecel  ( D .) Employé  an  chemin  de  fer  de  Veraaillra  (rive  droite). 

Daoz  (D) Employé  an  canal  de  l'Aune,  4 la  Maine. 

Ddpocbbel  ( D .)....  Dépu  té  du  départ.  île  la  Haute-Saône,  Maître  de  forgea  4 Gray.  Mc 
daillc  d’argent,  CEposition  de  i83g. 

Dbplabtts  ( D .)....  A dirigé  l’atelier  de  construction  de  la  compagnie  des  bateaux  4 va- 
peur en  fer  dn  Rhône,  4 Beancaire.  Attaché  actuellement  aux 
travanx  do  chemin  de  fer  de  Paris  4 Ronen. 

Dupait  ( D.) A fait  exéenter  six  ponts  suspendus  pour  le  compte  de  MM.  Sé- 

gnin  fières;  ingénicnr-soumissionnsure  de  ponts  suspendus. 

Dceabd(D.) Agent  voyer  4 Saint-Denis. 

Dureske  (C.) Employé  chez  son  père  fabricant  de  chaudières 4 Psris. 

Dca  val  (D.) Dirige  l’exploitation  d'une  mine  d’acide  boriqne , en  Toscane. 

Dcyal  ( C- ) Ingénieur  civil , a conalrnitdes  usines  4 gas. 

Dworiaczek  (D.)...  Employé  an  chemin  de  fer  de  Saint-Germain. 

Evrard  ( D ) i . . Ingén.  civil  cl  professeur  de  chimie  industrielle,  4 Valenciennes. 

* i 


MM. 

F aube  ( D .) 


( a»  ) 

Ingénieur  civil , répétiteur  h l’Ecole  centrale,  associé  de  M.  Walter 
de  Saint- Ange,  ponr  i.»  travaux  d’usines. 

Félix  (fl) Chef  de  section  an  chemin  de  fcrd’Avicuon  h Marseille. 

Feer  (D.) Attache  h la  manufacture  de  son  pire,  fabricant  de  soierie  k Arras 

(Suisse  ). 

Ferraous  (D.) Entrepreneur  h Paris. 

Ferrari  (C.) A dirige  les  travaux  du  pont  snsprnjn  de  Briollay,  snr le  Loir. 

• Fomtebat  ( D.) Sous-rlirccleur  de  la  cristallerie  de  Baccarat.  A obtenu  en  1839  trois 

prix  de  la  Société  d’Eneonrag.  (Méd.  d’or,  exposition  1839.) 

Foret  (Z).) Ingénieur-constructeur  de  calorifères  h Paris. 

Forqcerot  Chef  de  l'atelier  de  dessin  dans  l'etablissement  deM  Cave'  h Paris. 

FrÈrejeax  (ZZ.) Employé  dans  l'usine  k gaz  tic  Lacarrière,  k Paris. 

Fdria(Z>.) A établi  scieries,  calorifères,  appareils  de  séchage,  chaudières  k 

vapeur,  usine  ponr  le  blanchiment  et  l'impression  des  tissus r 
moulins  k l’anglaise,  lamincrie  de  cuivre,  fabrique  de  clous 
d’cpinglcs,  verrerie. 

Gast  (D.) Dirige  une  filature  de  colon  k Isenhcim  (Haut-Rhin). 

Gaccuert  (D.) A été  employé,  sous  la  direction  de  M.  Ferry,  k la  construction 

d’usines  k fer;  a ixécuté  depuis  plusieurs  travaux  d’architec- 
ture, construit  ries  moulins  k l’anglaise,  etc. 

Gavtrib  ( D .) A dirige1  la  fabrique  de  produits  chtmiqnes  de  M.  Prat  cl  Com- 

pagnie, k Marseille,  et  ensuite  la  fabrique  de  sulfatcde  soudede 
M.  Ballard.k  Montpellier. 

Gentilhomme  (fl.). . . Ingénieur  employé  par  M.  Ncvillc  à la  construction  de  ponts. 

Cerder  (D.) Employé  par  MM.  arguiu  k la  construction  de  ponts sospendus. 

Gibbon  il).; Directeur  de  l'usine  k gaz  d’Arras. 

GirOüd  (fl  ) Conducteur  des  ponts  et  chaussées  dans  le  département  du  Nord. 

Classer  (D.) A été  employé  aux  travaux  du  canul  du  Rhône  au  Rhin  ; l’est  ac- 

tuellement aux  éludes  de  différents  chemins  de  fer , par  M.  Lc- 
gronr,  ingénieur  tics  pnnls-ei-chaussécs. 

Godi.v  (C.) Condncteur  des  raines  kCharleroy  (Belgique). 

GoFfi.vt  (C.) Ingénieur,  directeur  de  l'établissement  de  construction  des  machi- 

nes de  Saint-  Léonard  , près  Liège. 

Golesko  (C) Ingénieur  des  ponts  et  chaussées  en  Vnlarhic. 

Conta  d'Orville  ( D .)  A dirigé  la  fabrication  k la  faïencerie  anglaise  de  MM.  Pail- 
lard et  conrp.,  k Casamènc , près  Besancon. 

GottssoLitr  ( C ■) Employé  k la  construction  du  rtiemin  de  fer  de  Decize. 

Goscbler  (/>).... ...  Employé  aux  mines  de  zinc  de  Slolberg,  près  Aix-la-Chapells; 

Goüviou  ( D .) Employé  cIipz  M.  Bcrny,  fondeur  en  caractères,  k Paris. 

Gouvt  ( C .) Directeur  de  la  fabrication  k la  fabrique  d’acier  de  Golfontaine. 

De  Gbardbut  (D.). . Ingénieur  architecte  k Cbklons-sur-Marnc. 

Graxié  (C.) Employé  par  M.  Dupan,  ancien  élève,  k la  construction  de  ponts 

suspendus. 

Gbexieb  (Ane.)  (DJ. . Agent  voyer  k Lausanne  ( Stiisee). 

Grenier  f Acb.)  ( D .).  Chef  tle  section  aux  travaux  du  canal  de  Maiscille. 

Gros  (Albin)  (</.).  » Associés  de  la  maison  Gros,  Odier,  Roman  et  Compagnie,  k 

Gros  (Aimé)  (C.)..  J Wcsserling  (Hant-Rbin). 

Grcn  (D.) Employé  chez  son  père,  constructeur  de  machines  k Gucbwiller. 

Guérite  (D.).. Ingénieur  civil  k Saint-Brienc  : a exécuté,  dans  le  département 

, ucs  Côtcs-dn-Nord  , des  constructions  diverses. 

Guéatn  (Z).).. Ingénieur  k Paris,  a construit  des  calorifères  ponr  chauffage  d’hô- 

tels, des  cuisines  k la  honille,  et  antres  appareils  de  chauffage. 

Guihal  (D.) Professeur  de  géométrie  descriptive  k l’ccole  des  mines  de  Mont. 

GuiCBAan  (D.) Négociant  k Anvers. 

Güidorset (D  ) Employé  dansl’usine  de  Disling,  près  Sarrclonis  (Prusse). 

Guiet  (C) Employé  dans  la  fabrique  de  produits  chimiques  de  MM.  Du- 

qnesne,  Hanioirct  Semai , piès  Valenciennes. 

D'Hame^ibcoubt  [D.)  Chimiste  de  la  manufacture  des  glaces  de  Sainl-Quirin. 

Hartmann  (D.) Employé  dans  l’éiabllsscmcnt  de  son  père  k Muihonsc. 

D’HerbeCOurt  (C.). . A construit  sous  les  ordres  de  M.  Gilbert,  architecte,  plusieurs 
maisons,  k Paris;  chargé  actuellement  de  diverses  constructions- 
k Vienne,  en  Autriche. 

Hild>(Z?.). Entrepreneur  de  travaux  pnblics  k Hagncnau  (Bas  Rhin). 

Hocriex  I'osèbe  ( D .)  A été  employé  au  chemin  de  fer  d’Alais. 

Humbert  (D.). ....  ..  A dirigé  les  ateliers  de  eonstr.  de  mach.de  M.  Bouchet,  k Nîmes. 

Huxzieer  (D.) Attaché  k la  fabrique  de  tissus  de  coton  et  de  lin  de  «on  père,  k 

Arrau  (Suisse). 

Jauge  D.) Employé  au  chemin  de  fer  de  Rouen. 
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De  Jaomas  (D.) .... 
JeABBEI  (D.) 


Jeahbexet  ( D .).... 


JuilEC.llUT  (D.) 

JtJLLIEB  {D.)..,  . . . ,. 
Kaciasowszi  (D.).. 

KaZCHEI(D). ...... 

Karsmcai  ( D .) 


Kbab  (O), 


Krafft  ( D .) 

Ktber  (/).) 

Lacambre  (IJ.) 

LAMULOillfclE  ( D .)... 

Labobob  (D.) 

Langlois  (C.) 

I.ABDT  (D.) 

De  Las  Cases  (/).) . 

Lassale  (D.) 

Lbsalle  (Aud.)  ( D 
Lassrrob  (D.) ...... 

Lacrebs  ( IJ.) 


Ladrekt  (Louis)  (D.). 

Laurent  (f?.) 

Léal(D  ) 


Lecerf  ( D .)... 
Ltcif.re  (C)... 

Lecieotre  (D.).. 


Le  voire  (D.) 

Lehoibb  Charles  (0.1 . 
Leq  ües-Lacroix  [D 
Lebat  (D.) 

LlBAVDlfctE  (£)).... 

Limet  (C.) 

List*  (C) 

Lobcpebbieb  (Ci)..; 

Loostau  (O.) 

Lote  (D.) 


Ingénieur  des  mines  de  zinc  de  Stolberg,  près  Aiz-la  Chapelle. 

A été  employé  à la  consLcoclfon  du  pont  du  Carrousel,  an  che- 
min de  1er  de  Saint-Germain, et  k celui  de  Versailles  (rive  droite), 

A entrepris,  «ver  son  père  , l'execution  d'une  partie  de*  ti avaux 

du  canal  latéral  k la  Marne. 

A dirigé  l’ciérntion  des  liants  fourneaux  et  fonderie  dc'Fosey,  cl 
de  la  cliuuRrie  k Uumuie  perdue  de  la  forge  d'Abainvil/e;  a 
travaille  k des  projets  de  chemins  de  fer  et  de  docks,  employé 
comme  ingénieur  par  MM.  Gros,  Roman  et  C6,  k Wassrrling. 

Kniployé  k la  faïencerie  de  Vanilrevange , près  de  Sarrelonis. 

Gnrde-Mines  du  departement  de  la  Seine. 

Ingénieur,  a conslrnit  et  dirigé  une  fabrique  de  sucre  dé  betterave* 
près  de  Jnigny  (Yonne'. 

Associé  de  MM.  Villeroi  et  Boch , ponr  la  construction  d'une 
cristallerie  k Wndgassc,  près  deSnrrriouis 

Ingénieur,  a dirigé  la  mme  de  mangnt)èsc  de  M le  maréchal 
Claosel , k Puutange  (Aude)  , a monté  l'éclairage  au  gax  de 
Barcelone  et  de  plusieurs  autres  villes  d’Espagne,  actuellement 
ingénieur  h Berlin. 

A dirigé  la  fabrication  k la  papeterie  de  Plainfaiog(Vosgcs);  répé- 
titeur k l'École  Centrale.  Associé  k la  compagnie  pour  lVpoCa- 
tion  du  gaz  et  pour  la  fabrication  des  sels  ammoniacaux. 

Employé  citez  M - de  Dictrich,  aux  forges  et  ateliers  de  construction 
de  Niederbrnnn  (Bas  Rhin). 

ingénieur  dn  conseil  impérial  des  inanufactures  de  Moscou. 

Ingénieur  civil  k Bruxelles;  a construit  h Lonvsin  l'usine  de 
la  Société  des  Brasseries  belges. 

Employé  kls  direct  ion  générale  des  potits  et  rhnnssccsct  des  mines. 

Professeur  k l’Ecole  primaire  supérieure  de  Moulins. 

Directeur  de  l'usine  k gai  de  Saint-Germain. 

Directeui  des  hauts  fourneaux  de  l’usine  d’Alais. 

Ingénieur  attaché  k In  fubiiqnc  d’alun  et  de  sulfate  de  fer  de 
MM.  Hniirr,  k Ureel.  près  Laon. 

Chef  de  section  an  chemin  de  fcrd’AI.iis. 

Dirige  nne  mine  k cuivre . près  de  Zurichi 

ingénieur  mécanicien  , a créé  k Niort  des  ateliers  de  construction 
île  machines. 

Ingénieur  civil;  répétitenr  k l’Ecole  Centrale.  MM.  Laurens  et 
Thomas  se  sont  tous  denx  occupés  de  travanx  relatifs  k la  mé- 
tallurgie du  fer  ; construction  de  hauts  fonmeanx  au  eolte  on 
au  charbrm,  de  forges  k l’anglaise,  etc.;  application  des  gazdea 
liants  fourneaux  anx  travaux  métallarghjncs  et  k divers  usages; 
établissement  de  divers  moteurs;  distribution  d’eau  dans  les 
villes.  ( Méd.d’arg.,  F.xp.  i83g.) 

Ingénieur  civil  k Lausanne. 

Fab  ricant  de  quincaillerie  k Plancher- les  Mines. 

Ingénieur  civil  k Caccrès  (Espagne);  a établi  des  rnucahydrauli- 
ques  pour  ülatnteset  moulins  k garance  et  une  usine  pour  fa- 
briquer le  fer  k la  catalane. 

Essayeur  de  matières  d’or  et  d’argent , k Paris. 

Employé  k la  fahriqne  de  laiton  ue  MM.  Boucher  Gis  et  corep. , 
k Chandai , près  de  l’Aigle. 

A été  employé  k la  construction  de  liants-  fourneau  (Yierxon). 
Dirige  actuellement  les  ateliers  de  construction  de  machines  k 
vapeur  de  M.  fîcslay,  k Paris. 

Ingénieur  d’une  division  au  chemin  de  fer  dcKoncn  au  Havre. 

Employé  chez  son  père,  fabricant  de  papier  mécanique,  k Vue. 

).  Inpénicnr  civil  k Sainl-Mklo,  architecte  de  la  ville.  *" 

Ingén.  associé  de  la  maison  Lichtenstein  ctVularx,  banquiers 
a Montpellier. 

Attache  aux  études  du  chemin  de  fer  do  Dieppe,  sous  la  direction 
de  M.  Seguin.  • ;i 

Associé  de  M.  Alcan,  anc.  élève  de  l’École,  ponr  son  cab.  k Kibenf. 

Ingénieur  attaché  k la  Société  Jonh  Cockcril,  k Seraing. 

Ingénieur  d'une  mine  de  houille  k Saint-Étienne. 

Sons-directeur  de  l'Ecole  prépatotoire  de-  M.  Marlelct  k Paris. 

Employé  au  chemin  de  fer  de  Paris  k Rouen. 


MM. 

Mabodey  (C.) 

Maicod  (ü.) 

Maf^  {D.)«  • 

Marccet  ( D .) 

Mario>  (C) 

• Marsillo*  {D  ) 


Marti*  ( D.). . , 


Matuia*(  D.) 

Mathias  (F«lix)  (Z).). 
Mathieu  (Jean)  (O.). 

Mathieu  (H.)  (O)... 
Mauléo.  (C). 

Mater  (R) 

Meurier  (D.) 

De  Mmuc  (D.).... 

Misr.cxi  (A>.) 

Miri aju  ( D.) ....... 

De  Molir  (D.) 

Morot  (C.).. 

Morlor  (D.) 

Moureauz  ( D .) 

NaGE  tVACXFRS  (Z).). 
Moblot  (ZJ-) ...... . 

Noto  (/>.) 

Orbar  (C.) ........  • 

Peirt  (O.). 

Persac  ( D.) 

Petiet  ( D .).., 

PlRET  (i>.) 

Podxzaskt  (C.).  • ..... 
.PoiOCERp  (DJ...... 

Pot  (A.)., 

Pothier  (Z).).  ...... 

Potier  (D.) 

PWTHETlHCPn.,,.,^ 
PRIESTLET  (D.) 

Prisse  (D.) 


Proal  (O)..'. 

Pcusast{£).) 


purt(d.;..  — ,. 

PSTCHA  <C)-.. 

Ramet  (D.) 

Rtbière  :.... 

Retellat  (C.) 


( *3  ) 

Ingénieur  i Ronde,  ille  (Seine-Infc'r.)  ) a construit  des  roués  hy- 
drauliques. * ■ 

Entrepreneur  de  Iravaai  4 Abris. 

Ingénieur  agricole  k Montpellier. 

Professeur  k l'Ecole  imltutricllo  de  Lausanne. 

Propriétaire  d’une  liloture  et  ingénieur  civil  à Rouen;  professeur 
au.  collège  royal  et  k l'Ecole  municipale  de  Ja.mêiuc  vile. 

Ingénieur  employé  par  le  prince  de  Valachie  k une  distribution 
d’eau  dans  la  rillc.de  Ruksrcst  et  k la canalisation  de  piusieura 
affluents  du  Danube. 

Ingénieur  architecte,  a fait  k Besaoçon  une  rue  , un  établissement 
de  bains,  etc.;  dans  d’aulies  villes  du  département  du  Doubs  , 
dcuE  églises  Cl  plusieurs  maisons  communes,  il  a coosliuil  un 
pont  en  pierre  sur  l'Ognon , un  théâtre  k Dôlc  (Jura) , etc. 

Ingénieur  civil  k Vienne  en  Autriche;  a établi  les  appareils  de 
plusieurs  raffineries,  des  fabriques  de  noir  et  d’eaux  gaxruscs. 

Inspecteur  du  matériel  ait  chemin  do  fer  d’Otlc'ana. 

Dirige,  comme  sous  ingénieur  an  Creusot,  des  ateliers  de  eons- 

_ trnetion  de  machines  à vapeur  pour  la  nav  igatiun  atlantique. 

Employé  k des  études  de  chemin  de  fer. 

A>  construit  plusieurs  lilatures  de  lia.  Dirige  actuellement  une  fi- 
latnrc  de  lin  piis  de  Bayonne. 

Employé  k l’usine  du  Cieusot. 

Chef  dé  section  au  chemin  de  fer  d’Orléans. 

Directeur  de  la  verrerie  de  la  Rriche , prés  de  Saint-Denis. 

Directeur  de  travaux  pour  MM.  Séguin  frères,  ingénieurs  civils. 

Uiiipe  une  fabrique  de  conpernse  prèsd'Andnse  (Gard). 

Employé  au  chemin  de  fer  d’Avignon  k Marseille. 

Employé  parM  ParaaïUer,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  aux 
étoiles  du  chemin  de  fer  <lo  Mulhouse  k Dijon. 

Conducteur  des  ponts-ct-chaussées  k Moulin, -Engdbert  (Nièvre). 

A été  employé  k la  construction  d’ccluscs  sur  le  canal  de  l’Ourcq. 

Directeur  associé  de  It  fonderie  du  Val-Bcuoli , près  de  Liège.  ’ 

Dirige  la  fabrication  cher  sou  père,  manufacturier  de  tojl*s 
peintes,  k Hériconrt. 

Chef  du  matériel  du  chemin  de  fer  du  Nord. 

Employé  dans  les  houillères  cl  usines  k fer  de  son  pèro,,k  Liège.  A 
dirigé  la  construction  d’un  pont  suspendu  aux  forges  de  Prclle. 

Exploite  une  propriété  agricole  k Baatouillac,  près  de  Montflan- 
quin  ( Lot-et-Garonne). 

A cxccn  IC  divers  travaux  avec  M.  Lacatpbre. , aneigm  élève  ; au- 
jourd'hui juge  de  paix  k Saamur. 

Ingénieur  en  chef  du  chemin  de  for  de  Versailles  (rive  candie). 

A cté  chef  de  section  au  chemin  de  fer  d’Alais  ; a dirigé  des  travaux 
sur  le  clicmin  de  fer  de  Rouen. 

Garde-mines  du  département  de  $eioc-et-Oisc. 

A été  directeur  du  aberain  de  fer  de  Versai I (es  (cive  gauche);  actuel- 
lement ingénieur  eu  dutf  au  chemin  de  fet  de  Bâle  k Strasbourg. 

Iqgéuicnr  employé  parla  compagnie  du  canal  del’Ourcq. 

Ingénieur  de  la  compagnie  d'exploration  des  mûres  de  cuivre  de 
Mouzaia,  pics  Blidah,  en  Algérie. 

Employé  chez  M.  Pleycl , fabricant  de  pianos  k Paris. 

Ivup.  por,Mv<k,S;licis*tedt,  ingénieur,  aux  salines  roy . de  Dicuze. 

Répétiteur  k l’Ecole  Centrale  ; professeur  de  mathématiques. 

A été  directeur  gérant  de  la  compagnie  des  ports  et  magasins 
des  Marnis,  k Paris;  est  aujourd’hui  ingénieur  des  ponts  et 
chaussées  en  Belgique,  attache  Auxchcmiu»  de. fer. 

Ingénieur  civil  k Paru. 

A travaillé  sont  M Chaassenat  k la  construction  de  calorifères.; 
dirige  actuellement,  k ijonhs» l'exploitation  de  carrière*  dont  il 
nt  coproprietaire. 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées  du  canton  de  Neufçhafel  (Suisse), 

Pl  olcsieur  «le  chimie  en  Grèce. 

foflRti  cWil->  a fait  des *cic<  ica,  dus  moulins  h blé,  tanneries,  cto*, 
k Rennes. 

Agent  vayer  en  chef  dn  département  de  la  Corrèze. 

Ingénieur  civil  et  agent  royer  k Oie  (Diôme). 


w 


MM.  ! ’ 

Ricaud  (CO. ........  Directcnr-gérant  de»  forges,  fonderie»  el  laminoir»  d'Anxtn. 

Ko Bi!>  [C-  A comtroii  an  pont  tnspciidu  »nr  le  Doob»,  près  de  Dôlc;  ci 

conttrait  an  autre  »nr  le  Rhône,  il  Cordon  (Ain). 

De  la  Rochette  (C.).  Ingénieur  h la  fonderie  de  MM.  Victor  Geniuicu,  Prcnat  ci  com 
pagaie,  Il  Givors. 

Kodrigcez  (D.) Professeur  4 ('Université  de  Madrid. 

Rosime  (D.) Ingénieur  employé  par  M.  Chalry  ingénieur  coastrnctcnr  rlc 

pont»  suspendus. 

•Rottermowd  (C.)  . . . Ingénieur  li  Brnxelle».  Construit  de»  calorifères,  etc.  A inventé  ai 
nonveaa  système  pour  le  nettoyage  des  forme»  d'imprimerie. 
Rotet  (D.).  .......  Chimiste  coloriste  k la  manufacture  de  toiles  peintes  de  MM.  Blcch 

k Mulhouse. 

Sabocracd  ( D .) A été  employé  nu  chemin  de  fer  de  Rouen. 

Salvitat(D-) Chimiste  k la  manufacture  royale  de  Sèvres. 

Sadlîcier  (CO Employé  ch' z M.  Ferey,  eonstrnctcnr  de  machines  h Essonne. 

SAVtcxow  (C) Inspectent'  des  machines  au  chemin  de  fer  d’Orléans. 

Sculircker  (D.).. . . Directeur  de  travaux  onx  usines  d’Oltange  (Moselle). 

Sch  lokderger  (D.). . Associé  de  son  père,  propriétaire  de  filnlnres  II  Gucbvillcr. 

Schmidt  (C-). ..  Agent  voycr  eu  chef  du  départ  des  Deox-Sèvres. 

SlaweCki  ( D.) Empl.parM.  Saint-Léger,  ingénieur  en  chef  des  mines,  k Ronen 

Sodcuat  (D. J lugénicur  civil  attache  k rétablissement  de  M.  Danré,  k Marscill 

(ateliers  pour  les  usines  il  gaz). 

SodplET  (D.) Professeur  de  chimie  et  de  physique  an  collège  de  Saint-Quentin 

Sxklarski  (C.) Employé  au  Comité  d’arlilicrio  ( bureau  des  plans). 

Tbadtix  (D.l. ......  Employé  chez  M.  Duvoir,  k Paris,  h la  construction  de  calorifère» 

Thomas  (D.) Ingénieur  civil  ; professeur  b l’Ecole  Centrale,  associé  de  M.  Lao 

tens  (voir  ci-dessus).  Médaille  d'argent , exposition  i83g. 

Trelat  (D.) Ingénieur  civil,  architecte  k Melun.  ' 

Yais$e  ( D .) Employé,  par  MM.  Féline  et  Duvoir,  k la  constroction  de  calort 

fères,  k Paris. 

Vallemo  (D.) Ingénieur  civil  employé  par  M.  le  comte  Alexis  Bobrinski  (Russie* 

Vallier  (C) Professeur  de  mathématiques  h l’École  roy.  militairede  La  Fléchi 

Vasques Matire  de  forces  en  Galbcc  (Espagne),  ex-dépnté  aux  Cortès,  e 

mission  k Cuba. 

Vassexot  (D.) Associé  de  M.  Philippe,  constructeur  de  machines  k Paris. 

Vauthier  ( D .) Directeur  de  la  fabrique  de  produits  chimiques  da  M.Esticnneet 

Jalabert,  à Lyon. 

Vecsi  ( D .) Ingénieur  du  Graud-Duc  de  Toscane.  A établi  une  machine  pour 

la  fabrication  des  cordes  en  fil  (1e  fer  applicables  k l’extraction 
dans  les  raines. 

Vetvialle  (C) Employé  an  chemin  de  fer  d’AIais. 

Virchow  (D.). .......  Garde  a cheval  dans  l’administration  des  canx  et  forêts. 

Volasd(<?.) Employé  par  M.  Grouvellc  , ingénieur  civil. 

VoiLLEMis  (D.) Ingénieur  des  constructions,  de  l’entretien  et  des  réparations  & 

l’usine  d’Abainvillc  (Meuse). 

Wild(D.).... Employé  dans  les  ateliers  de  construction  de  machines  de 

MM.  Jacques  André  et  CI» , k Thann. 

YYolski  ( D.) A été  employé  par  M.  Flacliark  la  construction  de  machines  et 

d’nsines  k gaz  : cx-dircctcur  de  fabrication  aux  forges  de  Boissy 
(Indre),  actuellement  chargé  d’établir  unepapetetic  en  Toscane. 
Setter  (D.) Ingénieur  du  canton  de  Soleure  (Suisse). 


Voir  k Prospectus  pour  le  Programme  des  Cours  et  les  conditions  pécu- 
niaires. • . i .! >•. . " i 


Le  Prospectus  se  distribue  à l’École  et  chez  Bachelier  , libraire  de  l’École , 
quai  des  Augustins,  n°  55.  — Il  s’envoie  franc  de  port  à toutes  les  personnes, 
' demeurant  hors  de  Paris,  qui  en  font  la  demande  par  lettre  affranchie.  — - 
Il  est  déposé  dans  toutes  les  Bibliothèques  publiques  des  chefs-lieux  de  dé- 
partement et  d’arrondissement,  chez  tous  les  professeurs  de  sciences  exactes 
des  colleges,  et  chez  tous  les  proviseurs  et  principaux. 


imtrimerie  de  BACHELIER,  rue  du  Jardinet,  n*  ta. 
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